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Instituto de Investigación en Señales, Sistemas e Inteligencia Computacional

Estudio computacional y experimental de la
dinámica de cojinetes hidrodinámicos
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Resumen

Los cojinetes hidrodinámicos son elementos de máquina que permiten el movimiento de un
rotor dentro de una carcasa mediante una pelı́cula de lubricante que evita el contacto metal–metal.
No obstante, pueden generarse zonas de baja presión que dan lugar a la formación de burbujas
(fenómeno denominado cavitación), cuyo modelado requiere enfoques especı́ficos según el me-
canismo dominante. Este fenómeno resulta particularmente relevante en cojinetes con superficies
texturadas, en los que se requieren modelos conservativos en masa para caracterizar adecuadamen-
te la región cavitada. Asimismo, estos sistemas pueden presentar inestabilidades dinámicas, como
el Oil Whirl, caracterizado por vibraciones subsincrónicas asociadas a la pérdida de capacidad
portante, y el Oil Whip, que se manifiesta cuando la frecuencia de vibración se desacopla de la
velocidad de giro y se aproxima a la frecuencia natural del sistema, comprometiendo la integridad
del rotor.

En este contexto, la presente tesis desarrolla un modelo conservativo bifásico que describe el
comportamiento de la pelı́cula lubricante considerando el fenómeno de cavitación. Asimismo, se
presentan los métodos numéricos empleados para el tratamiento acoplado de la mecánica de fluidos
y la dinámica de rotores, junto con el desarrollo de un códigos propios de simulación de cojinetes
cavitados que incorpora superficies texturadas, efectos térmicos y su interacción con inestabilida-
des vinculadas a la elasticidad del rotor. Las herramientas utilizadas incluyen la suite de Mecánica
Computacional del Continuo OpenFOAM y el software SAMCEF Field, complementando a los
desarrollos propios mencionados. Los resultados obtenidos se validan mediante comparación con
mediciones experimentales realizadas en el banco de cojinetes de la UNPSJB y con datos reporta-
dos en la literatura de referencia.





Abstract

Hydrodynamic journal bearings are machine elements that enable the rotation of a rotor within
a housing by means of a lubricant film that prevents metal-to-metal contact. However, low-pressure
regions can develop, leading to the formation of bubbles (a phenomenon known as cavitation),
the modeling of which requires specific approaches depending on the dominant mechanism. This
phenomenon is particularly relevant in bearings with textured surfaces, where mass-conservative
models are required to properly characterize the cavitated region. Additionally, these systems can
exhibit dynamic instabilities such as oil whirl, characterized by subsynchronous vibrations asso-
ciated with the loss of load-carrying capacity, and oil whip, which occurs when the vibration fre-
quency decouples from the rotational speed and approaches the natural frequency of the system,
thereby compromising rotor integrity.

In this context, this thesis develops a two-phase mass-conservative model that describes the
behavior of the lubricant film while considering the cavitation phenomenon. Furthermore, it pre-
sents the numerical methods used for the coupled treatment of fluid mechanics and rotor dynamics,
along with the development of in-house simulation codes for cavitated bearings that incorporate
textured surfaces, thermal effects, and their interaction with instabilities linked to rotor flexibility.
The tools utilized include the OpenFOAM Computational Continuum Mechanics suite and SAM-
CEF Field software, complementing the aforementioned in-house developments. The results obtai-
ned are validated through comparison with experimental measurements conducted on the UNPSJB
journal bearing test rig and with data reported in the reference literature.
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1.3.3. Cojinetes hidrodinámicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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4.3. Fenómenos inestables: Oil Whirl y Oil Whip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4.4. Método de elementos finitos aplicado a rotores elásticos . . . . . . . . . . . . . . 120
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5.3.4. Dinámica de rotores elásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.3.5. Velocidad de entrada en Oil Whip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

5.3.6. Casos de estudio adicionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

5.4. Dinámica de rotores texturados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

5.4.1. Rotores texturados rı́gidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
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pv : Presión de vapor del lubricante (umbral de cavitación vaporosa).

ps : Presión de saturación para la cavitación gaseosa.

p0 : Presión de referencia o de suministro.

pb : Presión en el interior de la burbuja.

µ : Viscosidad dinámica o absoluta del lubricante.

µm : Viscosidad efectiva de la mezcla bifásica (lı́quido y vapor/gas).

µl : Viscosidad dinámica de la fase lı́quida.

µv : Viscosidad dinámica de la fase de vapor.

µ0 : Viscosidad de referencia a temperatura T0 (modelo de Vogel).

v
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ρ : Densidad del fluido lubricante.

ρm : Densidad de la mezcla bifásica.

ρl : Densidad de la fase lı́quida.

ρv : Densidad de la fase de vapor.

ρg : Densidad del gas no condensable.

T : Temperatura absoluta del lubricante.

Ts : Temperatura de suministro del aceite.

T0 : Temperatura de referencia (modelo de Vogel).

Tw : Temperatura de las paredes (superficies sólidas).

β : Coeficiente de sensibilidad térmica del lubricante (modelo de Vogel).

Cp : Calor especı́fico a presión constante del lubricante.

Kf : Conductividad térmica del lubricante.

m : Consistencia del fluido no-newtoniano (ley de potencia).

n : Índice de flujo de la ley de potencia para fluidos no-newtonianos.

θ : Coordenada circunferencial o posición angular.

ϕ : Ángulo de actitud (define la posición de equilibrio del centro del eje).

ϕ̇ : Velocidad de precesión del centro del eje.

ωb : Velocidad angular de rotación del eje.

ωn : Frecuencia natural del sistema rotor-cojinete.

ωs : Velocidad angular umbral de inestabilidad.

Ωs : Frecuencia de precesión en el umbral de inestabilidad.

λn : Frecuencia natural no amortiguada del rotor de Jeffcott.

u, v, w : Componentes de la velocidad del fluido en las direcciones x, y y z.

U : Velocidad superficial del eje (U = ωbrb).

wb : Velocidad radial de la superficie del eje (término de compresión o squeeze).

qx, qy : Caudales volumétricos por unidad de longitud en las direcciones circunferencial y axial.

γ̇ : Tasa de corte o gradiente de velocidad de deformación.

γ : Variable de Sommerfeld.

Re : Número de Reynolds, relación entre fuerzas inerciales y viscosas (Re = ρωb rb c/µ).

S : Número de Sommerfeld (parámetro adimensional de carga).

Ss : Número de Sommerfeld modificado para cojinetes cortos.

Pc : Presión caracterı́stica del cojinete.

Pm : Presión media sobre el área proyectada del cojinete.

ω̄ : Velocidad de rotación adimensional umbral de inestabilidad (whirl frequency ratio).
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m̂ : Masa adimensional del rotor.

W : Carga externa aplicada sobre el eje.

Fr : Fuerza hidrodinámica en dirección radial.

Ft : Fuerza hidrodinámica en dirección tangencial.

FX , FY : Componentes cartesianas de la fuerza hidrodinámica.

Kij : Coeficientes de rigidez del cojinete (i, j ∈ {X,Y } o {r, t}).

Cij : Coeficientes de amortiguamiento del cojinete.

kij : Coeficientes de rigidez adimensionales (kij = Kij c/W ).

cij : Coeficientes de amortiguamiento adimensionales (cij = Cij c ωb/W ).

keq : Coeficiente de rigidez equivalente adimensional.

Kb : Matriz de rigidez del cojinete.

Cb : Matriz de amortiguamiento del cojinete.

Tf : Par de fricción en el muñón.

Qleak : Caudal axial de fuga del lubricante.

∆T : Aumento de temperatura de la pelı́cula lubricante.

Wh : Potencia disipada por fricción viscosa en la pelı́cula lubricante.

λ : Fracción de la potencia disipada transportada por el lubricante.

Φ : Función de disipación viscosa.

ke : Constante elástica del eje.

ce : Constante de amortiguamiento del eje.

ζe : Factor de amortiguamiento adimensional del eje.

JZ : Momento de inercia del disco respecto al eje Z.

δu : Módulo del vector desbalance (excentricidad de masa).

X(t), Y (t) : Coordenadas del centro de masa del muñón en el sistema inercial.

MZ : Momento externo en dirección axial aplicado sobre el rotor.

ψd : Ángulo de desfase entre el vector desplazamiento y el vector desbalance.

Fo : Carga estática lateral sobre el rotor.

R : Radio de la burbuja esférica en modelos de cavitación;

R : desplazamiento complejo del centro del disco (R = X+ jY) en dinámica de rotores.

Ro : Radio inicial de la burbuja en el estado de referencia.

Ṙ : Velocidad de crecimiento del radio de la burbuja.

R̈ : Aceleración del radio de la burbuja.

nbl : Número de micronúcleos de burbuja por unidad de volumen.

Sαl : Término fuente de transferencia de masa entre fases (tasa de evaporación o condensación).
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σs : Tensión superficial de la burbuja.

κs : Viscosidad superficial dilatacional.

k : Coeficiente politrópico para la expansión adiabática del gas.

fg : Fracción de masa de gas libre.

fg0 : Fracción de masa inicial de gas libre.

Cc : Coeficiente de absorción de gas (modelo de cavitación gaseosa de Zhou).

Cv : Coeficiente de liberación de gas (modelo de cavitación gaseosa de Zhou).

τ : Tensiones de corte o tangenciales en el fluido.

τc : tiempo caracterı́stico del proceso difusivo de cavitación gaseosa.

τij : Componentes del tensor de tensiones viscosas.

αl : Fracción volumétrica de la fase lı́quida en el lubricante.

αv : Fracción volumétrica de la fase de vapor.

αg : Fracción volumétrica de gas no condensable.

σR : Raı́z media cuadrática de la rugosidad superficial combinada.

γR : Parámetro de orientación de la rugosidad.

δ1, δ2 : Alturas aleatorias de la rugosidad de cada superficie medidas desde su plano medio.

ϕx, ϕy : Factores de flujo por presión en direcciones circunferencial y axial.

ϕs : Factor de flujo por corte debido al movimiento relativo de superficies rugosas.

HR : Espesor de pelı́cula adimensional (HR = h/σR).

ηR : Densidad de asperezas por unidad de área nominal.

βR : Radio de curvatura de las asperezas superficiales.

λR : Parámetro de separación de Greenwood-Tripp (λR = h̄R/σR).

dR : Separación respecto al plano de referencia de las rugosidades.

δR : Deformación local en el contacto de asperezas (modelo de penalidad).

E∗ : Módulo elástico equivalente del par de superficies en contacto.

E1, E2 : Módulos de elasticidad de las superficies 1 y 2.

ν1, ν2 : Coeficientes de Poisson de las superficies 1 y 2.

Wc : Carga total soportada por el contacto de asperezas.

KR : Parámetro compuesto de Greenwood-Tripp.

ψ : Variable escalar genérica de transporte.

ν : Difusividad genérica en la ecuación de transporte.

Cψ : Constante de reacción en la ecuación de transporte.

Qψ : Término fuente en la ecuación de transporte.

rf : Relación de gradientes consecutivos en esquemas TVD.
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γb : Factor de combinación (esquema de Diferencia Combinada).

λb : Factor de peso limitador en esquemas de alta resolución.

Co : Número de Courant (condición CFL).

ID : Segundo invariante del tensor tasa de deformación.

σ : Parámetro de perturbación en el método de perturbación regular.
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xviii ÍNDICE DE TABLAS



Capı́tulo 1

Introducción

El avance tecnológico y la constante búsqueda de una mayor eficiencia energética han impul-

sado la optimización de la maquinaria rotante en sectores que van desde la generación de energı́a

hasta la industria automotriz [1–4]. En este contexto, los cojinetes hidrodinámicos desempeñan un

papel crı́tico al garantizar el soporte de cargas elevadas y permitir un deslizamiento con mı́nima

fricción entre los componentes móviles, asegurando ası́ la integridad estructural y la durabili-

dad del sistema [5, 6]. No obstante, el comportamiento de estos elementos está condicionado por

fenómenos fı́sicos complejos, tales como la cavitación del lubricante, los efectos térmicos y la

interacción dinámica con la elasticidad del eje rotante [7–10].

Si bien el estudio de la lubricación ha evolucionado desde las soluciones analı́ticas clásicas de

finales del siglo XIX, las exigencias operativas actuales demandan modelos de mayor fidelidad que

permitan predecir el comportamiento del sistema bajo condiciones más complejas. La introducción

de texturas superficiales surge como una estrategia innovadora para mejorar el rendimiento, sin

embargo, su implementación requiere un análisis riguroso que considere tanto la conservación de

masa en el flujo bifásico como la influencia de estas cavidades en la estabilidad de la dinámica del

rotor [11, 12]. A continuación, se presentan los fundamentos que motivan esta investigación, los

objetivos planteados y el estado del arte que sustenta los desarrollos de esta tesis.

1.1. Motivación

El estudio de los cojinetes hidrodinámicos constituye un pilar fundamental en la ingenierı́a

mecánica, dado que estos componentes son crı́ticos a la hora de garantizar el funcionamiento apro-

piado de una máquina rotante. Estos elementos mecánicos tienen la doble función de permitir un

deslizamiento con baja fricción entre sus componentes (eje y carcasa) y, al mismo tiempo, soportar

las exigencias de su funcionamiento. Los cojinetes utilizados en cigüeñales y bielas de un motor,

1
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por ejemplo, deben funcionar durante miles de kilómetros a altas temperaturas y en condiciones de

carga variable [5]. Los beneficios económicos de la investigación sobre cojinetes se justifican por

la reducción del tamaño de las máquinas y las pérdidas mecánicas, gracias al uso de piezas cada

vez más pequeñas [13]. La denominación de cojinete hidrodinámico se utiliza generalmente para

distinguir el caso donde una lámina fina de lubricante mantiene separado el eje rotante de la carca-

sa fija del cojinete (Fig. 1.1). La capacidad de soportar una carga externa W de estos componentes

no depende de un contacto mecánico directo, sino de la presión p generada en el fluido debido al

movimiento relativo de las superficies y a la formación de una cuña convergente-divergente origi-

nada por la excentricidad del eje [14]. La separación entre ambas superficies, denominada huelgo

radial h, es variable a lo largo de la posición circunferencial θ.

Figura 1.1: Geometrı́a básica de un cojinete hidrodinámico.

A medida que la velocidad de rotación del eje ωb aumenta, el lubricante es impulsado hacia la

región de huelgo mı́nimo entre el rotor y la carcasa, generando un incremento de la presión y por

consecuencia, una fuerza de sustentación que equilibra la carga aplicada. El valor de este huelgo

mı́nimo disminuye con la carga aplicada en el eje y, a su vez, cuando el huelgo es más pequeño,

mayor es la presión de sustentación lográndose ası́ el equilibrio [1, 15].

Simultáneamente en la región divergente, es decir donde las superficies del eje y la carcasa se

separan luego de haber alcanzado una distancia mı́nima, se produce una zona de depresión. Cuando

la depresión es tal que la presión cae por debajo del umbral dado por la presión de vapor del

lubricante se generan burbujas de vapor, dando lugar al fenómeno de cavitación por vaporización.

Debido a esto, las burbujas de vapor colapsan al alcanzar zonas de mayor presión produciendo

tensiones, temperaturas y velocidades altas y repentinas que afectan las superficies internas del

cojinete [16]. Existen otros mecanismos de cavitación como la presencia de moléculas de gas

disuelto en el fluido o de microburbujas de gas (principalmente aire) que se encuentran presentes

en el lubricante que dan lugar a la cavitación gaseosa y a la pseudo-cavitación respectivamente.
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Respecto a lo indicado, todos los estudios numéricos y experimentales confirman la presencia de

cavitación en la zona divergente de los cojinetes hidrodinámicos [16].

La cavitación impone un problema único para muchas aplicaciones donde las partes mecánicas

sólidas interactúan dinámicamente con lı́quidos. Respecto a los cojinetes utilizados en la industria

automotriz, por ejemplo, la formación e implosión de cavidades de vapor, en el caso de ocurrir cer-

ca de la superficies sólidas, puede resultar en el daño de dichas superficies [5, 17]. En operación,

las caracterı́sticas de las superficies internas de un cojinete son crı́ticas para el efectivo funcio-

namiento del sistema y por lo tanto los daños producidos por eventos de cavitación repetidos en

el tiempo pueden afectar o detener la operación del sistema. Por otro lado, la cavitación otorga

un particular y fundamental beneficio en la estabilidad de la posición de equilibrio del eje rotante

dentro de la carcasa [18].

En la actualidad no se dispone de metodologı́as para detectar y cuantificar el grado de severi-

dad de la cavitación en un cojinete hidrodinámico de maquinaria en operación, lo que resulta en

la incapacidad para generar datos en tiempo real que permitan obtener información de utilidad in-

dicando cuando (en términos de condiciones de operación: temperatura, velocidades, cargas, etc)

se presenta la cavitación. En su lugar, los métodos actuales se limitan a examinar los cojinetes en

estudios de fin de ciclo experimental o de fin de vida útil con el objetivo de determinar los daños

asociados a la cavitación. Estos estudios solamente se pueden llevar a cabo recurriendo al desen-

samblado de los cojinetes. La duración de los ciclos de testeo presentados implica un desafı́o en los

esfuerzos de la industria en el desarrollo de nuevos lubricantes que mitiguen la potencialidad de un

aceite para producir cavitación, ası́ como de nuevas geometrı́as que permitan un funcionamiento

más estable [16].

El estudio de la cavitación se ha abordado tradicionalmente mediante el uso de aproximaciones

de las ecuaciones de Navier-Stokes [19], desde donde se puede arribar a la ecuación de Reynolds

muy comúnmente utilizada para los flujos de lubricación [20]. En el caso de cojinetes hidro-

dinámicos, es conocido que pueden obtenerse dos soluciones analı́ticas extremas de la ecuación

de Reynolds, una considerando el cojinete de largo infinito, llamada comúnmente “solución de

Sommerfeld” [21], y otra considerando el cojinete de largo infinitamente corto, llamada “solución

de Ocvirk” [22]. Ambas expresiones predicen zonas de presiones negativas, con lo cual, una vez

realizado el cálculo es necesario utilizar hipótesis posteriores para el uso práctico. Comúnmente,

se utilizan las soluciones analı́ticas considerando las zonas de presión negativa, zonas cavitadas,

como de presión nula mediante la llamada “condición de Gümbel” [15, 23]. Los citados enfo-

ques corresponden ya a la teorı́a clásica [1, 3]. Hoy en dı́a se cuenta con metodologı́as basadas

en el modelo numérico de Elrod-Adams [12, 24] y en la solución directa de las ecuaciones de
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Navier-Stokes con la capacidad de computar presiones, velocidades, transferencia de masa y dis-

tribución de fases en el caso de cojinetes de longitud real [15, 25, 26]. Dentro de las hipótesis

utilizadas en la teorı́a de lubricación de Reynolds se encuentra la existencia de superficies suaves

en el muñón y en la carcasa, y la hipótesis de Stokes respecto del término de aceleración convecti-

va de Navier-Stokes que lleva a no tener en cuenta efectos inerciales. Estas limitaciones implican

que la ecuación de Reynolds es de aplicación parcial en el caso del uso de texturas o cavidades en

las superficies internas del cojinete [27].

Uno de los temas de investigación en el campo de la lubricación hidrodinámica es el análisis

de la reducción de la fricción y la mejora de la capacidad de carga a velocidades de rotación cada

vez más bajas y en geometrı́as más pequeñas que las de los cojinetes utilizados en la actualidad

[27–30]. En este contexto, es aceptado generalmente que el uso de texturas superficiales mejora el

rendimiento de la pelı́cula lubricante [31]. El uso de texturas superficiales consiste en introducir

cavidades bien definidas e intencionadas en las superficies del cojinete, ya sea en la carcasa o en el

eje giratorio [32, 33]. Esto marca una diferencia notable respecto a la rugosidad superficial que se

considera normalmente aleatoria y difı́cil de caracterizar con precisión. Las texturas corresponden

a la alteración de las superficies por medio de oquedades milimétricas o micrométricas de forma

esférica o cilı́ndrica o prismas de distintas bases tales como cuadrados o triángulos. En cuanto

a las cavidades, éstas se materializan mediante escalones o canales en alguna de las superficies

del cojinete [27, 34]. El mecanismo por el cual las texturas y cavidades mejoran la estabilidad en

el funcionamiento dinámico de cojinetes está todavı́a en discusión. Al dı́a de hoy existen varias

interpretaciones al respecto como la cavitación en las oquedades, el efecto colectivo de estas fun-

cionando como pequeños cojinetes, la succión al ingreso de la zona deprimida y efectos inerciales

y de cuña. Por otra parte el diseño de estas modificaciones depende fuertemente de las condiciones

de funcionamiento y de la geometrı́a del cojinete [31].

Por su parte, la caracterización de la región cavitada para variaciones de superficie no suaves

puede ser inexacta si no se emplean los modelos adecuados. Ausas et al. [11] analizaron el impacto

del modelo de cavitación en el análisis de cojinetes hidrodinámicos texturizados. El objetivo de su

estudio era comparar los resultados obtenidos utilizando la condición de cavitación de Reynolds

(sin conservación de masa) con los del modelo p− θ propuesto por Elrod y Adams [24] (con con-

servación de masa). Su trabajo demostró que, si bien ambos métodos predicen campos de presión

similares para cojinetes lisos, la condición de Reynolds tiende a sobreestimar los valores de pre-

sión cuando hay texturas. Esto se debe a una caracterización inexacta de la región de cavitación por

parte de este modelo dentro del área texturizada. En consecuencia, Ausas et al. [11] concluyeron

que el uso de un modelo conservativo en masa es crucial cuando se analizan cojinetes texturizados.
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Sin embargo, los efectos térmicos generalmente no son tenidos en cuenta a la hora de evaluar el

comportamiento de la pelı́cula lubricante en presencia de texturas superficiales. A su vez, el uso de

superficies microtexturizadas (< 100 µm de tamaño) requiere de discretizaciones numéricas con

refinamientos capaces de captar estas geometrı́as. El alto costo computacional de estos casos en

dominios de pelı́cula delgada justifica el desarrollo de modelos simplificados y la implementación

de métodos especı́ficos, como el Método de Áreas Finitas (FAM) [35], que permitan capturar la

fı́sica bifásica (lı́quido-vapor).

En cuanto a la simulación dinámica, es decir la evaluación de la evolución del eje desde su

condición de reposo hasta la de equilibrio o bien su respuesta a cargas variables en el tiempo,

ésta se basa generalmente en el uso de sistemas linealizados caracterizados por coeficientes hidro-

dinámicos, que ya son conocidos para los casos analı́ticos mencionados. Estos conceptos son parte

de la teorı́a clásica y se encuentran en los libros de texto [1, 3]. Últimamente se han desarrollado

soluciones teóricas para cojinetes de largo finito. Particularmente, las soluciones obtenidas por

Merelli et al. [36, 37] son válidas y precisas en prácticamente todo el rango de uso en ingenierı́a

y permiten ya una transferencia directa del conocimiento para uso en el dimensionamiento. El

análisis dinámico de cojinetes en condiciones reales requiere también contemplar la presencia de

ejes no alineados para la carcasa y el muñón [34, 38].

Por otro lado, en el análisis dinámico la contribución del cojinete trasciende la de un sim-

ple apoyo. La pelı́cula lubricante introduce coeficientes dinámicos de rigidez y amortiguamiento

que se acoplan directamente con la dinámica del eje, influyendo de manera crı́tica en su compor-

tamiento estable e inestable [39]. El análisis de vibraciones en sistemas rotatorios es un factor

determinante en el diseño de componentes de máquinas, especialmente en ejes soportados por

cojinetes hidrodinámicos [1, 3, 5]. De hecho, se ha demostrado que la interacción rotor-cojinete

puede generar vibraciones de una magnitud muy superior a la esperada para el eje por sı́ solo [40].

Este acoplamiento es especialmente problemático bajo condiciones de alta velocidad de rotación y

baja carga externa, donde pueden surgir inestabilidades que comprometen la integridad del sistema

[41].

Al analizar el comportamiento dinámico del rotor, la respuesta vibratoria sincrónica (1x), aso-

ciada a la elasticidad del rotor y máxima en cercanı́as de la frecuencia natural (ωn), coexiste

con fenómenos de inestabilidad subsincrónica originados en la pelı́cula lubricante. El primero de

ellos, el oil whirl, se manifiesta como una precesión inestable del centro del eje (≈ 0.5x) debido

a la pérdida de capacidad portante en condiciones de baja solicitación; sin embargo, cuando esta

velocidad de precesión alcanza la frecuencia de resonancia (0.5 ωb = ωn), el sistema entra en una

fase de oil whip. En este régimen, la frecuencia de vibración se bloquea cerca del valor de ωn inde-
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pendientemente del aumento de la velocidad de rotación, resultando en niveles vibratorios severos

que comprometen la vida útil del rotor [9, 42]. En este contexto, el uso de texturas superficiales

en la carcasa o el rotor surge como una estrategia de mitigación y estudio actual; no obstante, el

empleo de ejes texturados introduce perturbaciones cı́clicas en la fuerza hidrodinámica al transitar

las cavidades por el huelgo mı́nimo, produciendo un fenómeno de excitación, cuyo estudio aún no

ha sido explorado en profundidad en la literatura técnica.

1.2. Objetivos

La presente propuesta de tesis tiene como objetivo general el modelado y el desarrollo de

técnicas que permitan realizar de forma rápida, eficiente y confiable el estudio de cojinetes hidro-

dinámicos texturados teniendo en cuenta la evolución del eje rotante bajo sustentación del fluido

lubricante y la presencia de dos fases fluidas en el huelgo entre la carcasa y el muñón contemplan-

do el fenómeno de cavitación. Las dos fases presentes corresponden al aceite lubricante, tanto en

forma lı́quida como vaporosa, debido a la cavitación inducida en las regiones de baja presión en

la sección divergente del huelgo entre el eje y la carcasa.

Como objetivos especı́ficos se tienen el desarrollo de métodos numéricos para el tratamiento

de la mecánica de los fluidos y la dinámica de mecanismos, la generación de un código de simula-

ción para cojinetes cavitados y su aplicación en cojinetes con superficies texturadas, ası́ como un

código capaz de incorporar la dinámica del rotor elástico. En paralelo, se busca modelar otras ca-

racterı́sticas inherentes a los cojinetes hidrodinámicos como es el cálculo de la fricción, los efectos

térmicos o el contacto entre superficies.

Para lograr estos objetivos, en primer lugar se hace uso de la técnica de Volumen de Fluido

incorporando la transferencia de masa entre fases y resolviendo en forma directa las ecuaciones de

Navier-Stokes y la dinámica de los sólidos involucrados. Las herramientas utilizadas correspon-

den a la suite de Mecánica Computacional del Continuo OpenFOAM®[43] y el software SAM-

CEF Field ®[44] para problemas de dinámica de cuerpos elásticos. Posteriormente, se propone

una formulación simplificada basada en una adaptación de la ecuación de Reynolds para pelı́culas

delgadas, acoplada a un modelo de cavitación, con el fin de obtener una herramienta de diseño

de alta fidelidad y bajo costo computacional. Mediante el uso del Método de Áreas Finitas [35],

esta herramienta es finalmente implementada en la plataforma OpenFOAM®. Los resultados son

validados mediante referencias de la literatura ası́ como con resultados obtenidos de la experimen-

tación en un banco de cojinetes.
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1.3. Antecedentes y estado del arte

La tribologı́a es la rama de la ciencia que desarrolla teorı́as y tecnologı́as para mejorar la

funcionalidad, eficiencia y durabilidad de las superficies en contacto y con movimiento relativo.

Etimológicamente, proviene del griego tribos (“frotar” o “rozar”) y logia (“estudio” o “ciencia”).

Por lo tanto, en otras palabras, es la ciencia que estudia la fricción entre dos superficies [45]. En

1978, se estimó que más de cuatro millones de Tera-Joules se perdieron en los Estados Unidos

debido a la fricción y al desgaste. Esta cantidad es equivalente a lo que gasta la ciudad de New

York en un año entero [46]. Según datos presentados por Holmberg y Erdemir en 2017 [47], cerca

del 23 % del consumo total de energı́a en el mundo se origina en contactos tribológicos. De este

porcentaje, el 20 % se utiliza exclusivamente para vencer la fricción y el 3 % restante se destina

a la reparación de las piezas desgastadas. Estos problemas no están confinados únicamente a las

máquinas, también influyen profundamente en otros aspectos de la vida. El funcionamiento de las

articulaciones de los animales es claramente una situación tribológica [45].

La zona donde se produce el movimiento relativo se denomina interfaz tribológica. Este sis-

tema comprende generalmente dos cuerpos sólidos cuya interacción puede estar mediada, o no,

por un lubricante en fase lı́quida, sólida, gaseosa o una combinación de estas [48]. Las áreas de

contacto en un sistema tribológico se clasifican según su grado de conformidad geométrica. Las

superficies no-conformes presentan un contacto localizado en áreas extremadamente pequeñas, lo

que deriva en altas presiones; este comportamiento es caracterı́stico en engranajes, rodamientos

y levas. Por el contrario, en las superficies conformes, los cuerpos encajan entre sı́ distribuyendo

la carga en un área significativamente mayor, como ocurre en cojinetes de deslizamiento (eje-

casquillo) y en el par pistón-camisa [3].

Algunos investigadores sugieren que los primeros sistemas tribológicos comenzaron en la edad

de piedra, con algunos elementos rodantes fabricados en hueso. El uso de lubricantes fue reportado

alrededor del 2500 - 3000 AC cuando las pirámides fueron construidas. Durante las primeras

civilizaciones el conocimiento empı́rico sobre la fricción y los mecanismos que involucra fueron

gradualmente acumulándose y contribuyendo en las actividades diarias de los humanos. Durante

la edad media, la presencia de cada vez más mecanismos móviles (como molinos de viento y de

agua, armas de asedio, carretillas, entre otros), requirió de mejorar las tecnologı́as existentes y

disminuir los esfuerzos necesarios para producir las tareas. Algunos de los pioneros en el estudio

de la fricción fueron: Leonardo da Vinci (1452-1519), Francis Bacon (1561-1626), Galileo Galilei

(1564-1642), Isaac Newton (1642-1727), entre otros [48].

El entendimiento de la lubricación hidrodinámica comienza en los 1883 con el experimento

de Petroff [49] donde realizó la medición de fricción en dos superficies rotantes concéntricas. Por
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otro lado, el experimento de Tower [50] realizado en 1885 muestró la existencia de una pelı́cula

lubricante mediante la medición de las presiones generadas. Posteriormente, Reynolds [20] fue

capaz de describir de forma matemática el comportamiento de la pelı́cula de lubricante mediante

la denominada “Ecuación de Reynolds”. Estas investigaciones tienen en común el hecho de haber

analizado el comportamiento del fluido presente entre ambas superficies más allá de la interacción

mecánica entre ellas [51]. Por su parte, la interacción entre las superficies puede ser categorizada

en función de la geometrı́a, del tipo de movimiento relativo, del medio lubricante utilizado o, como

se describe a continuación, en función del estado de la pelı́cula lubricante [48].

1.3.1. Regı́menes de lubricación

La lubricación tiene como objetivo primordial la mitigación del desgaste y la reducción de las

pérdidas energéticas por fricción mediante la interposición de un medio fluido. El comportamiento

de la interfaz tribológica se ve profundamente alterado por las condiciones operativas y es repre-

sentado clásicamente mediante la Curva de Stribeck (Fig. 1.2). En esta gráfica, se esquematiza

la variación del coeficiente de fricción (fr) en función del parámetro de Hersey (µN/Pc) [48],

permitiendo distinguir tres regı́menes de funcionamiento claramente diferenciados:

Lubricación hidrodinámica (HL): También denominada ”lubricación de pelı́cula comple-

ta”, se caracteriza por la existencia de una capa de fluido con un espesor suficiente para

prevenir cualquier contacto entre las asperezas de las superficies sólidas. La presión nece-

saria para soportar la carga se genera de forma pasiva mediante el arrastre del fluido hacia

una zona convergente o cuneiforme a una velocidad tal que se produce una sustentación

hidrodinámica. En este régimen, la fricción depende exclusivamente de la viscosidad del

lubricante y del cizallamiento interno del fluido.

Lubricación Mixta (ML): En este estado, el espesor de la pelı́cula lubricante es compa-

rable a la rugosidad superficial de los sólidos. Como consecuencia, la carga aplicada es

soportada parcialmente por la presión del fluido y parcialmente por el contacto directo entre

las asperezas. Este régimen representa una zona de transición crı́tica donde el coeficiente de

fricción comienza a aumentar a medida que disminuye la velocidad o aumenta la carga.

Lubricación lı́mite (BL) y contacto seco: Cuando la pelı́cula de fluido se reduce a escalas

nanométricas, su capacidad para separar las superficies se vuelve nula, resultando en un

contacto sólido-sólido predominante. Este comportamiento puede derivar de velocidades

de giro extremadamente bajas, cargas excesivas o una degradación térmica que reduzca

drásticamente la viscosidad. En este punto, la integridad de las superficies depende más de
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Figura 1.2: Coeficiente de fricción en función del régimen de lubricación.

las propiedades fı́sico-quı́micas de los materiales y de los aditivos del lubricante que de la

hidrodinámica del sistema.

A estos tres comportamientos básicos de la lubricación pueden añadirse diversas variantes y

especializaciones que dependen de la naturaleza del fluido, la severidad de las condiciones ope-

rativas y la complejidad geométrica del sistema. La Fig. 1.3 [48] ilustra cómo el coeficiente de

fricción se comporta frente a estas condiciones particulares:

Lubricación termo-hidrodinámica (THD): Se presenta cuando los gradientes térmicos

en la pelı́cula de fluido afectan significativamente las propiedades locales del lubricante

(especialmente la viscosidad), requiriendo la resolución simultánea del balance de energı́a.

Lubricación hidrostática: En este régimen, la presión necesaria para separar las superficies

no se genera por el movimiento relativo (efecto cuña), sino mediante una fuente de bombeo

externa que inyecta el fluido a alta presión.

Lubricación elasto-hidrodinámica (EHL/EHD): Caracterı́stica de contactos no-conformes

(como engranajes o rodamientos), donde las presiones son tan elevadas que producen una

deformación elástica apreciable de las superficies sólidas.

Lubricación termo-elasto-hidrodinámica (TEHD): Representa el nivel más completo de

modelado clásico, integrando simultáneamente las deformaciones elásticas de los sólidos y

los efectos térmicos en el fluido.

Lubricación sólida: Empleada en condiciones donde los lı́quidos no pueden subsistir (altas

temperaturas o vacı́o). Se basa en materiales con estructuras cristalinas laminares, como el

grafito o el disulfuro de molibdeno (MoS2), que presentan bajas tensiones de corte entre sus

planos atómicos.
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Figura 1.3: Coeficiente de fricción en función de los tipos de lubricación.

Lubricación gaseosa: Utiliza gases como medio separador. Si bien para números de Mach

bajos el comportamiento es análogo al de los lı́quidos, su baja viscosidad exige tolerancias

de fabricación extremadamente estrictas (huelgos menores a 0.025 µm) y una alineación

casi perfecta, ofreciendo a cambio una estabilidad térmica excepcional.

Lubricación magnética: Se basa en la levitación o suspensión mediante campos electro-

magnéticos, eliminando el contacto fı́sico y la necesidad de un fluido viscoso. Su aplicación

en sistemas de transporte de alta velocidad, como los trenes MAGLEV, demuestra el poten-

cial de esta tecnologı́a para minimizar pérdidas por fricción.

1.3.2. Lubricantes

La selección del lubricante es una etapa crı́tica que debe responder a las demandas operativas

del mecanismo. En condiciones de alta velocidad, el calor generado por el cizallamiento viscoso

puede provocar la degradación térmica del fluido y una caı́da drástica de la viscosidad, compro-

metiendo el espesor de la pelı́cula y favoreciendo el contacto sólido-sólido. Por tanto, el lubricante

debe poseer una alta capacidad de transferencia de calor para evacuar la energı́a térmica hacia

el exterior del sistema [23]. Por el contrario, en aplicaciones con cargas elevadas, el fluido debe

presentar una consistencia tal que garantice su permanencia en la interfase sin ser expulsado por

la presión de contacto [5].

La Fig. 1.4 resume los tipos de lubricantes empleados habitualmente en función de estas va-

riables operativas [48]. En el extremo de bajas velocidades y altas cargas predominan las grasas y

lubricantes sólidos, mientras que para altas velocidades y bajas cargas se opta por lubricantes ga-

seosos debido a su baja fricción interna. Los aceites lı́quidos ocupan el espectro intermedio, siendo

los más versátiles para aplicaciones industriales y automotrices [3, 48]. La capa lubricante puede

presentarse en estado lı́quido, sólido o gaseoso, siendo la viscosidad el parámetro más relevante en



1.3. ANTECEDENTES Y ESTADO DEL ARTE 11

Figura 1.4: Efecto de la velocidad y de la carga en la selección del lubricante.

Fluido Viscosidad [mPa·s] o [cP]
Aire 0.018
Agua 1.002
Aceite SAE 10 50 - 100
Aceite SAE 30 150 - 200
Aceite SAE 50 400 - 500
Glicerina 1490
Miel 2000 - 10000

Tabla 1.1: Viscosidad dinámica tı́pica de diversos fluidos a 20◦C.

los lubricantes lı́quidos. Esta propiedad se define cualitativamente como la resistencia interna que

presenta un fluido a fluir o a ser deformado por esfuerzos de corte. Como se observa en la Tabla

1.1, los lubricantes lı́quidos utilizados en cojinetes (generalmente aceites con grados SAE) poseen

viscosidades entre dos y tres órdenes de magnitud superiores a la del agua. Esta mayor viscosidad

es precisamente la que permite generar las presiones de sustentación necesarias en el huelgo del

cojinete sin que el fluido sea expulsado fácilmente de la interfaz. Por otro lado, la comparación con

el aire resalta el desafı́o mencionado en la sección de lubricación gaseosa: al ser la viscosidad del

aire tan baja, la capacidad de carga es mı́nima a menos que las velocidades sean extremadamente

altas o los huelgos extremadamente reducidos [4].

Para formalizar este concepto, considérese el fluido contenido entre dos placas planas para-

lelas separadas una distancia h (Fig. 1.5), donde la placa superior se desplaza con una velocidad

constante U mientras la inferior permanece estática. Debido a la interacción molecular en las in-

terfases, el fluido adopta un perfil de velocidades lineal donde la capa en contacto con la superficie

móvil adquiere su misma velocidad, mientras que la capa adyacente a la superficie fija perma-

nece en reposo. Esta hipótesis fundamental se denomina condición de no deslizamiento (no-slip

condition) [19].

Bajo este esquema de flujo, conocido como flujo de Couette, el esfuerzo de corte τ es propor-

cional al gradiente de velocidad γ̇. En fluidos denominados newtonianos, la constante de propor-

cionalidad es precisamente la viscosidad dinámica µ:

τ = µ
∂u

∂z
= µγ̇ (1.1)
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Figura 1.5: Esquema del comportamiento de un fluido newtoniano.

En el Sistema Internacional de Unidades, la viscosidad se mide en Pascal-segundo (Pa·s), cuya

equivalencia con el centipoise (cP) es la siguiente:

1 Pa · s = 1000 cP

Por otro lado, esta viscosidad exhibe una dependencia significativa con la temperatura, de-

creciendo de forma exponencial ante incrementos térmicos. Esta sensibilidad es tal que cualquier

reporte de viscosidad carece de validez técnica si no se indica la temperatura de medición [3].

Dado que esta variación no es lineal, se han desarrollado diversos modelos empı́ricos para carac-

terizarla. La ecuación de Ubbelohde-Walther [52] es ampliamente aceptada y constituye la base

de cálculo en normativas internacionales como ISO, ASME y DIN:

log log(µ+ c) = a− b log(T ) (1.2)

donde µ representa la viscosidad dinámica, mientras que a, b y c son constantes intrı́nsecas del lu-

bricante y T es la temperatura absoluta en Kelvin [48]. Alternativamente, en simulaciones numéri-

cas donde se requiere una evaluación rápida de la viscosidad dinámica µ a una temperatura T , se

utiliza con frecuencia la Ecuación de Vogel [53]:

µ = µ0e
−
T − T0
β (1.3)

donde µ0 es la viscosidad a la temperatura de referencia T0 y β es el coeficiente de sensibilidad

térmica del lubricante. Este modelo es particularmente útil en el marco de esta tesis para acoplar

los efectos térmicos con la resolución de las presiones en el cojinete.

1.3.3. Cojinetes hidrodinámicos

Los cojinetes son elementos de máquina diseñados para permitir el movimiento relativo entre

dos superficies sólidas, minimizando la fricción y el desgaste [3, 5]. Estos componentes pueden
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clasificarse bajo diversos criterios:

Según la dirección de la carga: Se distinguen los cojinetes radiales, que soportan cargas

perpendiculares al eje de rotación, y los axiales (o de empuje), diseñados para cargas apli-

cadas en la dirección del eje.

Según su geometrı́a: Pueden ser de geometrı́a fija, como los cojinetes de casquillos cilı́ndri-

cos, de lóbulos o de geometrı́a variable, como los cojinetes de zapatas pivotantes (tilting-

pad).

Según su principio de funcionamiento: Se dividen en cojinetes de elementos rodantes

(que utilizan rodillos, agujas o bolillas), de deslizamiento seco (bujes donde predomina el

contacto directo) e hidrodinámicos de pelı́cula completa, donde la sustentación se basa en

un lubricante capaz de separar ı́ntegramente las superficies.

Los cojinetes de elementos rodantes son comúnmente utilizados en aplicaciones de baja velo-

cidad con elevadas cargas y en sistemas que requieren una alta precisión en la posición radial del

eje [5, 6]. En un sistema correctamente diseñado, el desgaste es mı́nimo durante su ciclo de vida,

siendo la fatiga superficial de los elementos rodantes el principal mecanismo de falla. Por otro

lado, los cojinetes hidrodinámicos de pelı́cula gruesa ofrecen la ventaja de no presentar desgaste

apreciable durante su régimen de operación nominal, ya que se evita casi por completo el contacto

metal-metal.

No obstante, esta condición ideal presenta excepciones crı́ticas durante los perı́odos transito-

rios de arranque (start-up) y parada (shut-down) [5, 54]. En estas instancias, la baja velocidad de

rotación es insuficiente para generar la cuña hidrodinámica necesaria, provocando una caı́da de la

presión en la pelı́cula y conduciendo al contacto de las superficies bajo regı́menes de lubricación

mixta o lı́mite, como se observa en la Fig. 1.2. Es en estas fases donde el uso de materiales con

bajo coeficiente de fricción o el estudio de texturas superficiales cobra especial relevancia para

garantizar la integridad de las superficies internas [27, 54].

La capacidad de carga y la estabilidad de un cojinete hidrodinámico dependen de su diseño

geométrico, siendo la relación entre su longitud axial y su diámetro (L/D) uno de los parámetros

más influyentes. En el diseño de máquinas moderno, existe una marcada tendencia hacia el uso de

cojinetes cortos, con relaciones L/D inferiores a 0.5, debido a que facilitan la evacuación de calor

y presentan una mayor tolerancia a las desalineaciones del eje. Por el contrario, los cojinetes largos,

con relaciones superiores a 2, permiten alcanzar capacidades de carga elevadas al minimizar el

flujo lateral de lubricante, aunque su uso ha disminuido debido al costo que conlleva incrementar

mayor cantidad de material en la superficie de apoyo. La Tabla 1.2 [37] resume algunas de las
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relaciones utilizadas a nivel industrial, donde la mayorı́a se sitúan en un rango intermedio con un

flujo circunferencial como axial significativos, lo que exige modelos numéricos que superen las

simplificaciones de las soluciones analı́ticas clásicas.

Aplicación L/D
Turbogeneradores 0.8 - 1.5

Motores a gasolina y diesel 0.3 - 0.8
Generadores y motores eléctricos 1.2 - 2.0

Máquinas herramienta 2.0 - 4.0
Ferrocarriles 1.2 - 1.8

Tabla 1.2: Valores de la relación L/D para diferentes aplicaciones [37].

1.3.4. Evolución del modelado numérico de cojinetes hidrodinámicos

A pesar de que el principio de funcionamiento de los cojinetes hidrodinámicos se basa en leyes

fı́sicas bien establecidas desde finales del siglo XIX, la complejidad de los casos de estudio que se

busca abordar actualmente ha generado la necesidad de técnicas más sofisticadas para su análisis.

La transición desde las soluciones analı́ticas simplificadas hacia los métodos computacionales

modernos no solo ha buscado una mayor precisión en la predicción de la capacidad portante,

sino también una comprensión profunda de fenómenos transitorios, tales como las inestabilidades

dinámicas y los cambios de fase del lubricante.

Existe una vasta literatura dedicada a identificar las condiciones bajo las cuales se manifiesta la

cavitación y las regiones en las que se produce. Desde una perspectiva matemática, la búsqueda de

soluciones ha dado lugar a diversos algoritmos predictivos. Gümbel [55] propuso la primera apro-

ximación, conocida como solución de Half-Sommerfeld, que simplemente establece un umbral de

presión mı́nima igual a la presión de saturación. Posteriormente, Swift [56] y Stieber [57] formula-

ron condiciones de contorno que intentaban subsanar la falta de conservación de masa del modelo

de Gümbel. Sin embargo, se ha demostrado que estas condiciones (Swift-Stieber, o también lla-

madas “condiciones de Reynolds”) son insuficientes para predecir la regeneración de la pelı́cula

de fluido y no ofrecen resultados satisfactorios bajo cargas dinámicas [17]. Como respuesta a estas

limitaciones, el modelo de Elrod-Adams [58], o formulación p − θ, introdujo el cumplimiento

estricto de la conservación de masa, aunque suele presentar inestabilidades numéricas en casos

dinámicos [11]. Otras evoluciones de este algoritmo, como las propuestas por Vijayaraghavan

et al. [59], permiten predecir automáticamente la ruptura y regeneración de la pelı́cula. Zuber y

Dougherty [60] propusieron un modelo bifásico de la ecuación de Reynolds mediante la integra-

ción a través del espesor de la pelı́cula de fluido, incorporando un término fuente para considerar

la transferencia de masa entre los estados lı́quido y vapor. Sin embargo, este modelo asume que

el fluido primario es un gas ideal con gotas de lı́quido suspendidas, omitiendo las variaciones de
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viscosidad y el impacto de la velocidad relativa entre fases.

Para abordar casos donde el lubricante coexiste con pequeñas burbujas, Natsumeda y Someya

[61] propusieron el uso de la ecuación de Rayleigh-Plesset. Esta lı́nea de investigación sobre el

fenómeno de cambio de fase ha sido profundizada por diversos autores mediante modelos como

los de Kunz [62], Merkle [63] o Schnerr-Sauer [64]. No obstante, la implementación de estos

esquemas depende fuertemente de parámetros empı́ricos que requieren una configuración indi-

vidual para cada caso de estudio [25, 65, 66]. Riedel [25, 67] analizó la sensibilidad de estos

modelos en cojinetes con un orificio de alimentación, concluyendo que la densidad inicial de mi-

cronúcleos de cavitación y su tamaño original son parámetros determinantes en la distribución de

presiones. Por su parte, Concli [15] utilizó el modelo de Schnerr-Sauer disponible en la biblioteca

de OpenFOAM® para comparar resultados con los datos experimentales históricos de Jakobsson

[68]. Sus hallazgos revelaron dificultades para capturar correctamente el punto de salida de la

región de cavitación, una discrepancia atribuida a una dinámica de cavitación insuficientemente

desarrollada que no logra estabilizarse. Snyder et al. [7] propusieron el acoplamiento entre la ecua-

ción de Reynolds y la de Rayleigh-Plesset vinculando la presión con el radio de la burbuja (modelo

p − R). Jaramillo et al. [69] compararon este acoplamiento con el modelo de Elrod-Adams, re-

portando una severa inestabilidad numérica originada en el término de la derivada temporal de la

densidad (∂ρ/∂t). Este trabajo analizó por primera vez el orden de convergencia, señalando la falta

de conservación de masa en el modelo p−R debido a la discretización empleada. Diversos auto-

res, incluidos Ausas [11], Riedel [25] y Snyder [7], han coincidido en señalar que estos problemas

de estabilidad están intrı́nsecamente ligados a la formulación de las ecuaciones de gobierno y su

tratamiento temporal.

Los estudios relacionados con el análisis de superficies texturadas se remontan a 1966, cuando

Hamilton [70] concluyó que la presencia de cavidades en la superficie influı́a significativamente

en el comportamiento de la pelı́cula lubricante entre superficies paralelas y, en consecuencia, en la

capacidad de carga del sistema. Sin embargo, la presencia de texturas introduce cambios abruptos

en la geometrı́a que pueden no estar debidamente tenidos en cuenta en la ecuación de Reynolds, lo

que podrı́a dar lugar a una representación incorrecta del comportamiento del fluido. Para analizar

la validez de la aplicación, Sahlin et al. [71] comparó las diferencias entre utilizar un enfoque

simplificado, como el que propone la ecuación de Reynolds, y un método de dinámica de flui-

dos computacional que no utilice simplificaciones. De este estudio, se reportó que para elevados

números de Reynolds, los efectos inerciales se vuelven dominantes cuando se generan vórtices

dentro de la textura, lo que aumenta la capacidad de carga. Estos vórtices no se producen en flujos

con números de Reynolds bajos (Re < 140), como los tı́picos de los cojinetes hidrodinámicos.
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El impacto del modelo de cavitación en el análisis de cojinetes hidrodinámicos texturados

fue analizado exhaustivamente por Ausas et al. [11]. El propósito de su estudio fue comparar los

resultados obtenidos mediante la condición de cavitación de Reynolds (no conservativa en masa)

frente al modelo p − θ propuesto por Elrod y Adams [24] (conservativo en masa). Su trabajo

demostró que, si bien ambos métodos predicen campos de presión similares para cojinetes lisos,

la condición de Reynolds tiende a sobreestimar los valores de presión cuando existen texturas.

Esta discrepancia se debe a una caracterización inexacta de la región de cavitación dentro de

las oquedades por parte del modelo no conservativo. En consecuencia, Ausas concluyó que el

empleo de un modelo con conservación estricta de la masa es crucial para el análisis de superficies

texturadas.

En particular, los cojinetes hidrodinámicos presentan una geometrı́a de lubricante convergente-

divergente que complejizan el escenario analı́tico y plantea desafı́os adicionales en la caracteriza-

ción de las texturas. Tala-Ighil et al. [72] empleó el Método de Elementos Finitos para analizar los

efectos de superficies texturadas en estado estacionario, utilizando la ecuación de Reynolds con su

condición de cavitación asociada. En dicha investigación, se evaluó numéricamente la influencia

del tamaño, distribución y cantidad de cavidades sobre la presión máxima, el espesor de pelı́cula

mı́nimo, el caudal de fuga y la fricción. Posteriormente, este análisis se extendió para contemplar

los efectos de la temperatura sobre estos parámetros [8], estimando una temperatura efectiva del

lubricante a partir de un balance de flujos en el dominio. A partir de estos estudios, se concluyó

que la aplicación de texturas en la totalidad del dominio no siempre resulta en la estrategia más

eficaz para mejorar el desempeño del cojinete. Dependiendo de la velocidad de operación, pue-

de ser más apropiado localizar las texturas exclusivamente en las regiones cercanas al espesor de

pelı́cula mı́nimo para optimizar la sustentación y reducir las pérdidas. Estos estudios no utilizan un

modelo conservativo en masa aún cuando la bibliografı́a disponible indican la necesidad de ellos

en el análisis de texturados superficiales [11].

Profito et al. [73] llevó a cabo una investigación combinada, numérica y experimental, para

analizar los mecanismos de reducción de fricción en cojinetes texturados. Validó un modelo de lu-

bricación hidrodinámica con efectos térmicos globales mediante datos experimentales de carcasas

grabadas con láser. El estudio reveló que la disminución de la fricción es impulsada principalmente

por dos mecanismos microscópicos simultáneos: una reducción del esfuerzo cortante del lubrican-

te sobre las texturas y una caı́da de la viscosidad de la mezcla inducida por la cavitación dentro

de estas. Sus hallazgos sugieren que un diseño eficaz para cojinetes texturados debe equilibrar

dos funciones: aumentar la presión del fluido para soportar la carga y, simultáneamente, aprove-

char la reducción de la fricción derivada de menores esfuerzos de corte y viscosidad. Manser et
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al. [31, 74] presentaron un estudio numérico del campo de presiones para diferentes configura-

ciones de texturas en la superficie de la carcasa, utilizando el modelo de cavitación conservativo

Jakobsson-Floberg-Olsson (JFO). El modelo JFO garantiza la conservación de la masa en todo el

dominio de lubricación, incluidos la frontera de cavitación, suponiendo una presión uniforme de

las burbujas y la ausencia de transferencia de masa. En este trabajo, se analizó el comportamiento

del perfil de presiones empleando texturas cuadradas, cilı́ndricas y triangulares bajo condiciones

de desalineación del eje. El perfil de presiones reportado es suave, lo que contrasta notablemente

con los perfiles reportados por otros autores, donde cada cavidad genera una perturbación local

del campo de presiones [11, 75–77].

Filgueira Filho et al. [78] analizaron la posición de equilibrio de cojinetes con texturas ubi-

cadas en la superficie del rotor. Evaluaron cuatro tipos de patrones (chevron, diente de sierra,

hoyuelos oblongos y alineados) y compararon la excentricidad relativa obtenida bajo diferentes

condiciones de operación a través del número de Sommerfeld [5]. Este trabajo destaca particu-

larmente la diferencia observada al utilizar texturas tipo chevron según su orientación respecto al

movimiento del eje, ası́ como el notable incremento en el torque de fricción para el caso textura-

do en comparación con el liso. En una lı́nea similar, Dos Anjos et al. [33] realizaron un estudio

numérico de texturas tipo chevron en el rotor, analizando la influencia del tamaño y número de ca-

vidades a diferentes velocidades mediante la resolución de la ecuación de Reynolds con un modelo

de cavitación p− θ, aunque sin considerar el incremento de temperatura del lubricante.

Por su parte, a pesar de que se ha reportado la relevancia de la temperatura en el comporta-

miento de estos componentes, este factor suele ser pasado por alto. Dal et al. [79] reevaluaron

la influencia de parámetros macro-geométricos en el desempeño termohidrodinámico (THD), de-

mostrando que incluso en cojinetes lisos, los efectos térmicos pueden alterar significativamente

las predicciones de presión. Avances recientes en ingenierı́a de superficies han renovado el interés

en el control de la rugosidad y texturizado; por ejemplo, Tauviqirrahman et al. [80] investigaron

cómo las irregularidades superficiales pueden diseñarse para reducir niveles de ruido mediante

modelos de dinámica de fluidos computacional (CFD), aunque estos requieren un elevado número

de celdas y largos tiempos de cálculo.

Mehjardi et al. [81] estudiaron el efecto de la profundidad en texturas cúbicas, cilı́ndricas y

semielipsoidales en cojinetes lobulados, concluyendo que las texturas cúbicas en la zona de alta

presión son las más efectivas para aumentar la capacidad de carga y estabilidad, aunque bajo un en-

foque isotérmico y no conservativo. Del mismo modo, Kong et al. [82] analizaron la optimización

de la topologı́a de texturas con un modelo conservativo, hallando que el diseño óptimo depende

fuertemente de las condiciones de operación y que se requieren arreglos de texturas más densos
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a altas excentricidades. Las texturas diseñadas para aumentar la capacidad de carga a menudo lo

hacen a expensas de un incremento en la fricción [33]. Esta fricción genera calor, lo que reduce la

viscosidad del lubricante y, en consecuencia, puede disminuir o incluso revertir las mejoras de des-

empeño previstas. Por lo tanto, un estudio validado tanto frente a modelos CFD completos como

frente a datos experimentales recientes resulta necesario, representando actualmente una brecha

en la literatura especializada.

Finalmente, el estudio de la dinámica de ejes elásticos soportados por cojinetes hidrodinámi-

cos se centra en la capacidad de predecir las condiciones de operación bajo las cuales el sistema se

vuelve inestable, lo que podrı́a derivar en fallas catastróficas y roturas prematuras. Las inestabilida-

des asociadas a la interacción entre las velocidades crı́ticas del cojinete y las frecuencias naturales

del eje elástico fueron descritas detalladamente por Muszynska [9]. En su trabajo, propuso un

modelo matemático para un rotor simétrico apoyado en un cojinete rı́gido y otro hidrodinámico,

utilizando parámetros modales para representar el primer modo de flexión. Este modelo permite

identificar tanto las vibraciones sincrónicas por desbalanceo como las vibraciones auto-excitadas

conocidas como oil whirl y oil whip, definiendo además los umbrales de velocidad para la estabi-

lidad del sistema.

Con el objetivo de mejorar la fidelidad de estas simulaciones, diversos investigadores han de-

sarrollado modelos no lineales para el cálculo de la dinámica de los cojinetes. Birembaut [83]

presentó programas generales para el análisis de sistemas rotor-cojinete que utilizan el Método

de Elementos Finitos para el cálculo de la dinámica del para el eje y resuelven la ecuación de

Reynolds para los cojinetes. Mediante métodos de perturbación, este enfoque permitió estudiar la

influencia de las caracterı́sticas del cojinete sobre el umbral de estabilidad y la respuesta al des-

balanceo. El tratamiento del rotor como un elemento de viga flexible es la base sobre la que se

sustentan la mayorı́a de los códigos para cálculo de la dinámica de ejes soportados por cojinetes

[10, 84, 85]. Ma [42] estudió las conductas dinámicas no lineales causadas por la inestabilidad

de primer y segundo modo en rotores de alta velocidad con discos acoplados a partir de un mo-

delo de masas concentradas (Lumped Mass Model, LMM) que considera el efecto giroscópico,

acoplándolo a un modelo de fuerzas de pelı́cula de aceite basado en la hipótesis de cojinete cor-

to. Estos resultados fueron validados mediante el Método de Elementos Finitos, confirmando la

precisión del modelo de masas para predecir regı́menes crı́ticos.

La suficiencia de los modelos lineales para describir la respuesta sincrónica de rotores es cues-

tionada cuando aparecen fenómenos de inestabilidad precesional. En este sentido, de Castro [86]

destaca que, si bien los coeficientes de rigidez y amortiguamiento son adecuados para un amplio

espectro de situaciones, no bastan para caracterizar comportamientos complejos como el oil whirl
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y el oil whip. Su investigación valida una solución no lineal completa para simular estas ines-

tabilidades inducidas por el fluido durante los transitorios de aceleración y frenado. Mediante el

modelado de un rotor flexible con un disco central, el autor demuestra cómo la disposición del ro-

tor y el desbalanceo afectan los umbrales de estabilidad, validando sus resultados tanto en bancos

de ensayo horizontales como en plantas de energı́a verticales.

Complementariamente, Srivastava [87] analiza cómo la distribución de texturas superficiales

altera no solo el comportamiento estático, sino también la estabilidad dinámica del sistema. A

través de una investigación numérica que compara cojinetes lisos frente a diversas configuracio-

nes de texturizado parcial y total, el autor emplea el método de perturbaciones finitas para evaluar

los coeficientes dinámicos. Sus hallazgos subrayan que el posicionamiento estratégico de las tex-

turas, particularmente en la región cercana a la presión máxima, incrementa significativamente

la velocidad umbral de inestabilidad. Este estudio refuerza la idea de que la optimización de un

cojinete requiere un análisis integral que considere la ubicación de las texturas como una variable

crı́tica para mejorar la estabilidad del conjunto rotor-cojinete.

Tal como se mencionó, investigaciones más recientes han comenzado a desplazar el interés

desde el texturizado de la carcasa fija hacia el texturizado de la superficie rotante del muñón. En

estos casos, a diferencia de los casos donde la superficie texturada es la carcasa, la posición de las

texturas varı́a continuamente respecto al huelgo mı́nimo con la velocidad de giro del rotor. Esta

variación cı́clica de la geometrı́a provoca que el campo de presiones presente oscilaciones que se

repiten periódicamente con la frecuencia de giro multiplicada por la cantidad de texturas que hayan

en la periferia. Dichas perturbaciones tienen el potencial de modificar los umbrales de velocidad

en los que se manifiesta el oil whirl, invalidando en muchos casos las predicciones obtenidas bajo

la suposición de un eje rı́gido o una carcasa texturada estática. Hasta la fecha, el comportamiento

dinámico de ejes texturados y su interacción con la flexibilidad del rotor no han sido estudiados

en profundidad, lo que representa una brecha en el conocimiento que esta tesis pretende abordar

mediante el desarrollo de herramientas numéricas de alta eficiencia.

1.4. Estructura de la tesis

La presente tesis se organiza en capı́tulos que progresan desde los fundamentos teóricos y

la revisión del estado del arte hasta la implementación numérica y el análisis de resultados. La

estructura se detalla a continuación:

Capı́tulo 1: Introducción. Presenta la motivación del trabajo y el estado del arte del estudio

de cojinetes hidrodinámicos texturados. Se definen los objetivos generales y especı́ficos, ası́
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como las contribuciones originales de esta investigación.

Capı́tulo 2: Fundamentos de la lubricación hidrodinámica. En este capı́tulo se desa-

rrollan las ecuaciones de gobierno del flujo de lubricación, partiendo de las ecuaciones de

Navier-Stokes hasta arribar a la ecuación de Reynolds. Se presenta la formulación propuesta

para el cálculo de la pelı́cula lubricante considerando los efectos de un cambio de fase. Se

establecen las bases de los modelos de cavitación y las hipótesis necesarias para el trata-

miento de pelı́culas delgadas. Se describen las ecuaciones necesarias para el cálculo de los

efectos térmicos, el contacto y la dinámica del eje rı́gido.

Capı́tulo 3: Métodos numéricos e implementación. Fundamenta la metodologı́a seguida

para el desarrollo de la tesis. Se describe el Método de Volúmenes Finitos, los esquemas

de discretización convencionales y los esquemas de alta resolución utilizados para elevar

el grado de convergencia. Se describe el Método de Áreas Finitas (FAM) como alternativa

eficiente a los Volúmenes Finitos (FVM) tradicionales. Se describe la implementación en la

plataforma OpenFOAM® del modelo fı́sico propuesto.

Capı́tulo 4: Dinámica de ejes flexibles. Se aborda la teorı́a necesaria para integrar la res-

puesta estructural del rotor con las fuerzas hidrodinámicas. Se describen las matrices utili-

zadas y los métodos de acoplamiento para simular la interacción fluido-estructura en condi-

ciones transitorias.

Capı́tulo 5: Resultados y discusión. Se exponen las simulaciones realizadas y las valida-

ciones del código desarrollado frente a casos de referencia de la literatura. Se presenta un

análisis exhaustivo que abarca desde configuraciones clásicas de cojinetes lisos hasta esce-

narios complejos con carcasas y ejes texturados. Se presentan validaciones experimentales

realizadas en el banco de pruebas de cojinetes del Lab. de Mecánica de los Fluidos de la

UNPSJB. Se discute en detalle el impacto de las superficies texturadas en la distribución

de presiones, la generación de cavitación y la respuesta dinámica, evaluando cómo estas

modificaciones geométricas pueden optimizar el desempeño del sistema.

Capı́tulo 6: Conclusiones y trabajos futuros. Se sintetizan los hallazgos principales, eva-

luando el cumplimiento de los objetivos planteados y proponiendo nuevas lı́neas de investi-

gación.
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1.5. Contribuciones

Esta tesis proporciona un conjunto de herramientas computacionales que permiten resolver

de forma eficiente cojinetes hidrodinámicos texturados considerando los efectos de la cavitación,

la temperatura y la elasticidad del eje rotante. Todas las herramientas que se proponen cuentan

con su correspondiente validación contra resultados numéricos y/o experimentales disponibles en

la bibliografı́a. Los hallazgos derivados de esta tesis no solo mejoran la capacidad predictiva de

los modelos actuales, sino que también aportan un análisis sobre la estabilidad dinámica inducida

por el fluido bajo condiciones de operación complejas. A continuación, se describen de manera

detallada las principales contribuciones originales que constituyen el núcleo de este trabajo:

Se presenta una formulación novedosa basada en la dinámica de la burbuja que garantiza la

conservación estricta de la masa y la estabilidad numérica mediante un tratamiento especial

de la derivada temporal de la densidad de la mezcla. Este modelo supera las limitaciones

de propuestas clásicas al considerar variaciones de viscosidad y densidad en la mezcla de

forma independiente.

El trabajo aporta un modelo original para la cavitación gaseosa basado en la difusión de gas

del lı́quido al exterior. A diferencia de los modelos tradicionales, este enfoque permite cap-

turar los tiempos caracterı́sticos del fenómeno, factor decisivo para predecir correctamente

la estabilidad dinámica del sistema.

La formulación es lo suficientemente robusta como para ser aplicada a fluidos newtonianos

y no-newtonianos, acoplando efectos térmicos globales y la dinámica no lineal del rotor.

Se demuestra una convergencia de segundo orden tanto en el espacio como en el tiempo

para el campo de presiones, la fracción de lı́quido y la trayectoria. Esto se logra mediante

la implementación de esquemas de alta resolución (HRS) y una técnica de partición tipo

Strang para el acoplamiento de las ecuaciones.

Se desarrolló un solver original en la plataforma OpenFOAM® utilizando el Método de

Áreas Finitas (FAM). Este enfoque permite tratar el dominio de fluido tridimensional en una

superficie a través de un campo escalar, capturando la fı́sica completa de la pelı́cula delgada

con un costo computacional drásticamente menor al de los modelos 3D tradicionales.

Se desarrolló una herramienta de optimización automática que acopla el algoritmo evolutivo

CMA-ES con el solver termohidrodinámico. Esta permite optimizar de forma individual la

profundidad de cada textura para maximizar la capacidad de carga, revelando configuracio-

nes óptimas que no son evidentes en análisis isotérmicos.
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Se han creado y validado los códigos dynCav y rotorDynCav. Este último permite simular

la dinámica no lineal de rotores elásticos mediante elementos de viga, integrando las fuerzas

hidrodinámicas calculadas en tiempo real.

Se realizó una contribución técnica al banco de pruebas del Laboratorio de Mecánica de

Fluidos (UNPSJB) mediante la incorporación de sensores de vacı́o. Esto permitió generar

una base de datos experimentales de alta fidelidad para validar las presiones en las regiones

cavitadas, contrastando exitosamente con los modelos numéricos desarrollados.

Se analizó el comportamiento de la dinámica de ejes ante la presencia de cojinetes texturados

y sus diferencias respecto a la consideración de cojinete liso.

1.5.1. Publicaciones en revistas indexadas

Jorge A. Palavecino, Federico J. Cavalieri, Santiago Márquez Damián, A second-order in

time and space model to solve the coupled Reynolds–Rayleigh–Plesset equations for the

dynamics of cavitated hydrodynamic journal bearings, Tribology International, Volume

192, 2024, 109206, ISSN 0301-679X, https://doi.org/10.1016/j.triboint.2023.109206

Jorge A. Palavecino, Francisco J. Profito, Federico J. Cavalieri, Santiago Márquez Damián,

Coupled effects of surface texture and temperature-induced viscosity changes on jour-

nal bearing performance, Surface Topography: Metrology and Properties, Volume 14,

2026, 015013, ISSN 2051-672X, https://doi.org/10.1088/2051-672X/ae41d5

1.5.2. Participación en congresos

Presentación: Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Uso del

Método de Áreas Finitas para la resolución de cojinetes hidrodinámicos texturados

en OpenFOAM, MECOM 2025, Lugar: CABA, Año: 2025.

Poster: Santiago Zamateo, Franco Cragnolino , Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santia-

go Márquez Damián, Optimización de texturas en cojinetes hidrodinámicos utilizando

estrategias evolutivas, MECOM 2025, Lugar: CABA, Año: 2025.

Presentación: Jorge Palavecino, Santiago Manuel Osinaga, Santiago Márquez Damián, Gus-

tavo Gabriel Vignolo, Modelado numérico de cojinetes hidrodinámicos con lubricación

no-Newtoniana, Congreso Argentino de Ingenierı́a Mecánica - CAIM IX, Lugar: Buenos

Aires, Año: 2025.

https://doi.org/10.1016/j.triboint.2023.109206
https://doi.org/10.1088/2051-672X/ae41d5
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Presentación: Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Influencia

de la Temperatura en Cojinetes Hidrodinámicos Texturados, MECOM 2024, Lugar:

Rosario, Año: 2024.

Presentación: Jorge Palavecino, Martin Zanatta, Federico Cavalieri, Santiago Márquez Da-

mián, Estudio Numérico del Fenómeno de Oil Whip en Ejes Elásticos Soportados por

Cojinetes Hidrodinámicos, MECOM 2024, Lugar: Rosario, Año: 2024.

Poster: Valentina Onyszczyk, Franco Cragnolino, Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, San-

tiago Márquez Damián, Estudio del Efecto de Texturas en Cojinetes Hidrodinámicos,

MECOM 2024, Lugar: Rosario, Año: 2024.

Presentación: Jorge Palavecino, Matı́as Bórquez, Claudio Merelli, Gustavo Vignolo, Federi-

co Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Simulación numérica y validación experimental

de cojinetes hidrodinámicos, Congreso Argentino de Ingenierı́a Mecánica - CAIM VIII,

Lugar: Santa Fe, Año: 2023.

Presentación: Jorge Palavecino; Federico Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Un modelo

de segundo orden en tiempo y espacio para la dinámica de cojinetes hidrodinámicos

con cavitación, MECOM 2023, Lugar: Concordia, Año: 2023.

Poster: Martin Zanatta, Tomás Salvadores, Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago

Márquez Damián, Determinación Numérica de Velocidad Crı́tica en Cojinetes Hidro-

dinámicos de Longitud Finita, MECOM 2023, Lugar: Concordia, Año: 2023.

Presentación: Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Un mode-

lo p-alpha para la dinámica de cojinetes hidrodinámicos texturados con cavitación,

MECOM 2022, Lugar: Bahı́a Blanca, Año: 2022.

Poster: Lucas Donnet, Martin Zanatta, Maximiliano Frutos, Jorge Palavecino, Federico Ca-

valieri, Santiago Márquez Damián, Simulación numérica del transitorio inicial de fun-

cionamiento en cojinetes hidrodinámicos, MECOM 2022, Lugar: Bahı́a Blanca, Año:

2022.

Poster: Lucas Donnet, Maximiliano Frutos, Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago

Márquez Damián, Simulación numérica de transitorios de funcionamiento en cojinetes

hidrodinámicos, MECOM 2021, Lugar: Resistencia, Año: 2021.

Presentación: Jorge Palavecino, Federico Cavalieri, Santiago Márquez Damián, Evaluación
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de herramientas numéricas para el estudio de la cavitación en cojinetes hidrodinámi-

cos texturados, MECOM 2021, Lugar: Resistencia - Chaco; Año: 2021.



Capı́tulo 2

Fundamentos de la lubricación

hidrodinámica

El estudio de la lubricación hidrodinámica es, desde un punto de vista matemático, un caso

particular que deriva de las ecuaciones de Navier-Stokes [88]. La ecuación diferencial que permite

este análisis fue formulada por Osborne Reynolds en 1886 [20] motivado por los experimentos

realizados por Beauchamp Tower. La llamada Ecuación de Reynolds contiene a la viscosidad,

la velocidad de giro y el espesor de pelı́cula como parámetros principales y puede adecuarse al

sistema tribológico que se requiera. Aunque, tal como se comentó previamente, en ciertas circuns-

tancias es necesario considerar un modelo térmico o elástico en simultáneo para poder representar

adecuadamente el comportamiento de la pelı́cula lubricante.

En este capı́tulo se realiza en un primer lugar la derivación de las ecuaciones de Navier-Stokes

y, consecuentemente a partir de las simplificaciones necesarias se reducirán hasta obtener la ecua-

ción de Reynolds generalizada. En las siguientes secciones, se desarrolla el modelo propuesto para

la resolución de un fluido a dos fases ası́ como los modelos de cavitación, térmicos y de contac-

to que se tienen en cuenta. Por último, se desarrolla la formulación de la ecuación de Reynolds

adaptada para fluidos no-newtonianos.

2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Si se considera una porción cúbica infinitesimal de fluido, en cada una de sus caras se manifies-

tan tres tensiones dando un total de nueve pares de componentes (Fig. 2.1). El primer subı́ndice

de cada tensión indica sobre que superficie está actuando esta tensión, mientras que el segundo

subı́ndice indica su dirección. Para mantener el equilibrio, las tensiones deben cumplir con una

determinada simetrı́a (τxy = τyx, τxz = τzx, τyz = τzy), por tanto, siendo T el tensor de tensiones

25



26 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE LA LUBRICACIÓN HIDRODINÁMICA

Figura 2.1: Tensiones de corte actuantes en la cara z del cubo elemental.

aplicado en el cubo diferencial:

T =


τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz

 =


τxx τxy τxz

τxy τyy τyz

τxz τyz τzz



Las tensiones τxy, τxz y τyz actúan de forma tangencial a las superficies del cubo elemental.

Por otro lado, el promedio de las tensiones pertenecientes a la diagonal del tensor, es considerada

la presión hidrostática p del fluido:

τxx + τyy + τzz = −3p

donde el signo negativo está determinado por el sentido de la acción de la presión en compresión.

La magnitud de las tensiones depende de la tasa de deformación a la que está sometido el fluido.

Para la mayorı́a de los fluidos [2], esta dependencia es:

τij = µ

(
∂Vi
∂xj

+
∂Vj
∂xi

)
− δijp

en donde V⃗ es el vector velocidad con componentes u, v y w para las direcciones x, y, z respec-

tivamente. Tal como se comentó anteriormente, esta relación indica que las tensiones son propor-

cionales a la distorsión del fluido a través de la constante µ denominada viscosidad del fluido. Para

las tensiones normales, la introducción del delta de Kronecker δij indica que esta magnitud solo

se aplica en los casos donde los subı́ndices son iguales [2, 3]. Para las tres tensiones cortantes,

resulta:

τxy = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
τxz = µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
τyz = µ

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
(2.1)
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Por su parte, las tensiones normales quedan expresadas como:

τxx = −p+ 2µ
∂u

∂x
τyy = −p+ 2µ

∂v

∂y
τzz = −p+ 2µ

∂w

∂z
(2.2)

Si se suman estas tres componentes, se obtiene:

τxx + τyy + τzz = −3p+ 2µ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)

El término entre paréntesis refiere a la divergencia del vector velocidad conocido como dila-

tación del fluido. Este término mide la tasa de cambio con la que el fluido se expande desde un

punto determinado. Considerando al fluido como incompresible este término es despreciable dado

que, a partir de la ecuación de conservación de masa se obtiene:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (2.3)

Considerando la derivada total de las tres componentes de la velocidad como variables depen-

dientes de las direcciones x, y, z ası́ como del tiempo t, con x, y y z también dependientes de t se

obtiene la aceleración. Para la velocidad u, esta expresión resulta:

Du

Dt
=
∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂y

∂y

∂t
+
∂u

∂z

∂z

∂t
+
∂u

∂t
= u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
+
∂u

∂t
(2.4)

De forma análoga para v y w se obtienen las expresiones para las aceleraciones de cada com-

ponente de la velocidad. La masa de un elemento diferencial de fluido está determinada por su

densidad, ρ y sus dimensiones dx, dy, dz. Por lo tanto, la fuerza requerida para acelerar el ele-

mento es:

Fx = ρ
Du

Dt
dx dy dz Fy = ρ

Dv

Dt
dx dy dz Fz = ρ

Dw

Dt
dx dy dz (2.5)

Las fuerzas que actúan sobre el elemento diferencial pueden ser producidas por acción de la

gravedad, la presión o los gradientes de tensiones dentro del fluido. La influencia de la presión

puede considerarse a partir de su acción sobre las caras del cubo elemental. En la Fig. 2.2a se

muestran las presiones actuantes en las caras en dirección x consideradas a partir del valor del

centro de la celda, p y aproximadas mediante la expansión de Taylor de primer orden. Realizando

la sumatoria de fuerzas resulta:

∑
Fx =

[
−
(
p+

∂p

∂x

dx

2

)
+

(
p− ∂p

∂x

dx

2

)]
dy dz = −∂p

∂x
dx dy dz (2.6)
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(a) Balance de las tensiones producidas por la presión. (b) Balance de las tensiones de corte actuantes en dirección x.

Figura 2.2: Balance de tensiones actuantes en el cubo elemental de fluido.

Mientras que en las otras direcciones se obtiene:

∑
Fy = −∂p

∂y
dx dy dz , y

∑
Fz = −∂p

∂z
dx dy dz (2.7)

Realizando la sumatoria de fuerzas de las tensiones tangenciales expandidas a primer orden

tal como se muestran en la Fig. 2.2b, se obtiene:

ΣFx =

[
τxx +

∂τxx
∂x

∂x

2
−
(
τxx −

∂τxx
∂x

)
∂x

2

]
dy dz

+

[
τyx +

∂τyx
∂y

∂y

2
−
(
τyx −

∂τyx
∂y

)
∂y

2

]
dx dz

+

[
τzx +

∂τzx
∂z

∂z

2
−
(
τzx −

∂τzx
∂z

)
∂z

2

]
dx dy

=
τxx
∂x

dx dy dz +
τyx
∂x

dx dy dz +
τzx
∂x

dx dy dz (2.8)

Igualando las expresiones obtenidas en la Ec. (2.5),

ρ
Du

Dt
dx dy dz = −∂p

∂x
dx dy dz +

(
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂x

+
∂τzx
∂x

)
dx dy dz (2.9)

dividiendo por el volumen del elemento de fluido y expandiendo la expresión de la derivada to-

tal, se obtienen las expresiones conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes para coordenadas

cartesianas:

ρ
Du

Dt
= −∂p

∂x
+
(τxx
∂x

+
τyx
∂x

+
τzx
∂x

)
(2.10)

Utilizando las Ecs. (2.1) y (2.2), la expresión se expande a:

ρ
Du

Dt
= −∂p

∂x
+

∂

∂x

(
2µ
∂u

∂x

)
+

∂

∂x

[
µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
+

∂

∂x

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
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Reordenando esta expresión, y recordando que por la hipótesis de fluido incompresible:

ρ
Du

Dt
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ µ

∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)

= −∂p
∂x

+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)

Reescribiendo el lado izquierdo, considerando la densidad constante, el sistema de ecuaciones

obtenido para las tres direcciones resulta:

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
(2.11)

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
(2.12)

ρ

(
∂w

∂t
u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
(2.13)

Este conjunto de ecuaciones en particular se puede aplicar a fluidos Newtonianos, incompre-

sibles e isotérmicos. Sin embargo, aun con las simplificaciones realizadas, resultan imposibles de

resolver de forma analı́tica y se requieren métodos aproximados o de hipótesis adicionales que

permitan adecuar el sistema de ecuaciones al caso de estudio que se desea analizar.

2.2. Ecuación de Reynolds

En 1886, el profesor Osborne Reynolds [20] publica su análisis teórico sobre lubricación ba-

sado en los experimentos previamente realizados por Beauchamp Tower (1883, 1885) en cojinetes

hidrodinámicos. En un principio, Reynolds planteó el acoplamiento entre las ecuaciones de mo-

vimiento y de conservación de masa para un fluido viscoso. Por otra parte, despreció los efectos

inerciales y gravitacionales dado que su influencia no era significativa respecto a la contribución

de los efectos viscosos y restringió su análisis a un flujo incompresible.

En esta sección se describe la derivación de la ecuación general de Reynolds basada en las

siguientes suposiciones claves:

El fluido es Newtoniano

El radio de curvatura de las superficies que contienen al fluido es mucho más grande que el

espesor de la pelı́cula lubricante, por lo que los efectos de curvatura pueden ser despreciados.

Las fuerzas inerciales y de cuerpo son despreciables.

El espesor de pelı́cula es muy pequeño por lo que el flujo puede considerarse unidireccional.
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(a) Vista frontal. (b) Vista en perspectiva.

Figura 2.3: Geometrı́a de un cojinete hidrodinámico.

La presión del lubricante a través del espesor de pelı́cula puede considerarse constante.

El flujo es laminar y no hay deslizamiento entre las superficies y el lubricante.

En la Fig. 2.3a y 2.3b se muestra un cojinete hidrodinámico tı́pico con sus parámetros geométri-

cos. El eje rotante tiene un radio rb y gira con una velocidad angular ωb. La carcasa es fija y tiene

un radio ra. El huelgo medio c es determinado por la diferencia entre los radios de la carcasa y el

muñón, c = ra−rb. El desplazamiento del centro del ejeOb con respecto a la posición concéntrica

Oa se denomina excentricidad e. La superficie sólida del eje y la carcasa del cojinete forman un

volumen convergente-divergente de espesor h(θ) y longitud L, lo que genera un aumento de la

presión debido a la resistencia del fluido a fluir por una sección transversal cada vez más reducida.

Generalmente, la relación entre el huelgo medio y el radio en este tipo de cojinetes es del

orden de 0.001 y, por lo tanto, tal como se mencionó anteriormente, el efecto de la curvatura

es despreciable y puede considerarse un sistema de coordenadas cartesianas (Oa, x, y, z) para la

solución de las ecuaciones (Fig. 2.3) [1–3]. Por otro lado, el sistema de coordenadas (Oa, X, Y, Z)

se utiliza para describir la posición del centro de masa del muñón con respecto a un sistema inercial

situado en el centro de la carcasa.

Para evaluar los términos de las ecuaciones de Navier-Stokes que pueden despreciarse en el ca-

so de cojinetes hidrodinámicos, se requiere de un análisis dimensional del conjunto de ecuaciones

utilizando las suposiciones planteadas al comienzo de esta Sección. Recordando que el balance de

masa para un flujo incompresible (Ec.(2.3)) se expresa como:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0

Las coordenadas espaciales pueden ser adimensionalizadas por medio de las siguientes igual-
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(a) Vista lateral.

(b) Vista de planta.

Figura 2.4: Esquema del cojinete hidrodinámico desenrrollado.

dades:

x̄ =
x

rb
, ȳ =

y

rb
, z̄ =

z

c
(2.14)

La velocidad circunferencial u y axial v también pueden ser adimensionalizadas en términos

de la velocidad superficial, ωbrb del rotor:

ū =
u

ωbrb
, v̄ =

v

ωbrb
(2.15)

Sustituyendo estas definiciones en la ecuación de continuidad, se obtiene:

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
+
(rb
c

) 1

ωbrb

∂w

∂z̄
= 0 (2.16)

La adimensionalización se completa para la velocidad radial w, la presión p, el tiempo t y con

la introducción del denominado Número de Reynolds Re que define la relación entre los efectos

inerciales y los viscosos:

w̄ =
(rb
c

) w

ωbrb
, p̄ = Re

(
c

rb

)
p

ρ(ωbrb)2
, t̄ = ωbt, Re =

ρωbrbc

µ
(2.17)

Sustituyendo las variables adimensionalizadas en las Ecs. (2.11)-(2.13) resulta:

Re

(
c

rb

)(
∂ū

∂t̄
+ ū

∂ū

∂x̄
+ v̄

∂ū

∂ȳ
+ w̄

∂ū

∂z̄

)
= −∂p̄

∂x̄
+
∂2ū

∂z̄2
+

(
c

rb

)2(∂2ū
∂x̄2

+
∂2ū

∂ȳ2

)

Re

(
c

rb

)(
∂v̄

∂t̄
+ ū

∂v̄

∂x̄
+ v̄

∂v̄

∂ȳ
+ w̄

∂v̄

∂z̄

)
= −∂p̄

∂ȳ
+
∂2v̄

∂z̄2
+

(
c

rb

)2(∂2v̄
∂x̄2

+
∂2v̄

∂ȳ2

)
(
c

rb

)2
[
c2ωbρ

µ

∂w̄

∂t̄
+Re

c

rb

(
ū
∂w̄

∂x̄
+ v̄

∂w̄

∂ȳ
+ w̄

∂w̄

∂z̄

)
− ∂2w̄

∂z̄2
−
(
c

rb

)2(∂2w̄
∂x̄2

+
∂2w̄

∂ȳ2

)]
= −∂p̄

∂z̄
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Los términos inerciales toman relevancia cuando Re es mayor a 1000. En general, el estudio

de cojinetes hidrodinámicos permite simplificar estos términos siempre y cuando se asegure que el

valor del Re es suficientemente bajo. A su vez, los términos multiplicados por el cociente (c/rb)
2

pueden ser claramente despreciados. De esta forma, las ecuaciones planteadas se reducen a:

0 = −∂p̄
∂x̄

+
∂2ū

∂z̄2

0 = −∂p̄
∂ȳ

+
∂2v̄

∂z̄2

0 = −∂p̄
∂z̄

A partir de estas expresiones se observa que cuando la relación entre el huelgo medio c y el

radio del muñón rb resulta muy chica, el gradiente de presiones en el espesor de la pelı́cula lubri-

cante se puede considerar despreciable, tal como se planteó en las hipótesis iniciales. Integrando

las expresiones obtenidas en su forma dimensional a lo largo del eje z, se obtienen las ecuaciones

que describen el perfil de velocidades:

u =
z2

2µ

∂p

∂x
+A

z

µ
+B (2.18)

v =
z2

2µ

∂p

∂y
+ C

z

µ
+D (2.19)

donde A, B, C y D corresponden a constantes de integración que se determinan según el problema

planteado. Para esta situación, según lo mostrado por la Fig. 2.4, las condiciones de borde a ser

utilizadas son las que se muestran a continuación:

en z = 0,


u = 0

v = 0

w = 0

y en z = h,


u = ωbrb

v = 0

w = wb

(2.20)

Se asume también que las superficies no experimentan un movimiento deslizante en la direc-

ción y (axial). Evaluando las constantes de integración, surge la siguiente distribución de veloci-

dad:

u =
1

2µ

∂p

∂x

(
z2 − zh

)
+
z

h
ωbrb (2.21)

v =
1

2µ

∂p

∂y

(
z2 − zh

)
(2.22)

En la Ec. (2.21) el perfil de velocidad en la dirección del movimiento contiene un término de
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Poiseuille, que se debe al gradiente de presión en la dirección circunferencial x, y un término de

Couette, que se debe enteramente al movimiento de las superficies, con un gradiente de presión

nulo [3]. Por otro lado, la Ec. (2.22) representa la velocidad de flujo en la dirección axial y, o en

otras palabras, representa el perfil de velocidad del lı́quido que se escapa por los laterales pro-

ducto de una diferencia de presiones entre el interior y el exterior del cojinete. En ausencia de

movimiento deslizante en esa dirección, este perfil de velocidad contiene solo un término tipo Poi-

seuille y ningún término dependiente de las velocidades. Sustituyendo en la Ec. (2.3), los perfiles

de velocidad expresados en las Ecs. (2.21) y (2.22), resulta:

∂

∂x

[
1

2µ

∂p

∂x

(
z2 − zh

)
+
z

h
ωbrb

]
+

∂

∂y

[
1

2µ

∂p

∂y

(
z2 − zh

)]
+ wb = 0 (2.23)

Integrando la Ec. (2.23) a lo largo del espesor de la pelı́cula, se obtienen los caudales vo-

lumétricos en la dirección del deslizamiento y los caudales de fuga:

∫ h

0

∂u

∂x
dz +

∫ h

0

∂v

∂y
dz = 0 (2.24)

∫ h

0

∂

∂x

[
1

2µ

∂p

∂x

(
z2 − zh

)
+
z

h
ωbrb

]
dz+

∫ h

0

∂

∂y

[
1

2µ

∂p

∂y
(z2 − zh)

]
dz

∫ h

0
wb dz = 0 (2.25)

Aplicando la regla de integración de Leibnitz [3] para la derivación de integrales:

∫ h

0

∂

∂x
f(x, y, z) dz = −f(x, y, h)∂h

∂x
+

∂

∂x

∫ h

0
f(x, y, z) dz (2.26)

a las integrales de la Ec. (2.25), se tiene:

−
[
1

2µ

∂p

∂x

(
h2 − h2

)
+
h

h
ωbrb +

∂

∂x
qx

]
−
[
1

2µ

∂p

∂y
(h2 − h2) +

∂

∂x
qy

]
+ wb = 0 (2.27)

donde qx y qy, corresponden a los caudales volumétricos que circulan en dirección circunferencial

y axial respectivamente y se calculan de la siguiente forma:

qx =

∫ h

0

1

2µ

∂p

∂x

(
z2 − zh

)
+
z

h
ωbrb dz = − h3

12µ

∂p

∂x
+
h

2
ωbrb (2.28)

qy =

∫ h

0

1

2µ

∂p

∂y
(z2 − zh) dz = − h3

12µ

∂p

∂y
(2.29)

De esta manera resulta:

−ωbrb
∂h

∂x
+

∂

∂x

[
− h3

12µ

∂p

∂x
+
h

2
ωbrb

]
+

∂

∂x

[
− h3

12µ

∂p

∂y

]
+ wb = 0 (2.30)
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Reordenando los términos se obtiene la expresión correspondiente a la Ecuación de Reynolds:

∂

∂x

(
h3

12µ

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

12µ

∂p

∂y

)
= −ωbrb

2

∂h

∂x
+ wb (2.31)

Esta expresión describe el campo de presiones p en la pelı́cula lubricante para un cojinete hi-

drodinámico. El primer término del lado derecho de esta ecuación se denomina “physical wedge”

y describe cómo se verá afectada la presión debido al efecto de arrastre del fluido en un volumen

cuyo espesor de pelı́cula es variable. El segundo término se refiere al efecto de “squeeze” produ-

cido por el acercamiento entre ambas superficies sólidas. Cuando estas superficies se encuentran

acercándose, la presión aumenta debido al efecto de querer desplazar el fluido que está ocupando

dicho espacio.

Las hipótesis planteadas para la obtención de esta expresión pueden ser expandidas para abar-

car otras aplicaciones en particular, por ejemplo, considerar un fluido no-Newtoniano, efectos

inerciales o rugosidad superficial. Puede observarse que la ecuación de Reynolds gobierna la pre-

sión generada en un fluido en un dominio confinado con una geometrı́a determinada. Una vez que

la presión es correctamente caracterizada, los otros parámetros: capacidad de carga, pérdidas por

fricción y caudales, pueden ser predichos como consecuencia.

2.3. Soluciones analı́ticas

Para aplicar la Ecuación de Reynolds a la geometrı́a de un cojinete hidrodinámico en un primer

lugar es necesario describir el espesor de la pelı́cula lubricante a través de alguna expresión que

relacione este valor con la posición circunferencial. La Fig. 2.5, muestra esquemáticamente las re-

laciones geométricas que pueden plantearse si se analiza una vista en dirección axial considerando

Figura 2.5: Detalle de la geometrı́a del huelgo en cojinetes.
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los radios de la carcasa y del rotor.

Considerando la regla de los senos en el triángulo O′BO se obtiene:

OB

sinβ
=

e

sinα
=

R

sin(π − θ)
=

R

sin θ
(2.32)

Por lo tanto:

sinα =
e

R
sin θ → α = sin−1

( e
R

sin θ
)

(2.33)

y, observando que β = θ − α, se puede despejar:

OB =
rb

sin θ
sin(θ − α) =

rb
sin θ

(cos θ sinα− sin θ cosα) (2.34)

= rb

[
cosα− cos θ

sin θ
sin−1

(
e

rb
sin θ

)]
(2.35)

= rb

[√
1− (sinα)2 − e

rb
cos θ

]
(2.36)

= rb

√1−
(
e

rb

)2

(cos θ)2 − e

rb
cos θ

 (2.37)

Por otro lado, considerando:

h = OA−OB = (rb + c)−OB (2.38)

= (rb + c)− rb

√1−
(
e

rb

)2

(cos θ)2 − e

rb
cos θ

 (2.39)

Dado que el cociente e/rb resulta muy pequeño, este término puede ser despreciado. Final-

mente se obtiene:

h = rb + c− rb + e cos θ = c+ e cos θ (2.40)

h = c (1 + ε cos θ) (2.41)

donde ε corresponde con la excentricidad relativa y se define como la relación entre la excen-

tricidad e y el hueglo radial medio c. Cuanto más cerca se encuentre el muñón de la posición

concéntrica, más cercano a 0 será el valor de ε, mientras que cuanto más cercano al contacto

con la carcasa esté, más tenderá a 1. Este parámetro resultará fundamental para caracterizar el

comportamiento del cojinete hidrodinámico.
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2.3.1. Cojinete de longitud infinitamente larga

Analı́ticamente, la ecuación de Reynolds (Ec. (2.31)) presenta dos únicas soluciones aplica-

bles a cojinetes ideales. La primera de ellas fue desarrollada por Sommerfeld en 1904 [21] para

cojinetes de longitud infinitamente larga (Infinite Long Journal Bearing - ILJB). En este análisis se

desprecia el efecto de la longitud real del cojinete de forma que se omiten los caudales de fuga la-

terales. En la práctica, esta condición teórica de funcionamiento puede describir aproximadamente

bien en aquellos cojinetes cuya relación L/D sea mayor a 2. Considerando el estado estacionario

(wb = 0) y un cambio de coordenadas de forma que x = rbθ, se obtiene:

1

r2
∂

∂θ

(
h3

12µ

∂p

∂θ

)
=
ωb
2

∂h

∂θ
(2.42)

Integrando con respecto a θ y reorganizando:

∂

∂θ

(
h3
∂p

∂θ

)
= 6µ ωb r

2
b

∂h

∂θ
(2.43)

∂p

∂θ
= −6µ ωb r

2
b c ε

h− hn
h3

(2.44)

donde hn es una constante de integración por determinar que cumple con la siguiente condición:

h = hn donde ∂p/∂θ = 0. Sustituyendo el valor de h en el resultado anterior, y luego integrando

nuevamente con respecto a θ, se obtiene:

p = 6µ ωb
r2b
c2

∫ {
1

(1 + ε cos θ)2
− hn

c

1

(1 + ε cos θ)3

}
dθ + C1 (2.45)

donde C1 es también una constante de integración que debe ser determinada. Para la resolución de

estas integrales, Sommerfeld [21] introdujo las siguientes relaciones mediante lo que es conocido

como “variable de Sommerfeld” γ:

cos θ =
cos γ − ε

1− ε cos γ
(2.46)

sin θ =

√
1− ε2 sin γ

1− ε cos γ
(2.47)

h =
1− ε2

1− ε cos γ
(2.48)

dθ =

√
1− ε2

1− ε cos γ
dγ (2.49)
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Por lo tanto, las integrales pueden ser calculadas de la siguiente manera:

∫
1

(1 + ε cos θ)2
dθ =

(γ − ε sin γ)

(1− ε2)1.5
(2.50)

∫
1

(1 + ε cos θ)3
dθ =

1

(1− ε2)2.5

(
γ − 2ε sin γ +

ε2γ

2
+
ε2

4
sin 2γ

)
(2.51)

De esta forma se obtiene una distribución de presiones p(γ) que resulta:

p(γ) =
6µωbr

2
b

c2

[
γ − ε sin γ

(1− ε2)1.5
− hn
c (1− ε2)2.5

(
γ − 2ε sin γ +

ε2γ

2
+
ε2

4
sin 2γ

)]
+ C1

Las constantes de integración hn y C1 se determinan aplicando las condiciones de borde

p(0) = p0 y p(π) = p0 con p0 como presión de referencia. También, puede considerarse las

siguientes condiciones de borde p(0) = p0 y p(2π) = p0 obteniéndose indistintos resultados. Por

lo tanto,

C1 = p0 (2.52)

hm =
2c(1− ε2)

2 + ε2
(2.53)

Finalmente, la distribución de presiones como función de θ es:

p(θ) = p0 +
12µωbr

2
b

c2
ε sin θ(2 + ε cos θ)

(2 + ε2)(1 + ε cos θ)2
(2.54)

Esta expresión se conocida como “Solución Full-Sommerfeld”. Cuando el valor de p0 es dife-

rente de 0, esta ecuación describe el comportamiento correspondiente a un lubricante presurizado

de forma externa. Por otra parte, esta expresión describe un perfil de presiones antisimétrico res-

pecto al punto de huelgo mı́nimo (Fig. 2.6) describiendo una región con presiones negativas, aún

por debajo de la presión de vapor del lubricante, lo que resulta en una solución fı́sicamente impo-

sible.

Si se integran el campo de presiones sobre el área de contacto con el muñón (Fig. 2.7), se

obtienen los valores de fuerza hidrodinámica en direcciones radial Fr y tangencial Ft, según la

recta que une ambos centros del muñón y la carcasa (Ec. (2.55) y (2.56)).
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Figura 2.6: Solución Full-Sommerfeld incluyendo la región negativa del campo de presiones. (µ = 0.021 Pa.s, ωb =
314.15 1/s; rb = 25 mm; c = 50 µm, ε = 0.4/0.6/0.8)

Fr = rbL

∫ θ

0
p(θ) cos θ dθ (2.55)

Ft = rbL

∫ θ

0
p(θ) sin θ dθ (2.56)

Más allá de que la distribución de presiones utiliza condiciones de borde Sommerfeld, la

integración de la presión puede volver a considerar dos situaciones diferentes. Integrando entre

0 < θ < 2π se obtienen las expresiones de las fuerzas radial y tangencial para la condición

Full-Sommerfeld (FS):

Ft =
12µLωbr

3
b

c2

[
επ

(2 + ε2)(1− ε2)1/2

]
(2.57)

Fr = 0 (2.58)

Puede observarse que en bajo esta condición, el cojinete responderá ante una carga externa

con una fuerza hidrodinámica en dirección perpendicular a la de interés. Esto no es verdad en la

realidad, dado que la presión de vapor del lubricante evita la formación del perfil de presiones

antisimétrico que produce este comportamiento incorrecto.

Planteando de manera análoga, pero esta vez considerando únicamente la región positiva del

campo de presiones entre 0 < θ < π se obtienen las fuerzas para la denominada condición Half-

Sommerfeld (HS). Este modelo es una primera aproximación al cálculo de un cojinete bajo efectos

de cavitación de fluido. Integrando el perfil de presiones obtenido según las expresiones (2.55) y
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Figura 2.7: Fuerzas hidrodinámicas que actúan en un cojinete hidrodinámico.

(2.56) se obtiene:

Ft =
12µr3bLωb

c2

[
επ

(2 + ε2)(1− ε2)1/2

]
(2.59)

Fr =
12µr3bLωb

c2

[
2ε2

(1− ε2)(2 + ε2)

]
(2.60)

2.3.2. Solución de Sommerfeld transitoria

Si a diferencia del caso anterior se considera el movimiento del muñón dentro de la carcasa,

deben considerarse los términos dinámicos en la deducción de las expresiones de la presión p y

de la fuerza hidrodinámica resultante. La Fig. 2.8 esquematiza las velocidades que intervienen en

el movimiento del muñón dentro de la carcasa con ε̇ como la variación de la excentricidad en el

tiempo. La posición angular del muñón con respecto al eje X se representa mediante el ángulo β

y β̇ es la velocidad de precesión alrededor del centro de la carcasa. A partir de estas relaciones,

pueden obtenerse las siguientes expresiones para la velocidad del centro de masa del rotor O′:

ub = rbωb cosα+ ė sin θ − e
∂β

∂t
cos θ (2.61)

wb = −rbωb sinα+ ė cos θ + e
∂β

∂t
sin θ (2.62)

A partir de analizar la geometrı́a:

tanα =
sinα

cosα
=

e sin θ

ra + cos θ
(2.63)

dado que ra ≈ rb y rb ≫ e cos θ:

sinα =
e

ra
sin θ (2.64)
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Figura 2.8: Descomposición de los vectores velocidad del cojinete hidrodinámico.

por lo tanto,

ub = rbωb + ė sin θ − e
∂β

∂t
cos θ (2.65)

wb = −rbωb
e

rb
sin θ + ė cos θ + e

∂β

∂t
sin θ (2.66)

Reemplazando en la Ec. (2.31) y realizando el cambio de coordenadas x = rbθ y dx = rbdθ:

1

r2b

∂

∂θ

(
h3

12µ

∂p

∂θ

)
+

∂

∂y

(
h3

12µ

∂p

∂y

)
= − ub

2rb

∂h

∂θ
+ wb (2.67)

∂

∂θ

(
h3
∂p

∂θ

)
+ r2b

∂

∂y

(
h3
∂p

∂y

)
= −6µrb

(
rbωb + ė sin θ − eϕ̇ cos θ

) ∂h
∂θ

+ . . .

12µr2b

(
−ωbe sin θ + ė cos θ + eϕ̇ sin θ

) (2.68)

Analizando los términos del lado derecho, únicamente el primer, quinto y sexto término son

de orden h, mientras que los demás son de orden h2 y pueden ser despreciados. Por lo tanto, la

expresión resultante es:

∂

∂θ

(
h3
∂p

∂θ

)
+ r2b

∂

∂y

(
h3
∂p

∂y

)
= −6µr2bωb

∂h

∂θ
+ 12µr2b

(
−ωb e sin θ + ė cos θ + eϕ̇ sin θ

)
(2.69)

Reemplazando la derivada de h y reorganizando la expresión, se obtiene la Ecuación de Rey-

nolds para cojinetes con efectos dinámicos:

∂

∂θ

(
h3
∂p

∂θ

)
+ r2b

∂

∂y

(
h3
∂p

∂y

)
= 12µr2bc

[
ε̇ cos θ + ε

(
ϕ̇− ωb

2

)
sin θ

]
(2.70)
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A partir de integrar esta expresión al igual que en la sección anterior, el campo de presiones

para la condición Full-Sommerfeld resulta:

p(θ) =
6µr2

c2

[
ε sin θ(2 + ε cos θ)(2ϕ̇− ωb)

(2 + ε2)(1 + ε cos θ)2
+
ε̇

ε

(
1

1 + ε cos θ
− 1

(1 + ε)2

)]
(2.71)

y las consecuentes fuerzas radiales y tangenciales:

Fr = −12µLr3

c2

[
ε̇π

(1− ε2)3/2

]
(2.72)

Ft =
12µLr3

c2

[
επ(ϕ̇− ωb)

(2 + ε2)(1− ε2)1/2

]
(2.73)

Puede observarse que para la componente radial de la fuerza es dependiente de la variación

temporal de la excentricidad ε̇, mientras que la componente tangencial está relacionada con la

velocidad de precesión ϕ̇. Para el caso de carga estática en condiciones de equilibrio (ε̇ = 0 y

Fr = 0) y la expresión se reduce a la mostrada en la Ec. (2.58).

Las expresiones calculadas anteriormente, resultan de integrar el perfil de presiones conside-

rando unicamente la región donde este es positivo y nulo en las regiones donde es igual a la presión

de referencia con lı́mites de integración entre θ = 0 y θ = 2π. Sin embargo, cuando se consideran

los efectos transitorios, la expresión que se obtiene de la integración del campo de presiones de-

pende de los lı́mites de integración. Las fuerzas calculadas a través del criterio Half-Sommerfeld

(Ecs. (2.60) y (2.59)) puede no resultar ser el indicado para situaciones donde ε → 1 [89]. Si se

utilizan las condiciones de borde de Gümbel, p(0) = p(π), p ≥ 0, y se integra en todo el dominio

(0 < θ < 2π) aparece un término adicional del lado derecho de la expresión, tal como mostró

Trumpler [89].

Realizando las sustituciones e integrales correspondientes en la Ec. (2.54) para estas nuevas

definiciones se obtiene:

p =
6µr2

c2

{
ε(2ϕ̇− ωb)

2(2 + ε2)

sin θ(2 + ε cos θ)

(1 + εθ)2
+ ε̇

[
2

π

(
ε(4 + 3ε cos θ − ε2) sin θ

(2 + ε2)(1− ε2)3/2(1 + ε cos θ)2
. . .

− 1

(1− ε2)2
arc cos

ε+ cos θ

1 + ε cos θ

)
+

1

2ε

(
1

(1 + ε cos θ)2
− 1

(1 + ε)2

)]}

Realizando la integración del campo de presiones presente en la pelı́cula fluida según las Ecs.

(2.55) y (2.56), se obtienen las llamadas fuerzas hidrodinámicas para la condición de borde de
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Gümbel:

Fr = −6µr3L

c2

[
2ε2(ωb − 2ϕ̇)

(2 + ε2)(1− ε2)1/2
+

2ε̇

(1− ε2)3/2

(
π

2
− 8

π(2 + ε2)

)]
(2.74)

Ft =
6µr3L

c2

[
πε(ωb − 2ϕ̇)

(2 + ε2)(1− ε2)1/2
+

4ε̇

(2 + ε2)(1− ε2)

]
(2.75)

Cabe destacar que, bajo estas condiciones de borde planteadas por Trumpler, la principal dife-

rencia se obtiene con un término adicional que aparece en el la respuesta dinámica de la Ec. (2.74).

Esto conduce a que en condiciones de equilibrio, el campo de presiones resultantes es idéntico,

pero difieren cuando hay presencia del movimiento del centro de masa del eje.

2.3.3. Cojinetes de longitud infinitamente corta

La teorı́a de cojinetes cortos (Infinite Short Journal Bearing, ISJB) fue desarrollada en 1952

por Ocvirk [22] principalmente para cojinetes con una relaciónL/D < 0.25. Esta solución entrega

resultados más que satisfactorios desde un punto de vista ingenieril y es ampliamente utilizada para

el diseño de estos componentes de máquina.

Básicamente, cuando la relación L/D es muy pequeña, el cojinete puede aproximarse a una

geometrı́a infinitamente corta en la cuál el flujo lateral debido al gradiente de presiones axial

se vuelve predominante, frente a un flujo circunferencial que pierde relevancia. Por lo tanto, la

ecuación de Reynolds dinámica (2.70) se reduce a:

∂

∂y

(
h3
∂p

∂y

)
= 12µc

[
ε̇ cos θ + ϵ

(
ϕ̇− ωb

2

)
sin θ

]
(2.76)

Integrando con respecto a y, se obtiene:

h3
∂p

∂y
= 12µc

[
ε̇ cos θ + ϵ

(
ϕ̇− ωb

2

)
sin θ

]
z +A (2.77)

Integrando nuevamente,

p =
12µc

h3

[
ε̇ cos θ + ϵ

(
ϕ̇− ωb

2

)
sin θ

] y2
2

+
C1

h3
y + C2 (2.78)

Aplicando como condiciones de borde p = p0 en y = ±b/2, las constantes adoptan los

siguientes valores C1 = b2/4 y C2 = p0.

p = p0 +
6µ

c2

(
b2

4
− z2

)
(ωb
2

− ϕ̇
)
ε sin θ + ε̇ cos θ

(1 + ε cos θ)3

 (2.79)
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Para el caso estático, donde ϕ̇ = 0 y ε̇ = 0 la expresión se reduce a:

p = p0 +
3µωb
c2

(
L2

4
− z2

)[
ε sin θ

(1 + ε cos θ)3

]
(2.80)

Realizando la integración del campo de presiones sobre la superficie del muñón tal como se

mostró en las Ecs. (2.55) y (2.56), se obtienen las fuerzas en dirección radial y tangencial:

Fr = −µrbL
3

c2

[
(ωb − 2ϕ̇)ε2

(1− ε2)2
+
π(1 + 2ε2)ε̇

2(1− ε2)2.5

]
(2.81)

Ft =
µrbL

3

c2

[
(ωb − 2ϕ̇)πε

4(1− ε2)1.5
+

2εε̇

(1− ε2)2

]
(2.82)

2.4. Caracterı́sticas estáticas

El punto de equilibrio de un cojinete hidrodinámico se alcanza cuando las fuerzas hidrodinámi-

cas logran equiparar a las cargas externas y la velocidad de movimiento del rotor dentro de la

carcasa puede considerarse despreciable. Para definir el punto de equilibrio, se puede asumir que

existe una carga externa aplicada en dirección vertical a lo largo del eje −Y (Recordar el sistema

de referencia OaXY Z, de la Fig. 2.3). Por lo tanto, la resultante de la reacción está directamen-

te colocada en +Y y la posición de equilibrio viene definida por una excentricidad relativa ε y

un ángulo de elevación ϕ, que es coincidente con la posición del espesor mı́nimo de pelı́cula. La

excentricidad relativa de equilibrio será aquella donde la resultante de la sumatoria de las fuerzas

radial y tangencial sea igual a la carga externa aplicada W .

F =
√
F 2
t + F 2

r =W (2.83)

Por su parte, el ángulo de elevación vendrá definido por la siguiente expresión:

tanϕ = −Ft
Fr

(2.84)

De estas relaciones y las expresiones obtenidas en las secciones anteriores para calcular el

valor de las fuerzas, puede demostrarse que a cada valor de ε, le corresponderá un único ángulo

de elevación tal como se muestra en la Fig. 2.9. Para cojinetes infinitamente largos, el ángulo de

elevación se calcula tal como se muestra en la Ec. (2.85), mientras que para cojinetes infinitamente
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Figura 2.9: Conjunto de posiciones de equilibrio teóricas para cojinetes de longitud infinitamente larga (ILJB) y corta
(ISJB).

cortos se calcula como se muestra en la Ec. (2.86) [1, 3].

ϕILJB = arctan

(
π

2

√
1− ε2

ε

)
(2.85)

ϕISJB = arctan

(
π

4

√
1− ε2

ε

)
(2.86)

La lı́nea que une todos los posibles puntos de equilibrio de un cojinete se denomina “Journal

Locus” y muestra que en operación con elevadas cargas, bajas velocidades de rotación o lubrican-

tes de baja viscosidad, el ángulo de elevación tiende a 0. Para cargas pequeñas, elevadas veloci-

dades de giro o fluidos de alta viscosidad, el muñón se desplaza hacia el centro del cojinete y su

posición es ortogonal a la carga aplicada (ϕ = 90◦) [90]. Este comportamiento peculiar es la causa

de la inestabilidad rotodinámica, como se discutirá en secciones posteriores.

Por otro lado, puede definirse un número adimensional caracterı́stico para un cojinete hidro-

dinámico en un determinado régimen de funcionamiento. Este parámetro es denominado “número

de Sommerfeld” S y es muy importante en el análisis de la lubricación, porque permite simpli-

ficar múltiples condiciones de funcionamiento en un único valor comparable entre cojinetes. El

parámetro S (Ec. (2.89)) mide la importancia de la presión caracterı́stica del cojinete Pc (Ec.

(2.87)), respecto de la presión promedio Pm, que se obtiene al considerar la carga externa actuan-

do sobre el área proyectada del cojinete (Ec. (2.88)). Un menor valor de S señala, por lo tanto, no
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solo mayor carga externa W para una dada Pc, si no también una mayor excentricidad [23].

Pc = Nµ
(rb
c

)2
=
ωbµ

2π

(rb
c

)2
(2.87)

Pm =
W

2rbL
(2.88)

S =
µωb
2πPm

(rb
c

)2
=
µωbrbL

πW

(rb
c

)2
(2.89)

En cojinetes cortos, la utilización de un número de Sommerfeld modificado Ss es fı́sicamente

más apropiado dado que considera la influencia de la longitud L [91]. Este parámetro corregido es

definido como:

Ss = S

(
L

D

)2

=
µωbrbL

4πW

(
L

c

)2

(2.90)

Por otra parte, a partir de conocer los valores de las componentes de la fuerza en función de

la excentricidad relativa para los cojinetes de longitud infinitamente larga (ILJB) y corta (ISJB)

también pueden obtenerse las siguientes relaciones [1, 4]:

S =
(2 + ε2)(1− ε2)

6πε
√
4ε2 + π2(1− ε2)

(2.91)

Ss =
(1− ε2)2

πε
√
π2(1− ε2) + 16ε2

(2.92)

2.5. Comportamiento dinámico de cojinetes

La respuesta dinámica de un cojinete hidrodinámico puede evaluarse mediante dos enfoques:

lineal y no lineal. En el análisis lineal, las fuerzas hidrodinámicas se expresan mediante coeficien-

tes de rigidez y amortiguamiento obtenidos alrededor de una posición de equilibrio, lo que permite

describir el comportamiento del sistema mediante ecuaciones linealizadas válidas únicamente para

pequeñas perturbaciones [92]. En contraste, el análisis no lineal considera la dependencia completa

de las fuerzas hidrodinámicas con la posición y velocidad del rotor, resolviendo en cada instante la

ecuación de Reynolds y las ecuaciones del movimiento. Este enfoque captura efectos transitorios,

grandes desplazamientos y fenómenos inestables que no pueden representarse adecuadamente con

una formulación linealizada.

Para calcular el movimiento del eje, se emplea la dinámica del centro de masa. En este enfoque,

la aceleración del centro de masa del rotor queda determinada por la suma de las fuerzas que actúan
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sobre él:

FX = mẌ (2.93)

FY +W = mŸ (2.94)

donde m es la masa del rotor, W es la carga externa aplicada y FX , FY , Ẍ y Ÿ se corresponden

con la fuerza hidrodinámica y la aceleración respectivamente teniendo como referencia un sistema

inercial fijo (Oa, X, Y, Z) tal como se mencionó en la Fig. 2.3.

2.5.1. Linealización de la dinámica del cojinete

El comportamiento dinámico de los cojinetes hidrodinámicos puede abordarse desde una mi-

rada simplificada considerando su efecto a través de constantes elásticas K y de amortiguamiento

C (Fig. 2.10). El valor de estas constantes dependerá de los parámetros de funcionamiento del

rotor y de las propiedades fı́sicas del lubricante [1]. Para realizar la linealización es necesario con-

siderar pequeños desplazamientos del eje rotante respecto de un punto de equilibrio definido por

εo, ϕo, las fuerzas producidas por la pelı́cula de fluido pueden ser expandidas en series de Taylor

[1] obteniéndose las relaciones que se muestran en las Ecs. (2.95) y (2.96).

Figura 2.10: Esquema de un cojinete hidrodinámico como un sistema masa-resorte-amortiguador.

FX =
∂FX
∂X

∆X +
∂FX
∂Y

∆Y +
∂FX

∂Ẋ
∆Ẋ +

∂FX

∂Ẏ
∆Ẏ +

∂FX

∂Ẍ
∆Ẍ +

∂FX

∂Ÿ
∆Ÿ (2.95)

FY =
∂FY
∂X

∆X +
∂FY
∂Y

∆Y +
∂FY

∂Ẋ
∆Ẋ +

∂FY

∂Ẏ
∆Ẏ +

∂FY

∂Ẍ
∆Ẍ +

∂FY

∂Ÿ
∆Ÿ (2.96)

donde se desprecian los diferenciales de orden superior y se definen a los coeficientes elásticos K
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y de amortiguamiento C como:

Kxx = −∂FX
∂X

Kxy = −∂FX
∂Y

Kyx = −∂FY
∂X

Kyy = −∂FY
∂Y

Cxx = −∂FX
∂Ẋ

Cxy = −∂FX
∂Ẏ

Cyx = −∂FY
∂Ẋ

Cyy = −∂FY
∂Ẏ

De esta forma, el sistema linealizado para las fuerzas hidrodinámicas queda de la siguiente

manera:  FX

FY

 = −

 KXX KXY

KY X KY Y

X −

 CXX CXY

CY X CY Y

 Ẋ = −KbX −CbẊ

donde Kb y Cb representan las matrices de rigidez y amortiguamiento del cojinete, respectiva-

mente, mientras que X y Ẋ se corresponden con el vector de posición y de velocidad del centro

de masa del muñón. Los coeficientes KXX , KY Y son conocidos como coeficientes de rigidez di-

rectos, mientras que los coeficientes KXY y KY X son referenciados como coeficientes de rigidez

cruzados. Debe señalarse que los coeficientes de fuerza definidos permiten expresar las fuerzas

dinámicas del cojinete de pelı́cula fluida en términos de los parámetros mecánicos fundamentales:

K, C. Sin embargo, esto no implica que dichos coeficientes deban ajustarse al comportamiento

habitualmente esperado. Por ejemplo, los coeficientes de amortiguamiento “viscoso” pueden ser

negativos, es decir, no disipativos, y los coeficientes de rigidez pueden ser no restaurativos o no

conservativos [90].

Para determinar analı́ticamente los valores de estos coeficientes es necesario realizar un análi-

sis de la variación de las fuerzas en las direcciones radial y tangencial a través de una perturbación

infinitesimal. En la Fig. 2.11 se observa el cojinete en su posición de equilibrio O′ con su corres-

pondiente excentricidad εo y ángulo de elevación ϕo. Las componentes de la fuerza hidrodinámica

en dirección radial y tangencial para la posición de equilibrio se representan como Fro y Fto

respectivamente.

Al introducirse una perturbación, la nueva posición de equilibrio se corresponde con ϕ = ϕo+

∆ϕ y ε = εo +∆ε. Esta nueva posición implica la aparición de una velocidad del centro de masa

en dirección radial ε̇ y tangencial εϕ̇. Las componentes instantáneas de la fuerza hidrodinámica

respecto al nuevo sistema de referencia perturbado se referencian como F ∗. Por lo tanto, se obtiene

la siguiente relación:  F ∗
r

F ∗
t

 =

 cos∆ϕ − sin∆ϕ

sin∆ϕ cos∆ϕ

 Fr

Ft

 (2.97)

Para pequeños desplazamientos se obtiene que: cos∆ϕ = 1 y sin∆ϕ = ∆ϕ. Por ende, la
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Figura 2.11: Descomposición de las fuerzas en cojinetes hidrodinámicos.

relación mostrada en (2.97) se reduce a:

F ∗
r = Fr − Ft∆ϕ (2.98)

F ∗
t = Ft + Fr∆ϕ (2.99)

Dado que se busca analizar la variación de la fuerza respecto del punto de equilibrio, es nece-

sario realizar la siguiente consideración:

∆Fr = F ∗
r − Fro = Fr − Ft∆ϕ− Fro (2.100)

∆Ft = F ∗
t − Fto = Ft + Fr∆ϕ− Fto (2.101)

Para determinar el valor de la fuerza instantánea en la posición perturbada, de la misma forma

que para el análisis en coordenadas cartesianas, se realiza una expansión en series de Taylor. En

consecuencia, se obtienen las siguientes expresiones:

F ∗
r = Fro +

∂Fr
∂ε

∆ε+
∂Fr
ε ∂ϕ

ε∆ϕ+
∂Fr
∂ε̇

∆ε̇+
∂Fr

ε ∂ϕ̇
ε∆ϕ̇ (2.102)

F ∗
t = Fto +

∂Ft
∂ε

∆ε+
∂Ft
ε ∂ϕ

ε∆ϕ+
∂Ft
∂ε̇

∆ε̇+
∂Ft

ε ∂ϕ̇
ε∆ϕ̇ (2.103)

Reemplazando (2.102) en (2.100) y (2.103) en (2.100), se obtienen las expresiones de la fuer-

za hidrodinámica para un punto en cercanı́as del punto de equilibrio en coordenadas radiales y
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tangenciales, tal como se muestra a continuación:

Fr =
∂Fr
∂ε

∆ε+

(
∂Fr
ε ∂ϕ

− Ft
ε

)
ε∆ϕ+

∂Fr
∂ε̇

∆ε̇+
∂Fr

ε ∂ϕ̇
ε∆ϕ̇ (2.104)

= Krr ∆ε+Krt ε∆ϕ+ Crr ∆ε̇+ Crt ε ∆ϕ̇

Ft =
∂Ft
∂ε

∆ε+

(
∂Ft
ε ∂ϕ

+
Fr
ε

)
ε∆ϕ+

∂Ft
∂ε̇

∆ε̇+
∂Ft

ε ∂ϕ̇
ε ∆ϕ̇ (2.105)

= Ktr ∆ε+Ktt ε∆ϕ+ Ctr ∆ε̇+ Ctt ε ∆ϕ̇

Finalmente, la relación entre las expresiones en el sistemas de coordenadas fijo (O,X, Y, Z)

y el relativo a la posición del centro del cojinete con orientación radial y tangencial (O, r, t, Z) se

obtiene a través de la siguiente matriz de rotación:

 KXX KXY

KY X KY Y

 =

 cosϕo − sinϕo

sinϕo cosϕo

 Krr Krt

Ktr Ktt

 cosϕo sinϕo

− sinϕo cosϕo

 (2.106)

= QK(r, t) Q
′ CXX CXY

CY X CY Y

 =

 cosϕo − sinϕo

sinϕo cosϕo

 Crr Crt

Ctr Ctt

 cosϕo sinϕo

− sinϕo cosϕo

 (2.107)

= QC(r, t) Q
′

Considerando las soluciones del campo de presiones presentadas previamente para cojinetes

infinitamente largos, y teniendo en cuenta las condiciones de borde de Full-Sommerfeld (Ecs.

(2.57) y (2.58)), Half-Sommerfeld (Ecs. (2.59) y (2.60)) y Gümbel (Ecs.(2.74) y (2.75)), se proce-

de al cálculo de los coeficientes dinámicos. Aplicando las derivadas indicadas en las definiciones

de dichos coeficientes, se obtienen expresiones analı́ticas cuyos resultados se resumen en la Tabla

2.1.

En la literatura de referencia en el tema, es común expresar los coeficientes en su forma adi-

mensional. Para ello, se consideran las siguientes relaciones:

kij =
Kij c

W
(2.108)

cij =
Cij c ωb
W

(2.109)

donde i, j se corresponden con los indices referidos a las direcciones r, t. A partir de lo plantea-

do en la Ec. (2.89), puede obtenerse una expresión únicamente dependiente de la excentricidad
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Coeficientes Full-Sommerfeld Half-Sommerfeld Gümbel

krr = −∂Fr
∂ε

0
−24ε(ε4 + 2)

(2 + ε2)(1− ε2)2
−24ε(ε4 + 2)

(2 + ε2)(1− ε2)2

krt = −∂Fr
ε∂ϕ

+
Ft
ε

−12π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5
−6π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5
−6π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5

ktr = −∂Ft
∂ε

−12π(2− ε2 + 2ε4)

(2 + ε2)2(1− ε2)1.5
6π(2− ε2 + 2ε4)

(2 + ε2)2(1− ε2)1.5
6π(2− ε2 + 2ε4)

(2 + ε2)2(1− ε2)1.5

ktt = −∂Ft
ε∂ϕ

−Fr
ε

0
−12ε

(2 + ε2)(1− ε2)

−12ε

(2 + ε2)(1− ε2)

crr = −∂Fr
∂ε̇

−12π

(1− ε2)1.5
−6π

(1− ε2)1.5
−12

(1− ε2)1.5

[
π

2
− 8

π(2 + ε2)

]

crt = −∂Fr
ε∂ϕ̇

0
24ε

(2 + ε2)(1− ε2)

24ε

(2 + ε2)(1− ε2)

ctr = −∂Ft
∂ε̇

0
8

(ε− 1)(1− ε2)2
24ε

(2 + ε2)(1− ε2)

ctt = −∂Ft
ε∂ϕ̇

−24π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5
−12π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5
−12π

(2 + ε2)(1− ε2)0.5

Tabla 2.1: Coeficientes dinámicos para cojinetes de longitud infinitamente larga (ILJB).

relativa a través de utilizar el Número de Sommerfeld correspondiente a cada tipo de cojinete.

Se observa que los coeficientes de rigidez dependen tanto de la viscosidad del lubricante como

de la velocidad de rotación, mientras que los coeficientes de amortiguamiento no presentan de-

pendencia con la velocidad de rotación. En consecuencia, en ausencia de rotación, el cojinete no

desarrolla rigidez. Por otro lado, los coeficientes obtenidos bajo la condición de borde Gümbel úni-

camente difieren de los obtenidos mediante la condición de borde Half-Sommerfeld en el término

crr. Los coeficientes mostrados en la Tabla 2.1 fueron calculados para el desarrollo de esta tesis,

debido a que en la bibliografı́a de referencia utilizada se encontraban con errores.

De la misma forma se pueden obtener los coeficientes dinámicos para cojinetes de longitud

infinitamente corta los cuales se detallan en la Tabla 2.2. La Fig. 2.12 muestra la dependencia de

estos coeficientes con la excentricidad.

La Fig. 2.12 muestra la variación de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para coor-

denadas cartesianas fijas OXY Z considerando un cojinete de longitud infinitamente corta. A su

vez, se indican con rombos los valores de coeficientes obtenidos a través de simulación numérica.

Por otro lado, la Fig. 2.13 muestra los coeficientes K y C para diferentes relaciones L/D obteni-
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Coeficientes Ocvirk-Gümbel Coeficientes Ocvirk-Gümbel

krr = −∂Fr
∂ε

2ε(1 + ε2)

(1− ε2)3

(
L

D

)2

crr = −∂Fr
∂ε̇

π(1 + 2ε2)

2(1− ε2)2.5

(
L

D

)2

krt = −∂Fr
ε∂ϕ

+
Ft
ε

π

4(1− ε2)1.5

(
L

D

)2

crt = −∂Fr
ε∂ϕ̇

−2ε

(1− ε2)2

(
L

D

)2

ktr = −∂Ft
∂ε

− π(1 + 2ε2)

4(1− ε2)2.5

(
L

D

)2

ctr = −∂Ft
∂ε̇

−2ε

(1− ε2)2

(
L

D

)2

ktt = −∂Ft
ε∂ϕ

− Fr
ε

ε

(1− ε2)2

(
L

D

)2

ctt = −∂Ft
ε∂ϕ̇

π

2(1− ε2)1.5

(
L

D

)2

Tabla 2.2: Coeficientes dinámicos para cojinetes de longitud infinitamente corta (ISJB).
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Figura 2.12: Coeficientes en función de la excentricidad relativa para ISJB.

dos de forma numérica y como tienden a los valores predichos por las expresiones analı́ticas de la

teorı́a ILJB cuando L/D→ ∞ y a ISJB cuando L/D→ 0.

2.6. Ecuación de Reynolds para un flujo bifásico - dynCav

Tal como se ha comentado previamente, la conservación de la masa en los resolvedores numéri-

cos es un tema que ha sido discutido en la literatura, y que tiene una importancia fundamental para

la estabilidad numérica de las herramientas tı́picas de flujo bifásico. Especialmente en flujos cavi-

tados y análisis de cojinetes hidrodinámicos bajo cargas dinámicas o con superficies texturizadas

como es el caso de análisis de esta tesis [8, 27, 33, 93]. Además, los modelos numéricos dispo-

nibles se basan predominantemente en métodos numéricos de primer orden y hay una falta de
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Figura 2.13: Coeficientes en función de la excentricidad para diferentes relaciones L/D obtenidas de forma numérica.

análisis sobre la convergencia de los métodos empleados. Es por ello que se consideró la nece-

sidad de desarrollar un modelo fı́sico capaz de asegurar la conservación de la masa a partir de

los principios básicos de la lubricación hidrodinámica incluyendo un término de cambio de fase

derivado a partir de la ecuación de Rayleigh-Plesset.

El modelo propuesto considera la pelı́cula lubricante como un medio continuo, utilizando las

hipótesis clásicas del flujo de lubricación. Dada la presencia de vapor y/o burbujas de aire dentro

del lubricante, como resultado de la cavitación o de gases preexistentes, es necesario formular

ecuaciones para el flujo que tengan en cuenta ambas fases y el intercambio de masa entre ellas.

La cavitación se considera como el crecimiento y la desintegración de un número constante nb

de microburbujas de gas o vapor ya existentes en el lubricante [64]. Estas burbujas, idealmente

esféricas, también se consideran un medio continuo y se dispersan de manera homogénea por todo

el dominio de interés, dando lugar ası́ a un modelo interpenetrado de dos fases.

En la Fig. 2.14 se observa que el crecimiento de las burbujas se aproxima como un cambio en

la fracción volumétrica de lı́quido αl en la celda. De esta manera, las propiedades del fluido en la

celda se ven afectadas a través del parámetro α sin necesidad de considerar un lı́mite fı́sico entre

las fases, como es habitual en los modelos de mezcla [94]. La cantidad de lı́quido, vapor y/o gas

se considera a través de las fracciones volumétricas αl y αv,g respectivamente, y su distribución
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Figura 2.14: Efecto de las burbujas en las propiedades de la mezcla

se calcula utilizando una ecuación de transporte para αl ası́ como una ley de cierre, αl+αv,g = 1.

Dado que se conoce el volumen total de cada fase y el número de burbujas existentes, se puede

determinar el radio de cada una de ellas. De esta manera, un radio de burbuja únicoR corresponde

a un determinado valor de αl. El modelo se propone como isotérmico e incompresible, por lo

que las propiedades de cada fluido son constantes. Las ecuaciones necesarias para el modelo de

mezcla propuesto se escriben siguiendo la nomenclatura presentada en la Fig. 2.3a y la Fig. 2.3b,

que muestran un cojinete hidrodinámico tı́pico con sus referencias geométricas.

De igual manera que la ecuación de Reynolds previamente desarrollada es necesario considerar

inicialmente el balance de masa:
∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρV⃗ ) = 0 (2.110)

Al plantear esta ecuación para la fase lı́quida (indicada con el subı́ndice l) y para la fase de

vapor o gas (indicada con el subı́ndice v o g) y teniendo en cuenta el intercambio de masa, se

obtienen expresiones que incluyen un término fuente que corresponde a las tasas de evaporación

Sαl y condensación Sαv . Se considera a su vez que la velocidad relativa entre fases es nula [60].

∂αlρl
∂t

+ ∇⃗ · (αlρlV⃗ ) = Sαl (2.111)

∂αvρv
∂t

+ ∇⃗ · (αvρvV⃗ ) = Sαv = −Sαl (2.112)

Dividiendo ambas expresiones por la correspondiente densidad y sumando resulta:

∂(αl + αv)

∂t
+ ∇⃗ · (αlV⃗ + αvV⃗ ) =

(
Sαl
ρl

− Sαl
ρv

)

∇⃗ · V⃗m =

(
Sαl
ρl

− Sαl
ρv

)

con V⃗m como la velocidad de la mezcla (o velocidad del centro del volumen). Integrando la ecua-
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ción anterior en la dirección z, es decir, a lo largo del espacio h, se obtiene la siguiente expresión:

∫ h

0
∇⃗ · V⃗m dz =

∫ h

0

(
Sαl
ρl

− Sαl
ρv

)
dz

Nuevamente, considerando la regla de integración de Leibnitz (Ec. (2.26)) y considerando

V⃗ = [u, v, w], con h como variable independiente en la dirección z, se obtiene:

−u
∣∣∣h
0

∂h

∂x
+

∂

∂x

∫ h

0
u dz − v

∣∣∣h
0

∂h

∂y
+

∂

∂y

∫ h

0
v dz + w

∣∣∣h
0
=

∫ h

0
Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
dz

Aplicando ahora las condiciones de contorno V⃗ (0) = [0, 0, 0] para la superficie de la carcasa

(z = 0) y V⃗ (h) = [us, vs, ws] para la superficie del eje rotante (z = h), la expresión se reduce a:

−us
∂h

∂x
+

∂

∂x

∫ h

0
u dz − vs

∂h

∂y
+

∂

∂y

∫ h

0
v dz + ws = Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h (2.113)

Para resolver las integrales de la ecuación (2.113), es necesario conocer e integrar los perfiles

de velocidad para u y v a lo largo del espesor de pelı́cula tal como se realizó previamente. Cabe

recordar que no se considera movimiento relativo entre las superficies en la dirección axial, por lo

tanto, vs = 0. Sustituyendo las ecuaciones (2.28) y (2.29) en (2.113) se obtiene:

−us
∂h

∂x
+

∂

∂x

[
− h3

12µm

∂p

∂x
+
us
2
h

]
+

∂

∂y

[
− h3

12µm

∂p

∂y

]
+ ws = Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h (2.114)

donde la viscosidad de la mezcla µm se define como:

µm = αlµl + (1− αl)µv (2.115)

La elección de la ecuación constitutiva para la viscosidad de la mezcla depende del tipo de

fluidos involucrados. En el caso del presente estudio, que se centra en los lubricantes lı́quidos y su

fase de vapor o aire preexistente, la regla presentada es la que mejor se ajusta a los resultados ex-

perimentales. Es necesario definir esta regla especı́ficamente en el caso de los cojinetes lubricados

por gas en equilibrio con su fase lı́quida [60] o en el caso de las mezclas lı́quidas. Si el análisis an-

terior se lleva a cabo por fases, es posible demostrar que la expresión de la viscosidad de la mezcla

es equivalente a la media armónica de las viscosidades de cada fase. Sin embargo, los resultados

obtenidos pueden no corresponder a los experimentos, lo que demuestra que la viscosidad de la

mezcla no se deriva de los equilibrios de masa y momento, sino de efectos reológicos que deben

definirse empı́ricamente.

Reorganizando la Ecuación (2.114) se obtiene la ecuación de Reynolds para dos fases con un
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término fuente dependiente de la transferencia de masa:

∂

∂x

[
− h3

12µm

∂p

∂x
− us

2
h

]
+

∂

∂y

[
− h3

12µm

∂p

∂y

]
= Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h− ws

La ecuación obtenida en términos de derivadas parciales con respecto a la dirección circunfe-

rencial (x) y la dirección axial (y), tras integrar en la dirección radial (z), conduce a un modelo

bidimensional que considera la tercera dimensión a través del espesor del muñón, h(x), y pue-

de describirse como un modelo 2.5D. El término ws debe ser considerado al igual que el caso

dinámico presentado en la Ec. (2.66). Es posible expresar estas ecuaciones utilizando operadores

vectoriales,

∇⃗xy ·
[
− h3

12µm
∇⃗xyp− u⃗s

h

2

]
= Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h− ws (2.116)

Definiendo,

V⃗xy = − h3

12µm
∇⃗xyp− u⃗s

h

2

La expresión a resolver finalmente queda:

∇⃗xy · V⃗xy = Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h− ws (2.117)

donde ∇⃗xy corresponde al operador de divergencia bidimensional y V⃗xy es el flujo conservativo

que se utiliza posteriormente para la advección de la fracción volumétrica α, garantizando la con-

servación de la masa. De manera similar, al integrar la ecuación de transporte para la variable αl

(Ec. (2.111)) a lo largo del espacio,

∫ h

0

∂αl
∂t

dz +

∫ h

0
∇⃗ · (αlV⃗ ) dz =

∫ h

0

Sαl
ρl

dz

se obtiene,
∂αl
∂t

h+ ∇⃗xy · (αlV⃗xy) + αlws =
Sαl
ρl
h (2.118)

A partir de las Ecs. (2.111) y (2.112) se puede derivar el balance de masa de la mezcla:

∂ρm
∂t

+ ∇⃗ · (ρmV⃗ ) = 0 (2.119)

donde la densidad de la mezcla ρm es definida como:

ρm = αlρl + (1− αl)ρv (2.120)
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Realizando las operaciones algebraicas correspondientes,

∂ρm
∂t

+ V⃗ · ∇⃗(ρm) + ρm∇⃗ · V⃗ = 0

Dρm
Dt

+ ρm∇⃗ · V⃗ = 0

∇⃗ · V⃗ = − 1

ρm

Dρm
Dt

= −(ρv − ρl)

ρm

Dαv
Dt

(2.121)

La definición utilizada para la densidad sigue el mismo análisis realizado para la viscosidad

en lo que respecta a las relaciones empı́ricas. Utilizando el resultado de la ecuación (2.121) y

reorganizando las ecuaciones (2.111) y (2.112), se obtiene la siguiente relación para el término

fuente Sαl:

Sαl =
ρlρv
ρm

Dαv
Dt

(2.122)

Debe tenerse en cuenta que µm, ρm, Sαl dependen de la variable αl a través de las Ecuaciones

(2.117) y (2.118). Ambas ecuaciones están acopladas y no pueden resolverse independientemente

una de otra [69]. En el caso de utilizar métodos segregados, como se presentará más adelante, es

necesario lograr un acoplamiento suficiente para garantizar el orden de convergencia deseado.

El modelo obtenido en la ecuación (2.117) y la ecuación (2.118) presenta similitudes con el

presentado por Zuber y Dougherty (ZD) [60], ya que se trata de un modelo mixto. Ambos con-

sideran la suma ponderada de las fases para obtener una única expresión similar a la ecuación de

Reynolds para el conjunto, incluyendo un término fuente/sumidero que tiene en cuenta el cambio

de fase del fluido lubricante. A pesar de las similitudes, hay que aclarar que en el modelo ZD el

lubricante corresponde a un gas con una fracción mı́nima de condensado, que no se tiene en cuenta

en el cálculo de la viscosidad y la densidad. Además, la distribución de esta fase lı́quida no se des-

cribe mediante ecuaciones de transporte. En el caso del modelo presentado, la fase primaria es un

lubricante lı́quido con presencia de gases en su interior. Durante la cavitación, el cambio de fase

produce vapores que se incorporan a la fase gaseosa en concentraciones de hasta más del 50 %,

por lo que el efecto sobre las propiedades del lubricante no es insignificante. Del mismo modo, el

transporte de la fase cavitada influye considerablemente en el perfil de presión [95], por lo que es

necesario conocer la distribución de las burbujas dentro del cojinete, que se rige por la ecuación

(2.118) y que no se trata en el modelo ZD. Otra diferencia fundamental entre los dos enfoques es

que el modelo ZD considera un flujo compresible, por lo que la formulación en densidad o pre-

siones es equivalente utilizando una ecuación de estado. Sobre la base en lo anterior es que este

modelo presentado es original y cubre áreas aún sin resolver en la literatura [96].
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Figura 2.15: Burbuja esférica en el seno de un lı́quido.

2.7. Modelos de cavitación

Como se mencionó anteriormente, la fase dispersa está compuesta por burbujas de gas y/o

vapor lubricante preexistentes, para lo cual es necesario definir un modelo para su dinámica. Este

modelo debe permitir la caracterización del cambio de fase y su término fuente/sumidero asociado.

A continuación, se propone el uso de la Ec. (2.123), denominada ecuación de Rayleigh-Plesset

donde se considera que las burbujas son esferas perfectas de radio R(t) en función del tiempo, tal

como se muestra en la Fig. 2.15. En esta expresión, los términos del lado izquierdo corresponden

a los términos inerciales [97]. En el lado derecho, el primero modela el comportamiento viscoso

de la burbuja, siendo ρl la densidad del lı́quido, µl la viscosidad del lı́quido y κs la viscosidad

superficial dilatacional [7]. El segundo considera el efecto de la tensión superficial de la burbuja

σs, y finalmente el último término corresponde a la diferencia entre la presión dentro de la burbuja

pb y la presión, p, del lı́quido circundante. Por simplificación, se considera R(t) = R.

RR̈+
3

2
Ṙ2 = − 4

ρlR

(
µl +

κs
R

)
Ṙ− 2σs

ρlR
+
pb − p

ρl
(2.123)

Considerando un número constante nbl de micronúcleos de burbujas de vapor por unidad de

volumen en un lı́quido incompresible [69], αv se puede expresar como:

αv =
4
3πnblR

3

1 + 4
3πnblR

3
(2.124)

A partir de esta expresión, también se puede obtener el valor del tamaño de la burbuja, R,

como:

R3 =
3

4πnbl

(
αv

1− αv

)
(2.125)
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La aproximación de que las burbujas son esféricas cuando el orden de magnitud de su tamaño

es similar al espesor de la pelı́cula de fluido es una suposición idealizada que no representa la

fı́sica real del problema, especialmente en los casos en que la relación de aspecto de la celda

computacional es grande. Sin embargo, esta aproximación se utiliza de todos modos dado que

resulta práctica y concuerda bien con los resultados experimentales [7]. Al derivar la Ec. (2.124),

se determina el modelo de transferencia de masa entre las fases lı́quida y gaseosa Sαl :

Sαl =
ρlρv
ρm

Dαv
Dt

= 3
ρlρv
ρm

αl(1− αl)
Ṙ

R
(2.126)

El valor de Ṙ depende del modelo de crecimiento de burbujas adoptado para el fenómeno en

estudio [64, 69]. Los modelos para caracterizar Ṙ se presentan en las siguientes subsecciones.

2.7.1. Modelo de cavitación vaporosa

Para modelar la cavitación vaporosa, se utiliza el modelo de Schnerr-Sauer [64], en el que

se considera el crecimiento y la desintegración de las burbujas de vapor a partir de núcleos de

cavitación ya formados. Este modelo ha demostrado ser fiable en una amplia gama de aplicaciones

prácticas y puede aplicarse en diversas condiciones de funcionamiento en las que hay una gran

presencia de burbujas [98]. Para este modelo, se considera que la presión dentro de la burbuja

es constante e igual a la presión de vapor del lubricante (pb = pv) y se desprecia la presencia

de gases no condensables. El término de segundo orden de la Ec. (2.123) puede evitarse porque

solo es relevante en los momentos iniciales del crecimiento de la burbuja. Además, a partir de un

análisis de orden de magnitud, se puede determinar que cuando la burbuja es mucho más grande

que el núcleo original, los términos de tensión superficial y viscosidad son insignificantes [99],

por lo tanto:

Ṙ ≈
√

2

3

pv − p

ρl
(2.127)

Sαl =
3

R

ρlρv
ρ
αl(1− αl)

√
2

3

|pv − p|
ρl

donde Sαl corresponde a la tasa de condensación Sc cuando p > pv y a la tasa de vaporización

Sv cuando p < pv. Si la presión aplicada p es igual a la presión de vapor pv, la burbuja estará

en equilibrio. Sin embargo, si p < pv, la burbuja crecerá según la Ec. (2.127). Esta ecuación es

válida siempre que la burbuja sea al menos tres veces más grande que el núcleo inicial. El error en

la estimación de la velocidad de crecimiento del lı́mite utilizando esta aproximación es inferior al

2 % [99].
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2.7.2. Modelo de pseudo-cavitación

Si se considera la presencia de gases no condensables a partir de burbujas preexistentes con

radio Ro, se puede suponer que el comportamiento de la presión dentro de la burbuja pb sigue un

proceso adiabático en virtud de la ley de presiones parciales de Dalton a través del coeficiente de

expansión k. Esta hipótesis se considera debido a que debido a la rapidez del proceso de cambio

de volumen de la burbuja pueden despreciarse los efectos térmicos y a que no hay gas adicional

difundiendo hacia el interior de la burbuja [17, 97]. Del mismo modo que en el modelo de cavita-

ción vaporosa, se desprecian los términos inerciales de la ecuación (2.123). Aunque el análisis del

orden de magnitud indica que los efectos viscosos son insignificantes, el término se mantiene para

mejorar la estabilidad numérica en la implementación [7], por lo tanto:

Ṙ ≈ R

4

(
µl +

κs
R

)−1
[
po

(
Ro
R

)3k

− 2σs
R

− p

]
(2.128)

En este caso concreto, dado que la masa contenida en la burbuja es constante mientras que

su volumen varı́a desde su radio inicial Ro a la presión inicial po, la densidad del interior debe

recalcularse como:

ρb = ρg

(
R

Ro

)3

2.7.3. Modelo de cavitación gaseosa

La cavitación gaseosa se caracteriza por el modelo propuesto por Zhou [100], que considera la

dinámica del gas cuando es liberado y absorbido por el lı́quido a través de un proceso de difusión.

Este modelo presenta una buena predicción de los cambios en la densidad y elasticidad del fluido

al considerar la presencia de una fracción de masa de gas libre fg que es el producto de un cambio

en la solubilidad del gas en el lı́quido. El modelo permite resolver las limitaciones que surgen al

utilizar la ley de Henry en estados transitorios, ya que dicha modelación considera la liberación y

absorción de gas como procesos instantáneos. Para la aplicación del modelo, también se considera

que las burbujas formadas cumplen con la ecuación de Rayleigh-Plesset y que la cantidad de masa

de gas que puede disolverse en un lı́quido fgh a una presión dada tiende al valor predicho por la

ley de Henry en estado estacionario. La presión de saturación ps por debajo de la cual se genera

la liberación de gas disuelto en el lı́quido se considera la presión atmosférica. La fracción de gas

dentro del lı́quido es máxima (e igual a la fracción de masa inicial fg0) para presiones superiores

a la presión de referencia (p > ps) y es cero cuando la presión disminuye por debajo de la presión
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de vapor (p < pv). Para presiones intermedias, se propone una interpolación lineal,

fgh =


0 p < pv

fg0

(
1− p− pv

ps − pv

)
pv < p < ps

fg0 p > ps

Dado que el modelo de Zhou se basa en fracciones de masa, es necesario formular las relacio-

nes con fracciones de volumen. La Ec. (2.129) expresa la equivalencia entre la fracción de masa

fg y la fracción volumétrica αg para el gas. A partir de la ley de Dalton (Ec. (2.130)), la variación

local en la densidad del gas se expresa en términos de la densidad de equilibrio ρg0, la presión de

equilibrio p0, el campo de presión p y el coeficiente politrópico del gas k. La Ec. (2.131) formula

la variación en la densidad del fluido considerando el módulo elástico del lı́quido E, que a su vez

depende de la fracción de gas libre presente fg, el coeficiente politrópico k y el módulo elástico

del lı́quido puro E0.

αg = fg
ρl
ρg

(2.129)

ρg = ρg0

(
p

p0

)1/k

(2.130)

ρl = ρl0 exp((p− p0)/E0) (2.131)

Teniendo en cuenta todo lo anterior, la expresión simplificada para la tasa de formación de

burbujas debido a un proceso difusivo propuesta por Zhou se calcula como:

Sαl =


Cc
τ
αg(αgh − αg)

√
|p− ps| fg > fgh

Cv
τ
αg(αgh − αg)

√
|p− ps| fg ≤ fgh

(2.132)

En esta expresión, el término impulsor es la diferencia entre la presión del lı́quido y la presión

de equilibrio, pero el factor determinante de si se produce o no la difusión es la concentración

másica del gas. La fracción másica del gas se compara con la fracción másica máxima que puede

disolverse en el lı́quido según la ley de Henry para esa condición de presión. Los parámetros Cc y

Cv son coeficientes que representan parámetros fı́sicos del fluido que deben identificarse para cada

caso particular y que no pueden caracterizarse analı́ticamente. Estos coeficientes dependen de las

propiedades del fluido, ası́ como del comportamiento macroscópico de la burbuja. En este caso,

se considera Cc = 2000 para la absorción y Cv = 0.01 para la liberación de gas. Para el análisis

de los cojinetes hidrodinámicos, se toma como tiempo caracterı́stico τc el tiempo que tarda una
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burbuja en recorrer todo el dominio [99]. El modelado de la dinámica de la cavitación gaseosa es

un aspecto que generalmente no se encuentra en la literatura.

2.8. Texturas superficiales

Uno de los temas de investigación actuales en el campo de la lubricación hidrodinámica es

el análisis de la reducción de la fricción y el aumento de la capacidad de carga a velocidades

de rotación cada vez menores y en geometrı́as más pequeñas que las de los cojinetes utilizados

habitualmente [27, 29, 30, 101]. En este contexto, existe un consenso general respecto a que el

texturizado superficial puede mejorar el desempeño de la pelı́cula lubricante [31]. El texturizado

implica la introducción intencional de cavidades bien definidas en una de las superficies del coji-

nete [32], a diferencia de la rugosidad superficial, que generalmente se considera aleatoria y difı́cil

de caracterizar con precisión. La literatura sugiere que estas texturas pueden cumplir diversas fun-

ciones: aumentar la capacidad de carga, reducir la fricción, retener partı́culas de desgaste, mejorar

la rigidez de la pelı́cula o actuar como concentradores de cavitación [27].

En los cojinetes hidrodinámicos sin texturizado superficial, el campo de presiones es suave

(Fig. 2.16a) y no presenta cambios abruptos en sus valores. Sin embargo, la presencia de texturas

da lugar a un perfil de presión que depende de la posición de las cavidades y del huelgo mı́nimo.

Las texturas pueden ubicarse en la superficie de la carcasa en posiciones fijas, independientemente

del tiempo o de la velocidad angular del eje (Fig. 2.16b). En cambio, si las texturas se sitúan

sobre el eje, las cavidades se desplazan con la rotación de este (Fig. 2.16c). En este último caso,

la posición de las texturas cambia con el tiempo y rota con la velocidad angular ωb; por lo tanto,

la influencia de estas sobre el campo de presiones rota con ωb, generando un efecto dependiente

del tiempo y lleva a que el rotor nunca encuentre un estado estacionario, oscilando continuamente

alrededor de su posición de equilibrio.

La presencia de texturas superficiales en el plano xy (Fig. 2.4b) se incorpora sumando la

profundidad local de la textura ht(x, y) a la ecuación del espesor nominal de la pelı́cula, de la

siguiente manera [33]:

h(x, y) = c (1− ε cosx) + ht(x, y) (2.133)

El número de texturas en las direcciones circunferencial y axial se define mediante Nθ y Ny,

respectivamente. La Fig. 2.17 ilustra las formas geométricas consideradas en este estudio. En

general, el tamaño de la textura puede caracterizarse por un único parámetro rt, mientras que

el perfil de profundidad depende de la geometrı́a especı́fica. Para texturas de fondo plano, como

las de forma cuadrada (SQ), cilı́ndrica (CY), triangular (TR) o Chevron (CH), la profundidad ht
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(a) Cojinete liso (b) Carcasa texturada (c) Eje texturado

Figura 2.16: Posibles configuraciones de un cojinete hidrodinámico texturado.

(a) Cuadradas (SQ) (b) Cilı́ndricas (CY) (c) Triangulares (TR) (d) Semiesferas (SP) (e) Chevron (CH)

Figura 2.17: Referencias geométricas de las texturas.

permanece constante e igual a la profundidad caracterı́stica ∆h dentro del dominio texturado Γt.

Por el contrario, para texturas con forma de cavidad esférica (SP), ht varı́a localmente sobre el

área de esta. La función de profundidad para cada caso se define de la siguiente manera:

ht(x, y) =



∆h para SQ, CY, TR y CH

∆h

r2t

√
r2t − ((x− xc)2 + (y − yc)2) para SP

0 cualquier otro

si (x, y) ∈ Γt

(2.134)

donde xc e yc denotan las coordenadas del centro de la textura.

2.9. Contacto entre superficies

Los desarrollos convencionales sobre la teorı́a de lubricación consideran las superficies del

cojinete como idealmente lisas. En la realidad, sin embargo, la rugosidad superficial en elementos

de máquina es del mismo orden de magnitud que el espesor de pelı́cula lubricante. Incluso puede

ser mayor en los casos donde comienza a haber contacto entre ambas superficies [48].
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Figura 2.18: Esquema de la separación entre dos superficies rugosas.

Resumidamente, el contacto entre superficies puede resolverse a partir de formas: un modelo

estocástico o un modelo determinı́stico. Los primeros estudios se enfocaron en el modelo estocásti-

co usando parámetros estadı́sticos para representar la rugosidad de la superficie y su lubricación.

Dentro de estos estudios se encuentra el realizado por Patir y Cheng [102] donde presentan coefi-

cientes que afectan al flujo calculado por la ecuación de Reynolds y que son ampliamente acep-

tados por la comunidad. Estos modelos simulan globalmente el efecto de la rugosidad y predicen

tendencias generales y valores promedio de la presión en la pelı́cula hidrodinámica.

Los análisis determinı́sticos son generalmente complicados y requieren de un excesivo tiempo

de cálculo. Al dı́a de hoy, los modelos estocásticos son ampliamente utilizados debido a su re-

lativa simpleza y eficiencia. En esta sección, se desarrolla la denominada ecuación de Reynolds

promediada propuesta por Patir y Cheng la cuál resulta una herramienta fundamental para los

análisis estocásticos de lubricación. Luego, se comentan las implicancias del modelo estocástico

de contacto propuesto por Greenwood-Williamson.

2.9.1. Factores de flujo

La ecuación promediada de Reynolds permite calcular la generación de presión hidrodinámica

en una pelı́cula lubricante contenida entre dos superficies rugosas. El huelgo local o espesor local

de la pelı́cula lubricante hT , es definido de la siguiente forma:

hT (θ, y) = h(θ, y) + δ1(θ, y) + δ2(θ, y) (2.135)

donde h es el huelgo definido por la distancia entre el nivel medio de las dos superficies rugo-

sas, tal como se muestra en la Fig. 2.18, y δ1 y δ2 son las alturas aleatorias de las rugosidades

superficiales medidas desde el nivel medio de la superficie correspondiente. Este tipo de rugosida-

des se consideran muy pequeñas y con una pendiente suave de forma de poder calcularse con las

hipótesis planteadas en la ecuación de Reynolds.

En el punto de contacto hT = 0, la separación promedio h̄T es definida como:

h̄T =

∫ ∞

−h
(h+ δ)f(δ) dδ (2.136)
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en donde δ = δ1 + δ2 es la rugosidad combinada y f(δ) es la función densidad de probabilidad de

δ. Recordando la ecuación de Reynolds para un flujo a dos fases isotérmico e incompresible, pero

considerando el huelgo local hT , se obtiene:

∂

∂x

[
−

h3T
12µm

∂p

∂x
− us

2
hT

]
+

∂

∂y

[
−

h3T
12µm

∂p

∂y

]
= Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
hT − ws

Se pueden redefinir los caudales volumétricos en dirección x e y calculados en (2.28) y (2.29),

como:

qx = −
h3T

12µm

∂p

∂x
+
ωbrb
2
hT (2.137)

qy = −
h3T

12µm

∂p

∂y
(2.138)

Introduciendo los factores de flujo debido a la presión ϕx y ϕy, y el factor de flujo debido al

corte ϕs, podemos obtener flujos promediados expresados como:

q̄x = −ϕx
h̄3T

12µm

∂p̄

∂x
+
ωbrb
2
h̄T + σRϕs

ωbrb
2

(2.139)

q̄y = −ϕy
h̄3T

12µm

∂p̄

∂y
(2.140)

donde p̄ es la presión media, ϕx y ϕy son definidos como la relación entre los flujos impulsados por

la presión con respecto a dos superficies lisas en las direcciones x e y respectivamente (por lo tanto,

en superficies lisas ϕx = ϕy = 1). Por otra parte, σR corresponde con la raı́z media cuadrática

de la rugosidad, el término adicional que aparece en la Ec. (2.139) representa el flujo arrastrado

y que, junto con ϕs, determinan el flujo por corte adicional debido al movimiento relativo entre

ambas superficies.

Finalmente, sustituyendo nuevamente en la ecuación de Reynolds a dos fases se obtiene:

∂

∂x

[
−ϕx

h̄3T
12µ

∂p̄

∂x
− ωbrb

2
h̄T + σRϕs

ωbrb
2

]
+

∂

∂y

[
−ϕy

h̄3T
12µ

∂p̄

∂y

]
= ...

Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
hT − ws

(2.141)

Para determinar el valor de los factores de flujo ϕx, ϕy y ϕs es necesario realizar un análisis

comparativo del comportamiento de la pelı́cula lubricante cuando está contenida entre dos super-

ficies lisas frente a cuando se encuentra entre superficies rugosas. Para algunas superficies con

irregularidades simples, es posible encontrar expresiones analı́ticas, pero en la mayorı́a de los ca-

sos, con rugosidades aleatorias esto no es posible. Patir y Cheng [103] realizaron simulaciones
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Figura 2.19: Modelo utilizado por Patir y Cheng para la estimación por simulación de los factores de flujo.

para un elemento rectangular de dimensiones Lx × Ly como el que se muestra en la Fig. 2.19.

Este elemento es muy pequeño comparado con el tamaño del cojinete completo, pero es sufi-

cientemente grande para ser estadı́sticamente representativo del comportamiento de las asperezas

superficiales.

Para ambas superficies rugosas, cada una con su topografı́a y un determinado huelgo nominal

constante, la ecuación de Reynolds puede resolverse para las siguientes condiciones de borde:

p = pA para x = 0;

p = pB para x = Lx;

∂p

∂y
= 0 para y = 0, y , y = Ly

(2.142)

Dado que ambas superficies se encuentran fijas (us = ws = 0), la Ec. (2.139) se reduce a:

∂

∂x

[
− h3

12µ

∂p

∂x

]
+

∂

∂y

[
− h3

12µ

∂p

∂y

]
= 0 (2.143)

Esta expresión puede resolverse numéricamente para las superficies rugosas y, posteriormente,

conociendo el valor de la distribución de presiones, puede calcularse el flujo promedio por unidad

de área , q̄x. Luego, el factor de flujo debido a los efectos de la presión se calcula como:

ϕx =
q̄x
qx

=

[
1

Ly

∫ Lx

0

(
h3

12µ

∂p

∂x

)
dy

]
1

qx
(2.144)

en la cuál, qx puede ser fácilmente calculado dado que:

qx =
h3

12µ

pB − pA
Lx

(2.145)

Resulta evidente que ϕx dependerá de la distribución de las rugosidades y del espesor de la

pelı́cula lubricante. Para describir las principales caracterı́sticas de la topografı́a Patir y Cheng

[103] definieron dos parámetros fundamentales: la raı́z cuadrática media de la distribución (σR)
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Figura 2.20: Orientaciones tı́picas de la rugosidad y patrones de flujo longitudinales (γR > 1), isotrópicos (γR = 1) y
transversales (γR < 1).

y el parámetro de orientación γR. El subı́ndice R se utiliza en ambos casos para diferenciar las

variables utilizadas en el contexto de la estimación de los efectos de la rugosidad respecto de otras

variables similares en las demás secciones de esta tesis.

La Fig. 2.20 muestra las tı́picas orientaciones de la rugosidad con diferentes valores de γR,

ası́ como también, sus correspondientes patrones de flujo. La simulación computacional empleada

por Patir y Cheng [104] generaba superficies rugosas aleatorias para dos de estos parámetros bien

definidos bajo la suposición de una distribución Gaussiana de las alturas de la rugosidad. Usando

las superficies generadas, se puede resolver numéricamente el flujo que circula y determinar el

valor del coeficiente ϕx.

Para minimizar el efecto de los valores aleatorios, el cálculo fue repetido unas diez veces por

cada caso estadı́sticamente idéntico y luego promediado entre todos los resultados. Basados en

estos datos, Patir y Cheng [103] derivaron expresiones que ajustan con los resultados obtenidos y

permiten evaluar el factor de flujo ϕx. El mismo procedimiento puede aplicarse para analizar el

valor de ϕy. Las expresiones obtenidas son:

 ϕx = 1− CRe
−rRHR para γR ≤ 1

ϕx = 1 + CRH
−r
R para γR > 1

(2.146)

ϕx(γR) = ϕ(1/γR) (2.147)

donde HR = h/σR y los coeficientes de ajuste de la correlación CR y rR se encuentran descriptos

en la Tabla 2.3.

Por su parte, el factor de flujo por corte ϕs se puede determinar a través de simulaciones bajo

un gradiente de presiones nulo sobre el elemento rugosos simulado (pA = pB). Sin embargo, se

prescribe un movimiento relativo entre las superficies sin que se produzca arrastre (por ejemplo,

imponiendo velocidades de igual magnitud pero sentido contrario a cada superficie). Bajo estas

circunstancias, se puede resolver la ecuación (2.143) en busca de obtener el campo de presiones.

Si ambas superficies fuesen lisas, la Ecuación (2.143) darı́a un valor constante PA y no habrı́a
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γR CR rR Rango
1/9 1.48 0.42 h/σR > 1

1/6 1.38 0.42 h/σR > 1

1/3 1.18 0.42 h/σR > 0.75

1 0.90 0.56 h/σR > 0.5

3 0.225 1.50 h/σR > 0.5

6 0.52 1.50 h/σR > 0.5

9 0.87 1.50 h/σR > 0.5

Tabla 2.3: Coeficientes CR y rR para las ecuaciones (2.146).

flujo neto. En cambio, los efectos combinados de la rugosidad y del movimiento deslizante pueden

producir variaciones locales de la presión y un flujo neto puede ser calculado de acuerdo con la

Ec. (2.137), como:

q̄x =
1

LxLy

∫ Ly

0

∫ Lx

0
qx dxdy =

1

LxLy

∫ Ly

0

∫ Lx

0

(
−
h3T
12µ

∂p

∂x

)
dxdy = ER

(
−
h3T
12µ

∂p

∂x

)
(2.148)

donde el operador ER representa el valor esperado de la variable aleatoria y es una media ponde-

rada de todos los resultados posibles dentro del elemento Lx×Ly. Dado que el gradiente medio de

presiones es nulo, al igual que la velocidad de arrastre, a partir de la Ec. (2.139) puede obtenerse:

q̄x =
u1 − u2

2
σRϕs (2.149)

Por lo tanto, el factor de flujo por corte puede ser evaluado como:

ϕx =
2

σR(u1 − u2)
ER

(
−
h3T
12µ

∂p

∂x

)
(2.150)

Basados en un gran número de simulaciones numéricas, la curva de ajuste propuesta por Patir

y Cheng [96] para el factor ϕs resulta:
Φs = A1

(
h
σR

)α1

e−α2(h/σR)+α3(h/σR)
2

para h/σR ≤ 5

Φs = A2e
−0.25(h/σR) para h/σR > 5

(2.151)

donde Φs es el factor de flujo por corte asociado a una única superficie y los coeficientes A1, A2,

α1, α2 y α3 puede encontrarse en la Tabla 2.4.

De forma similar a los factores de flujo por presión, el factor por corte es una función única-

mente dependiente del espesor de la pelı́cula lubricante y de los parámetros de la rugosidad σR

y γR. Sin embargo, a diferencia de los factores ϕx que dependı́an de la estadı́stica de la combi-
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nación de las rugosidades (δ = δ1 + δ2), los factores de flujo por corte se relacionan de forma

independiente con cada superficie. Por lo tanto, el factor de flujo por corte ϕs será función de h,

σR1, σR2, γR1 y γR2. A través de experimentos numéricos, se encuentra que ϕs puede tomar la

siguiente forma:

ϕs =

(
σR1

σR

)2

Φs1 −
(
σR2

σR

)2

Φs2 (2.152)

Puede observarse que cuando ambas superficies tienen el mismo valor valor de σR, y el mismo

patrón γR, el factor de flujo ϕs se vuelve nulo, y no hay flujo neto como resultado del movimiento

deslizante. Si la Superficie 2 es lisa, y la Superficie 1 es rugosa, ϕs tendrá un valor positivo,

mientras que si se presenta la situación inversa, el factor ϕs será negativo.

Las Figs. 2.21a y 2.21b muestran la variación de los factores de flujo de presión y de corte con

respecto al parámetro h/σR para diferentes valores de γR. Se observa que para relaciones de h/σR

mayores a 7, independientemente del valor de γR, el factor de flujo ϕx tiende a 1, siendo entonces

un flujo indistinguible del caso liso. Respecto al factor de flujo por corte ϕs, la influencia de la

relación h/σR se mantiene aún siendo relevante para valores mayores a 7, y es muy dependiente

del valor de γR.

γR A1 α1 α2 α3 A2

1/9 2.046 1.12 0.78 0.03 1.856
1/6 1.962 1.08 0.77 0.03 1.754
1/3 1.858 1.01 0.76 0.03 1.561
1 1.899 0.98 0.92 0.05 1.126
3 1.560 0.85 1.13 0.08 0.556
6 1.290 0.62 1.09 0.08 0.388
9 1.011 0.54 1.07 0.08 0.295

Tabla 2.4: Coeficientes para las ecuaciones (2.151)
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(a) Entre una superficie lisa y una rugosa. (b) Entre dos superficies rugosas.

Figura 2.22: Esquema del contacto normal entre dos superficies planas.

2.9.2. Cálculo de la carga aplicada sobre las asperezas superficiales

Las dificultades que se presentan a la hora de resolver el contacto entre las asperezas de la

superficie requiere de que se utilicen simplificaciones y aproximaciones aún cuando estos picos

sean modelados de forma suave. El contacto entre dos superficies rugosas puede ser visto de for-

ma simplificada como el contacto entre las cumbres de las asperezas superficiales. Greenwood y

Williamson [105] fueron pioneros en el estudio del contacto entre superficies. El modelo repre-

sentativo propuesto asume las siguiente simplificaciones:

La superficie rugosa es representada por un gran número de asperezas que tienen idéntica

forma esférica pero que difieren en su altura respecto del plano de referencia.

Cada par de asperezas en contacto no se encuentran alineadas por lo que el contacto ocurre

en las laderas de estas cumbres.

Estadı́sticamente la altura hR de las asperezas tiene una función de probabilidad, ϕ(hR) que

cumple con una distribución Gaussiana.

Cada par de asperezas en contacto actúa independientemente y la interacción entre diferen-

tes pares de asperezas no es considerada.

Basándose en estas suposiciones, cada contacto entre asperezas puede ser analizada indivi-

dualmente usando las formulas de contacto Hertzianas que describen la deformación y las tensio-

nes en el contacto de cuerpos elásticos [48, 105]. Previo al análisis, es necesario realizar algunas

definiciones sobre los parámetros geométricos que caracterizan a las asperezas superficiales y al

contacto. La Fig. 2.22a muestra el contacto entre una superficie lisa y una rugosa, donde la sepa-

ración dR está definida por la separación con respecto al plano de referencia de las rugosidades.

Por lo tanto, el contacto quedará definido por aquellas asperezas con alturas mayores a dR. La

verdadera área de contacto se corresponde con la suma de todos los contactos individuales y la

carga total soportada por el contacto será la suma de la carga asumida por cada aspereza.

Definiendo a la densidad de asperezas como ηR y al área nominal de contacto como Ac, el

número de asperezas es nR = ηRAc. Considerando, que las asperezas poseen radio βR y, estable-



70 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE LA LUBRICACIÓN HIDRODINÁMICA

ciendo el módulo elástico equivalente E∗ como,

E∗ =

(
1− ν21
E1

+
1− ν22
E2

)−1

(2.153)

donde ν y E, se corresponden con el coeficiente de Poisson y el módulo elástico de la superficie

1 y 2. Cuando se produce el contacto, puede considerarse una deformación local δR a partir de un

modelo de penalidad que asimile a una interpenetación, donde el área de contacto de una aspereza

Aa y la carga aplicada sobre ella Wa se determinen mediante:

Aa = πβRδR (2.154)

Wa =
4

3
E∗δ

3/2
R β

1/2
R (2.155)

El número esperado de asperezas en contacto en el área nominal puede determinarse como:

NT = nR

∫ ∞

d
ϕ(hR) dhR (2.156)

Considerando δR = hR − d, el área total de asperezas en contacto será:

AT = πnRβR

∫ ∞

d
(hR − d) ϕ(hR) dhR (2.157)

Finalmente, la carga total del contacto puede ser escrita como:

Wc =
4

3
nRE

∗β
1/2
R

∫ ∞

d
(hR − d) ϕ(hR) dhR (2.158)

Posteriormente, Greenwood y Tripp [106] derivaron expresiones similares para el caso donde

ambas superficies presenten rugosidades (Fig. 2.22b) con desalineaciones entre las dos asperezas

en contacto, introduciendo un parámetro adicional λR definido como:

λR =
h̄R
σR

(2.159)

Considerando a Ñ como el número de asperezas en contacto por unidad de área de contacto

nominal, a Ã como el cociente entre el área de contacto de las asperezas y el área nominal de
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contacto y a p̃, como la presión media de contacto, se obtienen las siguientes expresiones:

Ñ =
NT

Ac
= 4πηR(ηRβRσR)F1(λR) (2.160)

Ã =
AT
Ac

= π2(ηRβRσR)
2F2(λR) (2.161)

p̃ =
Wc

Ac
= 2KRE

∗F5/2(λR) (2.162)

KR =
8
√
2

15
π(ηRβRσR)

2

√
σR
βR

(2.163)

con, Fm:

Fm =
1√
2π

∫ ∞

λR

(s− λR)
m es

2/2 ds para m = 1, 2, 2/5 (2.164)

Es claro que todas las relaciones para Ñ , Ã y p̃ son dominadas por las funciones Fm que

rápidamente decaen cuando λ (o h̄R) se incrementa. Para conveniencia en el cálculo, Patir y Cheng

[102] obtuvieron de forma empı́rica la siguiente relación para F5/2:

F5/2 =

 4.4086× 10−5(4.0− λ)6.804 para 0.5 < λ < 4.0

0 para λ ≥ 4.0
(2.165)

2.10. Efectos térmicos

El comportamiento térmico de la pelı́cula lubricante cumple un rol más que relevante en un

sistema tribológico. La disipación térmica del sistema será fundamental para el control de la tem-

peratura del lubricante y por lo tanto su viscosidad. Es sabido que un incremento leve de la tem-

peratura puede producir una disminución significativa de la viscosidad y, por lo tanto, disminuir

la capacidad portante del cojinete produciendo un incremento aún mayor de la temperatura en un

proceso que se retroalimenta llevando a la rotura de la pelı́cula lubricante y dañando los elementos

de máquina por desgaste.

Las leyes de conservación de energı́a representan el pilar central de cualquier análisis que

luego puede centrarse desde un punto de vista global del sistema de lubricación (análisis integral)

o puede analizarse de forma continua a lo largo de la pelı́cula lubricante y los sólidos que la

contienen mediante un análisis termoelastohidrodinámico completo.
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2.10.1. Análisis integral

Para estimar el aumento de temperatura de la pelı́cula lubricante, puede utilizarse un modelo

global que tenga en cuenta la energı́a disipada por la fricción en las paredes [5, 8]. El par de

fricción Tf en el muñón se obtiene integrando las tensiones de corte sobre la superficie del eje A.

La expresión del par de fricción en la pelı́cula lubricante es:

Tf = rb

∫
A
τxz dA

donde la tensión cortante τxz se obtiene considerando el perfil de velocidad a lo largo del espacio

libre como la suma de un flujo de Couette y Poiseuille [3, 107]:

τxz =
h

2

∂p

∂x
+ µ

ub
h

La potencia disipada generada por la fricción del fluido entre las superficies se expresa me-

diante la siguiente ecuación:

Wh = Tfωb

Suponiendo que el lubricante transporta un porcentaje λ de la potencia total disipada Wh en la

pelı́cula fluida, el aumento de temperatura se puede expresar como [5]:

∆T = λ
Wh

ρlCpQleak
(2.166)

donde ρl es la densidad del fluido,Cp es el calor especı́fico del lubricante yQleak es el caudal axial

de fuga. Generalmente, para el contexto de cojinetes hidrodinámicos puede considerarse λ = 0.9

[8, 73]. Entonces, la temperatura efectiva de la pelı́cula lubricante es:

T = Ts +∆T (2.167)

donde Ts es la temperatura del suministro de aceite. Este enfoque térmico resulta apropiado en

función de los datos experimentales disponibles en la bibliografı́a para su validación. Por ejem-

plo, en el caso de cojinetes texturados, existe una notable escasez de mediciones de temperatura

con resolución espacial punto por punto dentro de la pelı́cula. Como resultado, la mayorı́a de las

investigaciones experimentales tienden a informar de una temperatura global representativa. Por

lo tanto, el uso de un modelo global proporciona una temperatura efectiva que puede comparar-

se de forma directa y significativa con estas mediciones experimentales disponibles. Si bien un

análisis termohidrodinámico completo (TEHD) ofrecerı́a un campo de temperatura más detallado,
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validar un modelo tan complejo serı́a difı́cil sin los correspondientes datos experimentales de alta

resolución.

2.10.2. Análisis termohidrodinámico

Si partiendo de la ecuación de balance de energı́a, se desprecia la fuente de calor externa y los

efectos de radiación térmica, la ecuación correspondiente a la pelı́cula lubricante puede expresarse

como:

ρ Cp
DT

Dt
= ∇ · (Kf∇T )−

T

ρ

∂ρ

∂T

Dp

Dt
+Φ (2.168)

donde T es la temperatura absoluta del lubricante, p es la presión hidrodinámica, ρ es la densidad

como función de T , Cp es el calor especı́fico a presión constante del lubricante y Kf es su con-

ductividad térmica. Finalmente, los cuatro términos, de izquierda a derecha, se corresponden con

el calor de convección, el calor de conducción, el trabajo de la compresión adiabática y la energı́a

de disipación viscosa. Para un fluido Newtoniano, la disipación viscosa Φ puede ser expresada en

coordenadas cartesianas como [19, 51]:

Φ = µ

[
2

(
∂u

∂x

)2

+ 2

(
∂v

∂y

)2

+ 2

(
∂w

∂z

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ ...

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)2

+

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)2

− 2µ

3

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)] (2.169)

A partir de las suposiciones aplicadas en la teorı́a de lubricación de Reynolds (Sección 2.2), la

expresión (2.169) queda reducida a:

Φ = µ

[(
∂u

∂z

)2

+

(
∂v

∂z

)2
]

(2.170)

De acuerdo a las hipótesis presentadas anteriormente, en la Ec. (2.168) la variación de la

presión en la dirección z es despreciable. A su vez, el efecto convectivo en la dirección x es

significativamente más relevante que el efecto conductivo por lo que este último se considera

insignificante. Por otro lado, debido al mı́nimo espesor de la pelı́cula lubricante, la variación de la

temperatura a lo ancho del huelgo se considera nulo. Por último, dado que el fluido es considerado

incompresible, el trabajo de la dilatación también es despreciable [1, 48, 88]. Por lo tanto, la Ec.

(2.168) resulta:

ρCp

(
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= Kf

(
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
+ µ

[(
∂u

∂z

)2

+

(
∂v

∂z

)2
]

(2.171)

Integrando esta expresión en a lo largo del huelgo, el lado izquierdo de la ecuación se expresa
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como:

ρCp

∫ h

0

(
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z

)
dz = ρCp

(
h
∂T

∂t
+ qx

∂T

∂x
+ qy

∂T

∂y

)
(2.172)

donde qx y qy se corresponden con los caudales en dirección circunferencial y axial respectiva-

mente y se calculan tal como se comentó previamente en las Ecs. (2.28) y (2.29). Por su parte, el

término conductivo se expresar como:

Kf

(
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
= Kyh

∂2T

∂y2
+Kz(T − Tw) (2.173)

donde Tw es la temperatura de las superficies. Si T = Tw, se considera que las paredes se com-

portan de forma adiabática. El primer término derivado de la disipación viscosa se integra de la

siguiente manera:

µ

∫ h

0

(
∂u

∂x

)2

dz = µ

∫ h

0

(
1

2µ

∂p

∂x
(2z − h) +

U

h

)2

dz (2.174)

= µ

∫ h

0

[
1

4µ2

(
∂p

∂x

)2

(2z − h)2 +
U2

h2

]
dz (2.175)

= µ

[
1

4µ2

(
∂p

∂x

)2 h3

3
+
U2

h

]
(2.176)

=
h3

12µ

(
∂p

∂x

)2

+
µU2

h
(2.177)

De igual manera para el segundo término correspondiente a la disipación viscosa:

µ

∫ h

0

(
∂v

∂y

)2

dz = µ

∫ h

0

(
1

2µ

∂p

∂y
(2z − h)

)2

dz (2.178)

=
h3

12µ

(
∂p

∂y

)2

(2.179)

Por lo tanto, la ecuación de energı́a para la pelı́cula hidrodinámica resulta:

ρCp

(
h
∂T

∂t
+ qx

∂T

∂x
+ qy

∂T

∂y

)
= Kyh

∂2T

∂y2
+Kz(T −Tw)+

h3

12µ

[(
∂p

∂x

)2

+

(
∂p

∂y

)2
]
+
µU2

h

(2.180)

Si se desprecia el calor de conducción en el lubricante [2], la ecuación se reduce a:

ρCp

(
h
∂T

∂t
+ qx

∂T

∂x
+ qy

∂T

∂y

)
=

h3

12µ

[(
∂p

∂x

)2

+

(
∂p

∂y

)2
]
+
µU2

h
(2.181)
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2.11. Lubricación No-Newtoniana

Considerando las hipótesis del flujo de lubricación planteadas previamente y partiendo de la

relación entre las tensiones actuantes sobre un elemento de fluido τxy y el gradiente de velocidad

de deformación γ̇, se puede obtiene:

τxy = µ(γ̇)
∂u

∂z
= µ(γ̇)γ̇ (2.182)

donde µ no es una constante del fluido, si no que será dependiente la deformación que esté

imponiéndose. A partir de esta expresión, para obtener el perfil de velocidades de un flujo no-

Newtoniano se debe utilizar el método de perturbación regular realizando una expansión en serie

en términos de una perturbación σ [108]. Perturbando el valor de la viscosidad µ y de la velocidad

en dirección circunferencial u, se obtiene:

µ = µ0 + σµ1 (2.183)

u = u0 + σu1 (2.184)

Por lo tanto, reemplazando en la Ec. (2.182)

τxy = (µ0 + σµ1)

(
du0
dz

+ σ
du1
dz

)
(2.185)

τxy = µ0
du0
dz

+ σµ1
du0
dz

+ σµ0
du1
dz

+ σ2µ1
du1
dz

(2.186)

Despreciando el término de segundo orden se obtiene:

τxy = µ0
du0
dz

+ σµ1
du0
dz

+ σµ0
du1
dz

(2.187)

τxy = µ0
du0
dz

+ σ

(
µ1
du0
dz

+ µ0
du1
dz

)
(2.188)

Realizando las simplificaciones del flujo de lubricación a las ecuaciones de Navier-Stokes se

obtiene la expresión del gradiente de presiones en el espesor al cual, si también se le aplica la

perturbación se obtiene:

∂p

∂x
=
∂τxy
∂z

=
∂p0
∂x

+ σ
∂p1
∂x

= σ
∂p1
∂x

(2.189)

donde el primer término es nulo debido a que representa al flujo Couette donde no se considera una

diferencia de presiones a lo largo de la distancia x, siendo únicamente dependiente de la diferencia
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de velocidades entre superficies. Reemplazando (2.188) en la expresión anterior, se obtiene:

∂p

∂x
=
∂τxy
∂z

(2.190)

σ
∂p1
∂x

=
∂

∂z

[
µ0
du0
dz

+ σ

(
µ1
du0
dz

+ µ0
du1
dz

)]
(2.191)

Igualando a cero los términos sucesivos de la serie perturbada según el parámetro σ de la Ec.

(2.191):

∂

∂z

(
µ0
du0
dz

)
= 0 (2.192)

∂p1
∂x

=
∂

∂z

(
µ1
du0
dz

+ µ0
du1
dz

)
= 0 (2.193)

Utilizando las condiciones de borde u0(0) = 0 y u0(h) = U , se obtiene:

u0(y) = C1y + C0 =
U

h
y (2.194)

Realizando el mismo procedimiento para la tasa de deformación τyz para la velocidad en

dirección axial v,

v = v0 + σv1 (2.195)

y utilizando como condiciones de borde v0(0) = 0 y v0(h) = 0, resulta:

∂

∂z

(
µ0
dv0
dz

)
= 0 (2.196)

∂p1
∂x

=
∂

∂z

(
µ1
dv0
dz

+ µ0
dv1
dz

)
= 0 (2.197)

v0(y) = 0 (2.198)

Teniendo en cuenta que el comportamiento viscoso que se busca modelar es el de un fluido

no-Newtoniano que cumple con una ley de potencia, la viscosidad µ en función del tensor de tasa

de deformación D queda descrita como:

µ = m(2Dij : Dij)

n− 1

2 (2.199)
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o, expresado de otra forma:

µ = m(2ID)

n− 1

2 (2.200)

donde m es la viscosidad dinámica a una temperatura T determinada, n es el coeficiente que

determina el comportamiento reológico del fluido. Por otro lado, ID es el segundo invariante del

tensor tasa de deformación que se expresa como:

ID =
1

2

[(
∂u0
∂z

)2

+

(
∂v0
∂z

)2
]
+ σ

[
∂u0
∂z

∂u1
∂z

+
∂v0
∂z

∂v1
∂z

]
(2.201)

Esta ley permite describir tres tipos de fluidos: pseudoplásticos (n < 1), dilatantes (n > 1)

y Newtonianos (n = 1). Aplicando el método de perturbación a la viscosidad, y dado que esta

depende del invariante ID se obtiene:

µ = µ0 + σµ1 = µ(I0) + I1

(
∂µ

∂I

)
Io

(2.202)

µ0 = m(2ID)

n− 1

2 = m

(
U

h

)n−1

(2.203)

µ1 = m(n− 1)
∂u1
∂y

(
U

h

)n−2

(2.204)

Sustituyendo las expresiones de u0, w0, µ0 y µ1 en las expresiones (2.192) y (2.196) e inte-

grando a lo largo de z, se calcula:

u1 =
1

2mn

(
h

U

)n−1 ∂p1
∂x

z(z − h) (2.205)

v1 =
1

2m

(
h

U

)n−1 ∂p1
∂x

z(z − h) (2.206)

Finalmente, sustituyendo los valores de u0, u1, v0 y v1 en las expresiones (2.184) y (2.195) se

obtiene el perfil de velocidad para un flujo de lubricación considerando un fluido no-newtoniano:

u(z) ≈ U

h
z +

1

2mn

(
h

U

)n−1 ∂p

∂x
z(z − h) (2.207)

v(z) ≈ 1

2m

(
h

U

)n−1 ∂p

∂x
z(z − h) (2.208)

Reemplazando los perfiles de velocidades obtenidos en la Ec. (2.113) se obtiene la ecuación
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gobernante del perfil de presiones para un fluido no-Newtoniano a dos fases:

∂

∂x

[
− h3

12µ0n

(
h

U

)n−1 ∂p

∂x
− Uh

2

]
+

∂

∂y

[
− h3

12µ0

(
h

U

)n−1 ∂p

∂y

]
= ...

Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h− wb

(2.209)



Capı́tulo 3

Métodos numéricos e implementación.

En la dinámica de fluidos computacional (Computational Fluid Dynamics - CFD), existe una

vasta diversidad de esquemas numéricos diseñados para resolver las ecuaciones diferenciales par-

ciales que rigen el movimiento de los fluidos. No es posible determinar un único método que sea

superior de forma absoluta, ya que la idoneidad de cada técnica depende estrechamente de factores

especı́ficos como la escala del dominio, el grado de exactitud requerido y la complejidad intrı́nseca

de las ecuaciones a tratar. Para que cualquier propuesta numérica sea funcional, debe integrarse en

un entorno de software en el cuál un diseño conceptual sólido sea tan crı́tico como la precisión de

sus algoritmos, puesto que los principios teóricos que sustentan el método definen la arquitectura

y fiabilidad de la herramienta final [43].

El Método de Volúmenes Finitos (Finite Volume Method - FVM) constituye una técnica de dis-

cretización que transforma las leyes de conservación, expresadas originalmente como ecuaciones

diferenciales sobre volúmenes infinitesimales, en un conjunto de ecuaciones algebraicas aplica-

das a volúmenes de control de tamaño finito. Al igual que sucede en los métodos de diferencias

finitas o elementos finitos, la fase inicial de la solución consiste en la fragmentación del dominio

geométrico en una red de elementos o celdas que no se solapan. La particularidad del FVM radica

en que las ecuaciones diferenciales se integran formalmente sobre cada volumen discreto, con-

virtiendo los términos de transporte en flujos evaluados en las superficies de contacto de dichas

celdas.

Dentro de este esquema, el flujo que atraviesa la cara de un volumen hacia el exterior es

idéntico al que entra en la celda adyacente, lo que otorga al FVM una naturaleza estrictamente

conservativa. Esta propiedad de conservación inherente es la razón primordial por la cual el FVM

es el estándar predominante en el área de CFD. Además, este método destaca por su capacidad de

operar en el espacio fı́sico sobre mallas poligonales no estructuradas, lo que facilita el modelado

de geometrı́as complejas. Asimismo, permite una gestión simplificada de las condiciones de con-

79
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torno, dado que las variables desconocidas se suelen localizar en los centroides de los volúmenes

y no directamente en las fronteras del dominio [109].

En la práctica, el método aplica balances de masa, momento y energı́a mediante el equilibrio

entre los flujos entrantes y salientes a través de las superficies lı́mite y los términos fuente genera-

dos dentro de cada elemento. En lugar de abordar un sistema fı́sico completo, como podrı́a ser un

intercambiador de calor, mediante un único volumen global, el FVM divide dicho sistema en una

multitud de volúmenes finitos interconectados. Al imponer las ecuaciones de conservación en ca-

da una de estas subdivisiones, se garantiza que la transferencia de calor y materia sea fı́sicamente

consistente y equilibrada a lo largo de todas las interfases que unen el dominio total.

Este capı́tulo se centra en una primera instancia en los aspectos generales de la discretización

de las ecuaciones de conservación escalares y vectoriales en mallas arbitrarias. Posteriormente,

se hará énfasis en la discretización del modelo fı́sico comentado en el Capı́tulo 2, donde se hará

una breve descripción de los esquemas de alta resolución y de la discretización temporal utilizada

para alcanzar la convergencia de segundo orden. Finalmente, se comenta la implementación del

modelo en la plataforma OpenFOAM®.

3.1. Método de Volúmenes Finitos (FVM)

Tal como se mencionó previamente, al igual que otros esquemas numéricos, el Método de

Volúmenes Finitos opera mediante la transformación de las ecuaciones diferenciales parciales go-

bernantes en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con la diferencia de que el proceso de

discretización posee una naturaleza distintiva que se articula en dos etapas fundamentales. Duran-

te la primera etapa, las ecuaciones diferenciales se integran formalmente sobre cada volumen de

control para derivar ecuaciones de equilibrio por elemento; este procedimiento conlleva la conver-

sión de las integrales de volumen y superficie en relaciones algebraicas discretas aplicadas a las

celdas y sus respectivas caras, empleando para ello cuadraturas de integración con un orden de

precisión determinado. El producto de esta etapa es un conjunto de ecuaciones semidiscretizadas

que representan el balance de flujos. En la segunda etapa, se seleccionan perfiles de interpolación

especı́ficos con el fin de aproximar la distribución espacial de las variables dentro del elemento.

Estos perfiles permiten vincular los valores de las variables en las superficies con los valores alma-

cenados en los centroides de las celdas, completando ası́ la transición de las relaciones integrales

hacia un sistema de ecuaciones algebraicas plenamente definido [43].

A partir de la consideración de una ecuación de conservación para una variable escalar genéri-
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Figura 3.1: Dominio computacional discretizado.

ca ψ, se define la siguiente expresión diferencial:

∂ψ

∂t
+ ∇⃗ · (v⃗ψ) + Cψψ = ∇⃗ · (ν∇⃗ψ) +Qψ (3.1)

En esta formulación, v⃗ representa el campo de velocidades, ν denota la difusividad, Cψ es la cons-

tante de reacción y Qψ constituye el término fuente. El primer término de la ecuación cuantifica la

variación temporal de la magnitud ψ, mientras que el segundo describe el transporte por advección

bajo la influencia del campo de flujo. El tercer componente representa la producción o destrucción

de la variable debido a una reacción quı́mica o fı́sica, el cuarto determina la redistribución espacial

impulsada por mecanismos difusivos y, finalmente, el último término contabiliza la generación o

consumo mediante fuentes y sumideros.

Al integrar esta expresión sobre un dominio arbitrario Ω fijo en R3, delimitado por fronteras Γ

como el que se muestra en la Figura 3.1, y tras aplicar el teorema de la divergencia de Gauss para

transformar las integrales de volumen de los términos de flujo en integrales de superficie [110], se

obtiene la forma integral de la ecuación:

∫
Ω

∂ψ

∂t
dΩ+

∫
Γ
(v⃗ψ) · dΓ⃗ +

∫
Ω
Cψψ dΩ =

∫
Γ
ν∇⃗ψ · dΓ⃗ +

∫
Ω
Qψ dΩ (3.2)

Estos componentes pueden reorganizarse para agrupar los efectos volumétricos y superficiales

de la siguiente manera:

∫
Ω

(
∂ψ

∂t
+ Cψψ −Qψ

)
dΩ =

∫
Γ

(
ν∇⃗ψ − v⃗ψ

)
· dΓ (3.3)

Para proceder con la discretización, el dominio Ω se fragmenta en un conjunto de nV volúme-

nes finitos de geometrı́a arbitraria con la condición de que no existan solapamientos entre ellos.

Esta partición permite expresar el balance global como la suma de las contribuciones de cada
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elemento:
nV∑
i=1

∫
Ωi

(
∂ψ

∂t
+ Cψψ −Qψ

)
dΩi =

nV∑
i=1

∫
Γi

(
ν∇⃗ψ − v⃗ψ

)
· dΓ⃗i (3.4)

En esta estructura, las integrales volumétricas representan la acumulación y reacción dentro de

cada volumen i. Por su parte, en las integrales de superficie, es necesario identificar que aquellas

caras que no pertenecen al contorno exterior del dominio son compartidas por los volúmenes

adyacentes. Dado que el flujo que abandona un volumen es, por definición, idéntico al que ingresa

en el contorno vecino, estos flujos internos se cancelan mutuamente al realizar la sumatoria global.

Esto asegura que la formulación sea estrictamente conservativa, permitiendo que la suma de los

balances locales, mostrado en la Ec. (3.4), converja exactamente en la ley de conservación original

aplicada al dominio completo de la Ec. (3.3).

Al considerar volúmenes poliédricos definidos por un número finito de caras nf , y bajo la

premisa de que la variable ψ se mantiene constante tanto en el interior de la celda como en cada

una de sus caras, es posible simplificar las integrales mediante las siguientes aproximaciones:

∫
Ωi

ψ dΩi = ψiVi (3.5)

∫
Γj

ψ dΓj = ψfjS⃗fj (3.6)

donde Vi representa el volumen de la celda i, mientras que S⃗fj denota el vector superficie de

la cara j, cuya dirección es normal a la interfase y cuya magnitud es equivalente al área Sf . A

partir de estas definiciones, la ecuación de conservación se reformula en su versión discretizada

espacialmente, utilizando un único punto de integración por celda y por cara [43]:

nV∑
i=1

(
∂ψ

∂t
+ Cψψ −Qψ

)
Vi =

 nf∑
j=1

(
ν∇⃗ψ − v⃗ψ

)
· S⃗fj


i

(3.7)

Esta representación constituye la base para determinar el valor de ψ en cada volumen del

dominio. No obstante, para cerrar el sistema de ecuaciones, se requiere definir aproximaciones

discretas para las derivadas espaciales y temporales, ası́ como establecer mecanismos para inter-

polar los valores de las caras a partir de los datos almacenados en los centroides.

3.1.1. Discretización de los operadores diferenciales

Dado que la solución numérica solo está disponible en puntos discretos, se asume una va-

riación lineal de la magnitud escalar tanto en el espacio como en el tiempo, lo que garantiza un

método con segundo orden de convergencia [43, 110, 111]. Bajo este esquema, el valor de ψ en
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una posición o instante arbitrario se calcula mediante las siguientes relaciones:

ψ(x⃗) = ψP + (x⃗− x⃗P ) · (∇⃗ψ)P (3.8)

ψ(t+∆t) = ψt +∆t

(
∂ψ

∂t

)t
(3.9)

donde x⃗ representa una posición genérica en el dominio Ω, x⃗P es la posición del centroide del

volumen finito VP , ψP = ψ(x⃗P ) y ψt = ψ(t). Por otro lado, a partir de la definición del centroide

de un volumen dado VP (Ec. (3.10)) [110], es posible obtener la relación que se muestra en la Ec.

(3.11). Esta expresión es útil para obtener la relación entre la integral de superficie y el centroide

de una cara de la celda.

VP x⃗P =

∫
Ωi

x⃗ dΩi (3.10)

∫
Ωi

x⃗ dΩ− x⃗P

∫
Ωi

dΩ =

∫
Ωi

(x⃗− x⃗P ) dΩ = 0 (3.11)

Por lo tanto, la integral de la variable ψ(x⃗) en el dominio Ω puede ser simplificada de la forma:

∫
Ωi

ψ(x⃗) dΩ ∼=
∫
Ωi

[
ψP + (x⃗− x⃗P ) · (∇⃗ψ)P

]
dΩ (3.12)

= ψP

∫
Ωi

dΩ+

∫
Ωi

[(x⃗− x⃗P ) dΩ] · (∇⃗ψ)P = ψP

∫
Ωi

dΩ+ 0 (3.13)

= ψPVP (3.14)

En el caso de las integrales de superficie, considerando un vector genérico a⃗ en la j-esima cara,

af como el valor de a⃗ en el centroide de dicha cara y S⃗f como el vector área de la cara, se obtiene

[43]: ∫
Γi

a⃗ dΓ⃗ = a⃗f · S⃗f (3.15)

Con estas relaciones, es posible obtener la expresión discretizada para algunos operadores
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diferenciales. En el caso del operador divergencia:

∫
Ωi

(
∇⃗ · a⃗

)
dΩ =

∫
Γi

a⃗ · dΓ⃗ (3.16)

(
∇⃗ · a⃗

)
VP =

nf∑
j

∫
Γj

a⃗ · dΓ⃗ =

nf∑
j

(
a⃗f · S⃗f

)
j

(3.17)

∇⃗ · a⃗ =
1

VP

nf∑
j

(
a⃗f · S⃗f

)
j

(3.18)

y, en el caso del operador gradiente:

∫
Ωi

∇⃗ψ dΩ =

∫
Γi

ψ dΓ⃗ (3.19)

∇⃗ψ =
1

VP

nf∑
j

(
ψP S⃗f

)
j

(3.20)

3.1.2. Discretización del término advectivo

Recordando la ecuación de conservación mostrada en la Ec. (3.1), y empleando los operadores

previamente definidos, el término advectivo se resuelve mediante la integración de los flujos sobre

la superficie del volumen de control:

∫
Γ
(v⃗ψ) · dΓ⃗ =

nf∑
f

(v⃗ψ)f · S⃗f =

nf∑
f

ψf (v⃗f · S⃗f ) =
nf∑
f

Ffψf (3.21)

donde la notación de la sumatoria fue simplificada a unicamente el ı́ndice f que representa cada

una de las caras de la celda. Ademas, el flujo que atraviesa cada cara puede definirse como:

Ff = (v⃗f · S⃗f ) (3.22)

La determinación del valor de la variable en la cara, ψf , exige la selección de un esquema de

convección adecuado. Entre las opciones fundamentales se encuentran el esquema de diferencia

central (Central Differencing, CD) y el esquema de diferencia aguas arriba (Upwind Differencing,

UD). La Figura 3.2 muestra cómo se puede determinar el valor de la cara que se ubica entre los

puntos P y N si se considera una variación lineal de ψ. La Ec. (3.23) muestra el cálculo de la

variable incógnita aproximada de forma lineal para la cara f respecto a los valores en los centros
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de los volúmenes vecinos. Este cálculo corresponde con un esquema de CD.

ψf =
fN

PN
ψP +

(
1− fN

PN

)
ψN = fxψP + (1− fx)ψN (3.23)

Figura 3.2: Variación lineal de ψ entre los puntos Py N .

Si bien el esquema CD ofrece segundo orden de aproximación, carece de la propiedad de aco-

tación (boundedness), lo que puede derivar en oscilaciones numéricas y soluciones fı́sicamente

incoherentes bajo ciertas condiciones de flujo. Por el contrario, el esquema UD establece que ψf

adopta el valor del centroide situado aguas arriba respecto a la dirección del flujo. Esto equivale

a fijar fx = 1 cuando el flujo es positivo, asegurando que la información se propague siguiendo

la fı́sica del transporte advectivo. Aunque el esquema UD es inherentemente estable y acotado,

su precisión se limita a primer orden, introduciendo difusión numérica en la solución [43]. Para

equilibrar la exactitud y la estabilidad, es común emplear esquemas de alta resolución que com-

binan las virtudes de ambos métodos, técnica que se analiza con mayor profundidad en secciones

posteriores.

3.1.3. Discretización del término difusivo

Para la discretización del término difusivo, el procedimiento se fundamenta en la transforma-

ción de la integral de volumen en una sumatoria de flujos de gradiente a través de las caras del

volumen de control:

∫
Ω
∇⃗ · (ν∇⃗ψ) dΩ =

nf∑
j

(ν∇⃗ψ)f · S⃗f =

nf∑
j

νf (∇⃗ψ)f · S⃗f (3.24)

En mallas donde el vector d⃗PN (Fig. 3.2) que une los centroides adyacentes es paralelo al

vector área S⃗f (condición de ortogonalidad), el flujo difusivo se simplifica a una aproximación

de diferencia central directa. En este escenario, el producto escalar del gradiente por el vector

superficie se calcula de forma compacta como:

(∇⃗ψ)f · S⃗f =
ψN − ψP
dNP

Sf (3.25)
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La metodologı́a para determinar esta componente consiste en evaluar primero el gradiente en

los centroides de las celdas P y N mediante el teorema de Green-Gauss, para posteriormente

interpolar dichos valores hacia la cara compartida. Bajo este enfoque, el gradiente promediado en

la celda se obtiene a partir de la suma de los valores de la variable en las caras ponderados por su

vector superficie:

∫
Ωi

∇⃗ψ dΩi =
∫
Γi

ψ dΓ⃗i (3.26)

∇⃗ψ =
1

Vp

nf∑
j

(ψf S⃗f )j (3.27)

Dado que los casos de estudio desarrollados en este trabajo se basan en mallas ortogonales

(caracterizadas por ángulos rectos entre sus caras y alineación entre los vectores de posición y

superficie), las aproximaciones presentadas permiten capturar el comportamiento del flujo difu-

sivo con una precisión adecuada y sin necesidad de términos de corrección adicionales por no-

ortogonalidad.

3.1.4. Discretización del término temporal

Partiendo de la Ec. (3.4) derivada de la discretización espacial, e integrando respecto al tiempo

en el intervalo [t, t+∆t], se obtiene la siguiente formulación:

∫ t+∆t

t


nV∑
i=1

(
∂ψ

∂t
+ Cψψ −Qψ

)
Vi −

 nf∑
j=1

(
ν∇⃗ψ − v⃗ψ

)
· S⃗fj


i

 dt = 0 (3.28)

Recordando la Ec. (3.9) es posible definir tanto la tasa de cambio local como su integral tem-

poral en función de los valores conocidos y las incógnitas:

(
∂ψ

∂t

)
P

=
ψnP − ψ0

P

∆t
(3.29)

∫ t+∆t

t
ψ(t) dt =

1

2
(ψ0 + ψn) ∆t (3.30)

donde ψn representa el valor de ψ en el presente paso de tiempo y ψ0 es el valor en el paso de

tiempo previo. La Ec. (3.30) puede expresarse de forma general a partir del Método θt que permite

indicar el grado de implicitud con el que se desea tratar le integración temporal, entonces:

∫ t+∆t

t
ψ(t) dt = ((1− θ)ψ0 + θψn) ∆t (3.31)
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De esta forma, la Ec. (3.28) integrada para el volumen P queda expresada como:

(
ψnP − ψ0

P

∆t
+ Cψ((1− θ)ψ0

P + θψnP ) ∆t−Qψ

)
VP −

nf∑
j=1

[
ν(θ(∇⃗ψ)nf + ...

(1− θ)(∇⃗ψ)0f )− ((1− θ)ψ0
f + θψnf ) ∆t

]
· S⃗fj = 0

La selección del parámetro θ define la estabilidad y precisión del algoritmo. Si se opta por

θ = 0, se obtiene el método de Euler hacia adelante (Forward Euler - FE), un esquema explı́cito

cuya estabilidad está estrictamente supeditada al cumplimiento de la condición de Friedrichs-Lewy

(CFL) [112]. Esta condición se cuantifica mediante el número de Courant (Co), que representa la

relación entre la distancia que recorre la información por advección en un intervalo de tiempo y

el tamaño de la celda, como se muestra en la Ec. (3.32). Para esquemas explı́citos, se requiere

generalmente que Co < 1 para evitar que la solución diverja [43, 113].

Co =
|v⃗|∆t
∆x

(3.32)

Por el contrario, valores de 0 < θ ≤ 1 resultan en métodos implı́citos; especı́ficamente,

θ = 0.5 corresponde al esquema de Crank-Nicolson (CN), el cual es incondicionalmente estable

y posee segundo orden de precisión, aunque puede introducir oscilaciones numéricas en presencia

de gradientes fuertes. Finalmente, el caso θ = 1 define el método de Euler hacia atrás (Backward

Euler, BE), el cual, a pesar de estar limitado a una precisión de primer orden, es incondicional-

mente estable y garantiza soluciones acotadas, siendo ampliamente utilizado por su robustez en

simulaciones de ingenierı́a.

3.1.5. Condiciones de borde

Para completar la formulación del problema, es indispensable definir las condiciones de borde

que cierran el sistema de ecuaciones algebraicas. Estas condiciones especifican el comportamiento

de la variable ψ en las fronteras del dominio Γ y se dividen fundamentalmente en dos tipos: las

de Dirichlet y las de Neumann. En lenguaje matemático, corresponden, respectivamente, a una

condición de contorno de valor prescrito (o de primer tipo) y a una condición de contorno de flujo

prescrito (o de segundo tipo) [43].

La condición de borde de Dirichlet se aplica cuando el valor de la variable escalar se conoce de

forma explı́cita en la frontera. En la discretización por volúmenes finitos, dado que la variable se

almacena en el centroide P , el valor en la cara de contorno f se fija directamente al valor prescrito
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(a) Dirichlet. (b) Neumann.

Figura 3.3: Condiciones de borde.

ψb [43]:

ψf = ψb (3.33)

Desde el punto de vista numérico, esta condición se implementa en el sistema lineal modifi-

cando los coeficientes de la matriz para que el flujo a través de la frontera refleje esta magnitud

impuesta. Es común utilizarla para modelar valores determinados de una variable en las entradas

de un flujo o en las paredes.

Para el tratamiento del término advectivo se tiene que, recordando la Ec. (3.21) y teniendo en

cuenta lo definido en la Ec. (3.33):

nf∑
f

Ffψf =

nf∑
f

Fbψb (3.34)

Pese a que esta aproximación es siempre válida, cabe recordar que cuando se utiliza un esque-

ma Upwind si el flujo es positivo (saliente del volumen de control) el valor de la variable estará

definido por el valor en el centro de celda aguas arriba y no por el impuesto sobre las caras. Por otro

lado, el tratamiento del término difusivo queda definido por la Ec. (3.24), de forma que teniendo

en cuenta la expresión (3.33):

νf (∇⃗ψ)f · S⃗f = νf (∇⃗ψ)b · S⃗f = νb
ψb − ψP

|d⃗Pb|
Sb (3.35)

donde, νb es el valor de la difusividad en la cara que integra el contorno y que tiene una superficie

de magnitud Sb, mientras que el gradiente se resuelve con una aproximación de primer orden a

través de conocer el valor en el centro de celda ψP , en el borde ψb y la distancia que los separa

dPb.

La condición de borde de Neumann especifica el valor de la derivada normal de la variable

en la frontera, lo que equivale a imponer un flujo determinado a través de la superficie [113].
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Matemáticamente, se expresa como:

(
∇⃗ψ
)
f
· S⃗f = gb (3.36)

donde gb representa el gradiente o flujo prescrito para la cara b perteneciente a la frontera Γ. Si

gb = 0, se obtiene una condición adiabática, indicando que no hay intercambio de la variable a

través de la frontera.

Para el tratamiento del término advectivo, dado que ϕb no está definido este puede que ser

calculado a partir del valor en el centro de celda y de un gradiente conocido:

ψb = ψP + d⃗Pb · (∇⃗ψ)b = ψP + |d⃗Pb|gb (3.37)

Para el tratamiento del término difusivo, el reemplazo en la Ec. (3.24) es directo:

νf (∇⃗ψ)f · S⃗f = νfgb (3.38)

Por último, la condición de Neumann puede considerarse como una condición de contorno

natural para el Método de Volúmenes Finitos, ya que, en el caso de que el flujo prescripto sea cero,

no es necesario realizar ninguna discretización de la cara, mientras que un valor especificado de

cero (condición de Dirichlet) seguirá requiriendo la discretización [43].

3.1.6. Esquemas de Alta Resolución

La resolución de la ecuación de transporte requiere de una estimación precisa de los valores de

la magnitud transportada en las caras de los volúmenes de control. Una evaluación deficiente de

estos términos puede inducir problemas de difusión numérica o la pérdida del acotamiento [94]. En

la práctica de la discretización advectiva, los esquemas fundamentales presentan una relación de

compromiso entre la convergencia y la estabilidad del método. Como ya se mencionó, el esquema

de Upwind es inherentemente acotado, lo que garantiza la ausencia de oscilaciones fı́sicas irreales,

pero su precisión se limita a primer orden. Por el contrario, el esquema de diferencia central

alcanza segundo orden de aproximación, pero tiende a generar valores fuera de los lı́mites fı́sicos

cuando se opera con números de Courant (Co) superiores a la unidad [113].

La cualidad de un esquema de advección para evitar la generación de inestabilidades numéri-

cas se denomina monotonicidad. Esta propiedad se define como la capacidad del algoritmo para

respetar, en todo instante, los lı́mites máximos y mı́nimos establecidos por las condiciones ini-

ciales y de contorno del sistema. En la década de 1950, el profesor Godunov [114] formuló un
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teorema fundamental que impone una restricción matemática severa a la simulación numérica: los

esquemas lineales diseñados para resolver ecuaciones diferenciales parciales que poseen la pro-

piedad de no generar nuevos extremos (esquemas monótonos) están limitados, como máximo, a

una precisión de primer orden [113, 115].

Este teorema implica que cualquier esquema lineal de segundo orden o superior para la ecua-

ción de transporte advectivo producirá, de manera inevitable, oscilaciones en regiones con discon-

tinuidades o gradientes extremadamente elevados.

Para superar esta barrera teórica sin sacrificar la exactitud, se recurre a los esquemas de alta

resolución (High Resolution Schemes, HRS). Estos esquemas logran precisiones superiores al pri-

mer orden preservando el acotamiento de la variable mediante la introducción de no-linealidad en

el proceso de discretización. La arquitectura de un HRS se fundamenta en la combinación de un

perfil de alto orden y un criterio de limitación de advección [43].

Partiendo de la base de los esquemas lineales, se recuerda la formulación para el valor de ψ en

la cara f utilizando el esquema de diferencia central (CD):

ψf,CD = fx,CD ψP + (1− fx)ψN (3.39)

La expresión puede ser reordenada de la forma:

ψf,CD = fx,CD (ψP − ψN ) + ψN (3.40)

Por otro lado, para el esquema Upwind la misma ecuación puede ser utilizada pero teniendo

en cuenta que el factor fx,UD = 1 si el flujo es positivo, y fx,UD = 0 para todo los demás casos.

Realizando una combinación lineal de ambos esquemas se obtiene la expresión para un esquema

de Diferencia Combinada (Blended Differencing, BD):

ψf = (1− γb) ψf,UD + γb ψf,CD (3.41)

donde γb es el factor de combinación. Reemplazando (3.41) en (3.40), se obtiene:

ψf = [(1− γb) fx,UD + γb fx,CD](ψP − ψN ) + ψN (3.42)

ψf = λb(ψP − ψN ) + ψN (3.43)

donde λb es el factor de peso limitador. El factor de combinación puede ser constante a lo largo

del dominio entonces:
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Figura 3.4: Arreglo de celdas en el dominio computacional.

γb = 0, fx = fx,UD, ψf = ψP (si el flujo es positivo)

γb = 0, fx = fx,UD, ψf = 0 (si el flujo es negativo)

γb = 1, fx = fx,CD, ψf = ψN

Sin embargo, el factor de combinación puede ser evaluado localmente usando una función

limitadora. Existen dos marcos conceptuales predominantes para el desarrollo de las funciones

limitadoras: la Formulación de Variable Normalizada (NVF) y el enfoque de Disminución de la

Variación Total (TVD). Aunque sus fundamentos matemáticos difieren, ambos enfoques conver-

gen en resultados casi idénticos en la práctica. Para su visualización y análisis, se utilizan herra-

mientas gráficas especı́ficas: el Diagrama de Variable Normalizada (NVD) para el marco NVF y

el Diagrama de Sweby para la formulación TVD [43].

A continuación se describe el enfoque TVD, ya que es la metodologı́a utilizada posterior-

mente en la discretización del término advectivo de la ecuación de transporte de la fracción αl

(Ec. (2.118)). Para ello, es necesario definir una función de Sweby γb(rf ) para un determinado

limitador TVD que depende de la relación de gradientes consecutivos definido como:

rf =
ψP − ψU
ψN − ψP

(3.44)

donde ψP es el valor en la celda P y, ψN y ψU se corresponden con valor en la celda aguas abajo

y aguas arriba respectivamente, tal como se muestra en la Fig. 3.4. Esta definición de la relación

de gradientes rf es únicamente válida para mallas estructuradas.

Definiendo que el valor en la cara puede ser calculado [43] a partir de:

ψf = ψN +
1

2
γb(rf )(ψP − ψN ) (3.45)

Comparando la Ec. (3.45) con la Ec. (3.43), se obtiene una relación entre el factor de combi-

nación y la función de Sweby:

λb =
1

2
γb(rf ) (3.46)

Sweby [116] definió las condiciones que deben cumplir las funciones Ψ(rf ) para que la ad-
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Figura 3.5: Región admisible para esquemas TVD de segundo orden.

vección converja con segundo orden:

rf ≤ γb(rf ) < 2r si 0 ≤ rf ≤ 1

1 ≤ γb(rf ) < r si 1 ≤ rf ≤ 2

1 ≤ γb(rf ) < 2 si rf > 2

γb(1) = 1

(3.47)

Gráficamente, estas condiciones se muestran en la Fig. 3.5. Vale recordar que γb = 0 corres-

ponde al esquema UD y γb = 1 al esquema CD. Como se ve estos son simplemente puntos en el

diagrama de Sweby y por lo tanto corresponden a valores únicos de rf . En la Figura 3.5 están in-

dicados los lı́mites superior e inferior del diagrama. El primero de ellos es equivalente al limitador

Superbee, cuya expresión analı́tica es:

γb(rf ) = máx[0, mı́n(2rf , 1), mı́n(r, 2)] (3.48)

El lı́mite inferior del diagrama, coincide con el limitador MinMod,

γb(rf ) = máx[0, mı́n(1, r)] (3.49)

3.1.7. Esquemas de Alta Resolución temporales

Dentro del marco de los esquemas transitorios, la precisión y la estabilidad dependen de cómo

se integren simultáneamente los términos de transporte y de reacción. Considerando una ecuación
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de advección-reacción unidimensional simplificada:

∂ψ

∂t
+ V⃗ · ∇ψ = −Cψψ (3.50)

ψ(x, 0) = ψ0(x)

La solución analı́tica [117] de este sistema revela que la magnitud inicial no solo se despla-

za espacialmente a una velocidad V⃗ , sino que también experimenta un decaimiento exponencial

debido al término de reacción:

ψ(x, t) = e−Cψt ψ0(x− V⃗ t) (3.51)

Para la resolución numérica, se puede emplear un enfoque de tipo unificado (unsplit), donde

todos los operadores se discretizan en un único paso de tiempo. Al aplicar un esquema de Up-

wind para el término advectivo y un avance temporal explı́cito, se obtiene la siguiente expresión

discretizada:

ψn+1 = ψn − V⃗ ∆t

∆x
(ψni − ψni−1)−∆t Cψψ

n
i (3.52)

Como ya se mencionó, esta formulación es computacionalmente eficiente y garantiza la es-

tabilidad del cálculo siempre que se respete la condición de Courant. No obstante, al igual que

sucede en el dominio espacial puro, este esquema presenta una convergencia limitada de primer

orden, lo que introduce una difusión numérica artificial que puede amortiguar excesivamente los

gradientes de la solución [43, 113, 117]. Para mitigar este efecto y capturar con mayor fidelidad

el decaimiento y el transporte, es necesario evolucionar hacia esquemas de alta resolución tem-

porales que empleen aproximaciones de órdenes superiores sin comprometer la estabilidad ante

términos de reacción fuente intensos.

La Ec. (3.50) de advección-reacción discretizada puede compactarse en una forma matricial

que facilita el análisis de su evolución temporal [118]:

∂ψ

∂t
= (A+B)ψ (3.53)

donde los operadores lineales A y B se corresponden con los coeficientes de la matriz de ad-

vección y reacción respectivamente. Si se considera un estado inicial ψn, la solución exacta del

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante para el siguiente paso de tiempo ψn+1

viene dada por la aplicación de la exponencial de la matriz de operadores:

ψn+1 = e∆t(A+B) ψn (3.54)
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Figura 3.6: Proceso de avance temporal en pasos para una ecuación de reacción (R) y advección (A).

Esta formulación teórica es el punto de partida para los métodos de separación de operadores

(Operator Splitting). Dado que calcular la exponencial de una suma de matrices no conmutati-

vas (AB ̸= BA) es computacionalmente costoso y matemáticamente complejo, se recurre a

aproximaciones como el fraccionamiento de Strang que permite desacoplar los efectos fı́sicos,

resolviendo secuencialmente el transporte y la reacción [117].

Con el propósito de incrementar el orden de convergencia mediante la segregación de los

efectos fı́sicos de advección y reacción, se emplea el método de separación de Godunov [115].

Este enfoque se fundamenta en la aproximación del operador exponencial global a través del

producto de los operadores individuales:

e∆t(A+B) ≈ e∆tAe∆tB (3.55)

Operativamente, esta técnica implica que la ecuación de transporte-reacción se descompone en

dos sub-problemas independientes que se resuelven de manera secuencial en cada paso de tiempo:

un primer paso de advección pura y un segundo paso de reacción pura.

∂ψ

∂t
+ V⃗ · ∇ψ = 0 (3.56)

∂ψ

∂t
= −Cψψ (3.57)

En la Figura 3.6 se esquematiza el camino que se puede optar para el fraccionamiento. En

términos de su implementación numérica, este procedimiento se traduce en una discretización en

dos etapas. Primero, se obtiene un estado intermedio ψ∗ mediante el esquema advectivo (A) y,

posteriormente, se alcanza el estado final ψn+1 aplicando el efecto reactivo (R):

ψ∗
i = ψni − V⃗∆t

∆x
(ψni − ψni−1) (3.58)

ψn+1
i = ψ∗

i − Cψ ∆t ψ∗
i (3.59)
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Este esquema de avance temporal conocido como de paso fraccionado (fractional stepping),

permite utilizar algoritmos especı́ficos y optimizados para cada fenómeno. Por ejemplo, es posible

aplicar esquemas de alta resolución para capturar el frente advectivo en la primera etapa y métodos

implı́citos o analı́ticos para tratar la cinética quı́mica en la segunda. Aunque la separación de Go-

dunov [115] es de primer orden en el tiempo debido al error de conmutación entre los operadores

A y B, sienta las bases para métodos de mayor orden.

Es importante precisar que, si bien en el esquema de Godunov el orden de los operadores

no afecta el orden de convergencia (que permanece en primer orden), el resultado numérico final

puede presentar ligeras variaciones dependiendo de cuál efecto se compute primero [117]. Sin

embargo, desde una perspectiva de diseño de algoritmos, el método es conceptualmente simétrico

en cuanto a su estructura de fraccionamiento.

Para alcanzar una precisión de segundo orden en el tiempo, se debe recurrir al método de

separación de Strang [119] (Strang Splitting), el cual mitiga el error de truncamiento del fraccio-

namiento de Godunov [115] mediante una secuencia simétrica de pasos. Este esquema se basa en

la aproximación:

e∆t(A+B) ≈ e
∆t
2
Ae∆tBe

∆t
2
A (3.60)

Bajo esta formulación, el avance temporal se divide en tres etapas diferenciadas. En primer

lugar, se resuelve la advección durante un medio paso de tiempo (∆t/2); a continuación, se inte-

gra la reacción sobre el paso de tiempo completo (∆t); y, finalmente, se aplica otro medio paso de

advección. Esta estructura simétrica permite cancelar los términos de error de primer orden deri-

vados de la no-conmutatividad de los operadores A y B, siempre que cada sub-paso se resuelva

con un esquema de al menos segundo orden [119].

La implementación discreta del método de Strang se puede resumir en la siguiente secuencia:

Advección (medio paso) ψ∗ = e
∆t
2
Aψn

Reacción (paso completo) ψ∗∗ = e∆tBψ∗

Advección (medio paso) ψn+1 = e
∆t
2
Aψ∗∗

(3.61)

En otros términos, la secuencia operativa para avanzar de ψn a ψn+1 se define mediante el

siguiente sistema de ecuaciones consecutivas:

Advección (medio paso) ∂ψ1

∂t + u⃗ · ∇ψ = 0, con tn < t < tn+1/2, y ψn1 = ψn

Reacción (paso completo) ∂ψ2

∂t = −Cψψ, con tn < t < tn+1, y ψn2 = ψ
n+1/2
1

Advección (medio paso) ∂ψ3

∂t + u⃗ · ∇ψ = 0, con tn+1/2 < t < tn+1, y ψn3 = ψn+1
2
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donde finalmente ψn+1 = ψn+1
3 . Esta estructura permite que el error cometido en la primera etapa

de advección sea compensado por la tercera, cancelando los términos de error de primer orden

inducidos por la separación. Matemáticamente, esto equivale a la conmutación aproximada de los

operadores, lo cual es válido siempre que los sub-pasos se resuelvan con métodos que sean, al

menos, de segundo orden tanto en el espacio como en el tiempo [117].

3.2. Código dynCav

Como se ha descrito en el capı́tulo anterior, el campo de presiones en la pelı́cula lubricante

dentro de un cojinete hidrodinámico se caracteriza por la ecuación de Reynolds bifásica que con-

sidera el acoplamiento de una ecuación difusiva para la presión,(Ec. (2.116)), y una ecuación de

transporte para la fracción lı́quida αl mediante el uso de un término fuente (Ec. (2.118)). Estas

expresiones están estrechamente relacionadas a través de la fracción lı́quida, que evoluciona con

el tiempo y afecta tanto al término fuente para la transferencia de masa como a las propiedades

fı́sicas de la mezcla lubricante lı́quido-gas.

∇⃗xy ·
{
− h3

12µm
∇⃗xyp− V⃗h

h

2

}
= Sαl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
h− ws

∂αl
∂t

h+ ∇⃗xy · (αlV⃗xy) + αlws =
Sαl
ρl
h

La calidad de la resolución numérica del problema presentado se evalúa a través de la con-

vergencia del error. En lo que respecta a la ecuación de presión, el análisis de convergencia de la

malla deberı́a ser suficiente, pero el acoplamiento con la ecuación de transporte para la fase lı́qui-

da que implica advección con fuente también requiere la evaluación de la convergencia temporal

del error. Lo que conlleva a que haya una evolución temporal del campo de presiones debido al

acoplamiento entre ambas ecuaciones.

Como se mencionó anteriormente, el uso del Método de Volúmenes Finitos con variación

lineal en la celda converge al segundo orden en el espacio y, a su vez, con el uso de un esquema de

Crank-Nicolson para la discretización temporal, generalmente se deberı́a obtener una convergencia

temporal de segundo orden. La presencia de un término de advección requiere la implementación

de métodos de alta resolución para preservar el orden de convergencia y mantener la estabilidad.

Las siguientes subsecciones se centran principalmente en detallar el tratamiento que recibe en este

caso el término de advección del balance de masa para las fases lı́quida o gaseosa.
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3.2.1. Discretización espacial

La discretización del dominio del fluido se lleva a cabo utilizando el Método de Volúmenes

Finitos centrados en celdas [94, 111] con elementos cuadrangulares. Según lo comentado en las

secciones anteriores, la discretización de la ecuación de Reynolds bifásica se expresa como:

∑
f

(
V⃗xy · S⃗

)
f
= Sn+1

αl

(
1

ρl
− 1

ρv

)
hVi − wsVi (3.62)

con:

V⃗xy = − h3

12µm
∇⃗xyp−

V⃗h
2
h

y donde Vi es el volumen de la celda i, S⃗ es el vector del área de la cara f de la celda y ∇⃗xy es

el gradiente numérico. La evolución temporal se indica con los supraı́ndices n y n + 1. Para la

discretización del término advectivo en el balance de masa, se utiliza un método de alta resolución

basado en formulación TVD (Ec. (3.45)), y se utiliza como la función limitadora γ(rf ), el esquema

minmod (Ec. (3.49)). La discretización de la ecuación de transporte de la fracción lı́quida (2.118)

se lleva a cabo de la siguiente manera:

hi
αn+1
i − αni

∆t
Vi +

∑
f

(
αn+1V⃗xy · S⃗

)
f
+ αn+1

i ws =
Snαl
ρl
hiVi (3.63)

En el caso de un dominio unidimensional, el flujo advectivo en las caras viene dado por [43]:

(
αn+1V⃗xy · S⃗

)
f
=

[
αn+1
i−1 +

ψmm
2

(αn+1
i + αn+1

i−1 )

]
máx(V⃗xy · S⃗, 0) ...

−
[
αn+1
i +

ψmm
2

(αn+1
i−1 + αn+1

i )

]
máx(−V⃗xy · S⃗, 0)

(3.64)

Dado que las ecuaciones anteriores ya se han integrado a lo largo del eje z, los volúmenes

de las celdas consideradas son de altura unitaria (Vj = ∆x ∆y ∆z, con ∆z = 1). Del mismo

modo, las superficies Sf son de altura unitaria y base ∆x o ∆y, respectivamente. La resolución

en el dominio bidimensional del cojinete, se lleva a cabo a partir de considerar la expresión para

un flujo unidimensional (Ec. (3.64)) en cada una de las direcciones (circunferencial y axial).

3.2.2. Discretización temporal

Para obtener una convergencia de segundo orden en la discretización temporal, se utiliza la

división de Strang [119]. Por lo tanto, tal como se comentó previamente para un tiempo tn al

resolver la ecuación de equilibrio de fase αn, la solución para el siguiente paso temporal tn+1 se
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obtiene considerando los fenómenos fı́sicos en diferentes subpasos. En la práctica, se requieren

tres instancias [117]:

∂α1

∂t
= −∇ · (αV⃗xy)

1

h
tn < t < tn+

1
2 αn1 = αn

∂α2

∂t
= Sαl − αws tn < t < tn+1 αn2 = α

n+ 1
2

1

∂α3

∂t
= −∇ · (αV⃗xy)

1

h
tn+

1
2 < t < tn+1 α

n+ 1
2

3 = αn+1
2

La velocidad de vaporización y condensación se determina a partir del modelo de cavitación

utilizado. Para añadir estabilidad a la solución en la ecuación del subproblema intermedio α2, el

término fuente puede reescribirse para expresar parte de este de forma implı́cita. Esto permite,

según la experiencia adquirida durante la realización de esta tesis, utilizar pasos de tiempo dos

órdenes de magnitud mayores que los de un esquema completamente explı́cito. De esta manera,

el término de cambio de fase Sαl puede descomponerse en dos términos Sc (término de conden-

sación) y Sv (término de vaporización o desgasificación) y expresarse como:

Sαl = αn+1
l Sv + (1− αn+1

l )Sc = αn+1
l (Snc − Snv ) + Sc

con:

Sc =
3ρlρv
ρ

αnl
Ṙ

Rn
y Sv =

3ρlρv
ρ

(1− αnl )
Ṙ

Rn

Dado que cada uno de los subproblemas requiere una actualización de la distribución de α, el

campo de presión y el término fuente también se modifican, por lo que se propone recalcular la

ecuación de difusión acoplada para cada subproblema de la partición de Strang.

Integrando numéricamente el campo de presión sobre la superficie del eje, se obtienen las

fuerzas actuantes. Para los casos donde se requiera calcular el movimiento del muñón, el despla-

zamiento, la velocidad y la aceleración del pistón se calculan para cada paso de tiempo a partir

de un esquema de integración de Newmark con β = 0.25 y γ = 0.5 de forma de mantener los

esquemas de convergencia de segundo orden, de la siguiente forma:

m¨⃗xn+1 = F⃗n+1 (3.65)

˙⃗xn+1 = ˙⃗xn + (1− γ)∆t¨⃗xn + γ∆t¨⃗xn+1 (3.66)

x⃗n+1 = x⃗n +∆t ˙⃗xn +
∆t2

2
((1− 2β)¨⃗xn + 2β ¨⃗xn+1) (3.67)

donde x⃗, ˙⃗x y ¨⃗x son los vectores de desplazamiento, velocidad y aceleración del eje, respectiva-

mente, y m es la masa del rotor. El algoritmo utilizado, denominado dynCav, se presenta en
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el Algoritmo 1. El código utilizado fue implementado en una primera instancia en la plataforma

Octave ®, lográndose convergencia de segundo orden, tal como se mostrará en la Sección de re-

sultados. La principal ventaja que presenta esta programación es la facilidad en la manipulación

de los datos y las ecuaciones, mientras que la principal desventaja se da debido a que al ser un len-

guaje interpretado, los tiempos de computo son significativamente superiores a los de un código

compilado. Por ello, se recurre a una plataforma como OpenFOAM® basado en el lenguaje C++

para la implementación del modelo bifásico propuesto.

Algoritmo 1 Algoritmo de división de tiempo con ecuaciones acopladas de presión y fracción
lı́quida.

1: Condiciones iniciales
2: for to < t < tf do
3: Resolver pn y calcular el flujo Vxy
4: Calcular el primer paso advectivo αn+1/2

1

5: Integrar p sobre la superficie del eje y resolver las ecuaciones dinámicas del eje para ∆t/2
6: Resolver para pn+1/2

1 y actualizar Vxy
7: Calcular el paso de reacción completo αn+1

2

8: Resolver para pn+1
2 y actualizar Vxy

9: Calcular el segundo paso de advección αn+1
3

10: Integrar p sobre la superficie del eje y resolver las ecuaciones dinámicas del eje para ∆t/2
11: Calcular pn+1

3.3. Implementación en OpenFOAM®

OpenFOAM® (Open source Field Operation And Manipulation) constituye un entorno de

desarrollo orientado a objetos, programado en C++, diseñado para la creación de diversos solu-

cionadores aplicados a la mecánica de medios continuos, con un énfasis primordial en la discreti-

zación mediante el Método de Volúmenes Finitos [43]. Más que una aplicación cerrada, se define

como una biblioteca de Mecánica Computacional que permite a los usuarios a programar tanto

solvers como otras herramientas de pre y posprocesamiento mediante un lenguaje de alto nivel.

Esta caracterı́stica permite que la sintaxis de programación sea excepcionalmente cercana a la des-

cripción matemática de las ecuaciones diferenciales, lo que abstrae al usuario de la complejidad

de la gestión de memoria y los detalles internos del código, permitiéndole centrarse en la fı́sica del

problema [94].

Por ejemplo, el Algoritmo 3.1 muestra la implementación de una ecuación de transporte

genérica en OpenFOAM® que se asemeja directamente a su forma diferencial mediante el uso

de una sintaxis intuitiva:

Algoritmo 3.1 Código para la resolución de una ecuación de advección-difusión en OpenFOAM.

solve
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(
fvm::ddt(psi)

+ fvm::div(phi, psi)
- fvm::laplacian(nu, psi)
==

Q
);

En el código presentado, el operador fvm::ddt(psi) corresponde a la derivada temporal

de la variable ψ, mientras que fvm::div(phi, psi) representa el término advectivo ∇ · (v⃗ψ),

utilizando el campo de flujos superficiales phi para garantizar la conservación. El término fvm::

laplacian(nu, psi) discretiza la difusión ∇·(ν∇ψ). El uso del prefijo fvm:: indica que estos

términos se discretizan de forma implı́cita, integrándose en la matriz de coeficientes del sistema

lineal Ax = b partir de utilizar el Método de Volúmenes Finitos. Esta capacidad de abstraer

la complejidad numérica permite que OpenFOAM® sea una herramienta versátil no solo para

dominios volumétricos tradicionales, sino también para formulaciones en geometrı́as de menores

dimensiones, como las requeridas en el estudio de pelı́culas delgadas.

3.3.1. Método de Áreas Finitas (FAM)

Bajo esta premisa de flexibilidad, la resolución de cojinetes hidrodinámicos presenta un esce-

nario donde el dominio fı́sico puede simplificarse. En lugar de un análisis tridimensional exhausti-

vo, el sistema puede representarse de forma bidimensional como una superficie delgada o “cásca-

ra”, donde la magnitud h(θ), que define la holgura o separación entre las superficies, se trata como

un campo escalar proyectado. Esta reducción dimensional permite una simplificación computacio-

nal significativa, facilitando la implementación del modelo bifásico propuesto a través de una dis-

cretización basada en el Método de Áreas Finitas (Finite Area Method, FAM).

Al igual que el Método de Volúmenes Finitos, el FAM opera sobre una geometrı́a discretizada,

pero en este caso el dominio Ω se compone de una red de caras bidimensionales (áreas) orientadas

en un espacio tridimensional. Las leyes de conservación se integran sobre estas áreas superficiales,

transformando las ecuaciones diferenciales parciales en balances sobre los bordes o aristas de cada

elemento. En el contexto de lubricación, esto resulta ideal para resolver la ecuación de Reynolds

o modelos de transporte de pelı́cula delgada, ya que las variables se evalúan directamente sobre la

superficie curva del cojinete.

En OpenFOAM®, este enfoque se gestiona mediante la biblioteca finiteArea, la cual per-

mite definir campos en la superficie (como areaScalarField) y aplicar operadores diferenciales

especı́ficos para variedades curvadas. La sintaxis es análoga a la de volúmenes finitos, utilizando

prefijos como fam::ddt o fam::div, lo que permite una transición natural desde el modelado

3D convencional hacia simulaciones de pelı́cula delgada de alta eficiencia.
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Figura 3.7: Referencia de la geometrı́a de las celdas para FAM.

La Figura 3.7 ilustra este concepto mediante un esquema de dos celdas adyacentes dentro de

una discretización no estructurada. Cada elemento posee un volumen teórico Ω, pero el análisis se

concentra en la superficie basal de interés Γ. Los puntos P y N representan los centroides de estas

superficies Γ y actúan como los nodos donde se evalúan las variables escalares. A diferencia del

FVM tradicional, donde los flujos atraviesan las caras de un volumen poliédrico, en el FAM los

flujos se calculan a través del perı́metro L que delimita la superficie. Este contorno se compone de

la sumatoria de diversos segmentos de longitud Le. Cada segmento lateral posee un vector unitario

perpendicular m⃗e orientado hacia el exterior del elemento y contenido en el plano tangente de la

superficie, lo que permite transformar las integrales de área de la divergencia en integrales de lı́nea

sobre el perı́metro mediante el teorema de Gauss en superficies. Por lo tanto, la integración de un

campo arbitrario ψ sobre la superficie ΓP queda expresada como:

∫
ΩP

ψ dΩ =

∫
ΓP

∫ hP

0
ψ dz dΓ = ψP hP ΓP

De igual manera que se realizó para el FVM, para completar la descripción del Método de

Áreas Finitas es fundamental formalizar cómo los operadores diferenciales se adaptan a la topo-

logı́a de la superficie. En esta metodologı́a, los operadores gradiente y divergencia son reescritos

para la frontera de la superficie Γ utilizando el Teorema de Gauss y discretizados de la siguiente

forma [120]:

∫
ΓP

∇⃗ · ψ⃗ dΓ ≈
∑
e

m⃗e · ψ⃗eLe (3.68)∫
ΓP

∇⃗ψ dΓ ≈
∑
e

m⃗e ψe Le (3.69)

donde ψe es el valor del campo ψ en el centro de la arista (o borde) e. Para obtener este valor a

partir de los datos almacenados en los centroides de las áreas, la interpolación espacial se realiza
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de forma lineal evaluando los valores en P y N y la distancia relativa al punto e:

ϕe = ϕP fNP + ϕN (1− fNP ) (3.70)

fNP es un factor de ponderación definido como el cociente entre la distancia del segmento a la

celda vecina eN y la distancia total entre centroides PN .

Sobre la base de lo comentado, las Ecs. (2.117) y (2.118) que describen el comportamiento de

la pelı́cula lubricante se expresan en su forma integrada de la siguiente manera:

∫
ΓP

∇⃗ ·
(
h3P
12µ

∇⃗p− ωbrb
2
hP

)
dΓ =

∫
ΓP

SαhP dΓ (3.71)

∫
ΓP

∂α

∂t
hP dΓ +

∫
Le

m⃗e · (V⃗ α) dL =

∫
ΓP

SαhP dΓ (3.72)

Utilizando la aproximación lineal para los gradientes en la cara, la ecuación discretizada para

la celda P resulta:

∑
e

[(
h3e
12µ

)(
pN − pP

|d⃗PN |

)
Le

]
−
∑
e

[(ωbrb
2
het⃗e · m⃗e

)
Le

]
= (Sαh)PΓP (3.73)

donde: |d⃗PN | es la distancia entre los centroides de las áreas, t⃗e es el vector unitario tangencial al

movimiento del eje en la arista, he es el valor de la holgura interpolado en la arista e.

Para el transporte de la fase, se aplica la integración temporal y la discretización de flujo

advectivo. Utilizando un esquema de avance temporal, la ecuación para α se expresa como:

αn+1
P − αnP

∆t
hPΓP +

∑
e

[
m⃗e · (V⃗eαe)Le

]n+θ
= (Sα)P hP ΓP (3.74)

La principal limitación de esta implementación radica en que la versión de OpenFOAM®

utilizada carece de esquemas de alta resolución, condiciones de contorno y técnicas de postpro-

cesado compatibles con el Método de las Áreas Finitas. Es por ello, que se optó por utilizar los

esquemas Backward-Euler para la integración temporal, Upwind para la advección de la fracción

lı́quida con convergencia de primer orden y se implementaron las herramientas de postprocesado

fundamentales para la interpretación correcta de los resultados.

3.3.2. dynCavFlow

El desarrollo del solver se fundamenta en la estructura del código surfactantFoam, inte-

grado en la distribución OpenFOAM v2112 bajo la autorı́a de Z. Tukovic y H. Jasak [35]. Esta

base proporciona la arquitectura necesaria para el manejo de tensores y campos en variedades
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Figura 3.8: Esquema del dominio numérico utilizado.

bidimensionales, permitiendo una adaptación directa al problema de cojinetes. El proceso de eje-

cución se inicia con la configuración de los campos y parámetros fı́sicos mediante el código fuente

createFaFields.H.

En esta etapa, el código carga desde el disco los archivos de condiciones iniciales para la pre-

sión dinámica p_rgh, la fracción de lubricante alpha y el espesor de la pelı́cula h. Aún, cuando

el resolvedor numérico está pensado para ser una herramienta bidimensional, las mallas deben

ser generadas en tres dimensiones con un parámetro de espesor que luego no será relevante en

el cálculo tal como se muestra en la Fig. 3.8. Posteriormente, el sistema accede al diccionario

transportProperties para extraer las constantes fı́sicas de ambas fases, tales como las den-

sidades y viscosidades cinemáticas del lı́quido y el vapor, además de los parámetros crı́ticos del

modelo de cavitación, incluyendo la densidad de núcleos de burbujas nb, su diámetro inicial dNuc

y la presión de saturación pSat.

Dado que las superficies en contacto poseen velocidades constantes, los vectores U1 y U2

correspondientes al eje rotante y la carcasa exterior también se inicializan en esta instancia. Una

vez consolidada la lectura de los datos, el solver define el comportamiento del fluido mezcla como

un medio continuo cuyas propiedades locales dependen de la fase predominante. Esta transición

se gestiona a través de la actualización de los campos de densidad rho y viscosidad dinámica mu,

los cuales se recalculan en cada paso de tiempo mediante una ponderación basada en la fracción de

volumen alpha. La actualización de las propiedades del fluido se realiza mediante las relaciones

ya presentadas anteriormente:

ρ = ρlα+ (1− α)ρv

µ = µlα+ (1− α)µv
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La creación de estos campos se realiza bajo la premisa de que serán procesados mediante el

Método de Áreas Finitas, lo que exige el uso de las clases especializadas areaScalarField

o areaVectorField. A diferencia de los campos volumétricos estándar, estos se vinculan a la

base de datos de la malla superficial aMesh para gestionar correctamente la topologı́a del cojinete.

Como se observa en la implementación del objeto p_rgh (Algoritmo 3.2), el constructor requiere

una referencia explı́cita a la base de datos de la malla de áreas mediante el comando aMesh.

thisDb(), asegurando que la lectura y escritura de los datos se realice en el tiempo de simulación

correspondiente y sobre la geometrı́a bidimensional. Los algoritmos mostrados a lo largo de está

sección se encuentran resumidos a modo de enfocar la explicación en los aspectos más relevantes.

Algoritmo 3.2 Definición de un campo escalar en FAM.

areaScalarField p_rgh
(

IOobject
(

"p_rgh",
runTime.timeName(),
aMesh.thisDb(),
IOobject::MUST_READ,
IOobject::AUTO_WRITE

),
aMesh

);

En paralelo a la definición de las magnitudes superficiales, el código incorpora el fichero

createVolFields.H. Este archivo cumple una función integradora fundamental, ya que per-

mite establecer una interacción constante entre los elementos bidimensionales utilizados en la

resolución de las ecuaciones y la malla tridimensional de bloques de altura unitaria empleada para

representar el dominio global. Esta estructura hı́brida facilita el mapeo de propiedades y resultados,

permitiendo que la información calculada sobre la “cáscara” del cojinete pueda ser interpretada o

visualizada en un contexto volumétrico, manteniendo la coherencia fı́sica entre la simplificación

dimensional del modelo y la realidad geométrica del sistema.

El algoritmo principal se implementa en el código fuente dynCavFlow.C, donde se resuel-

ven de manera acoplada las ecuaciones para el campo de presión pEqn y la fracción de vapor

alphaEqn . Debido a que la ecuación de transporte para la fracción de volumen posee una depen-

dencia temporal explı́cita, el proceso se enmarca dentro de un bucle de avance en el tiempo. Al

inicio de cada iteración, se ejecuta el código fuente surfaceCourantNo.H, una utilidad hereda-

da del solver original que permite monitorear el número de Courant (Co) especı́ficamente sobre

la malla de áreas. Este paso es crı́tico para asegurar que el paso de tiempo deltat sea coherente

con la velocidad del fluido y el tamaño de las aristas del cojinete, garantizando ası́ la estabilidad

de los esquemas advectivos.
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Posteriormente, se carga el módulo cavModel.H, (Algoritmo 3.3)el cual contiene la lógica

para determinar la tasa de cambio de fase Sα en el instante actual. Para mejorar la estabilidad

numérica y permitir un tratamiento parcialmente implı́cito de los términos fuente, la tasa neta se

descompone en una contribución de condensación (SC) y otra de cavitación (SV ), tal como se

comentó en la Sección 3.2.2.

Estos términos son utilizados para la resolución de la ecuación de presión, pEqn, donde se

emplean como los coeficientes vDotvP y vDotcP, que representan las tasas volumétricas de va-

porización y condensación, respectivamente. En contraste, dentro de la formulación de alphaEqn,

estos efectos se introducen a través de vDotcAlphal y vDotvAlphal. La interacción neta en-

tre ambos procesos se consolida en el término vDotvmcAlphal, el cual cuantifica la diferencia

entre las tasas de vaporización y condensación para determinar la evolución de la fracción de fa-

se lı́quida. Para la primera iteración, todos los campos relacionados con el cambio de fase son

inicializados en 0.

Algoritmo 3.3 Parámetros de cavitación calculados en cavModel.H.

limitedAlpha = min(max(alpha, scalar(0.0)), scalar(1.0));
Vnuc = nb*constant::mathematical::pi*pow3(dNuc)/6.0;
alphaNuc = Vnuc/(1.0 + Vnuc);
alphaV = 1.0 - limitedAlpha + alphaNuc;

rRb = pow((1.0/(4.0/3.0*constant::mathematical::pi*nb))*
alphaV/(1.0 - alphaV),-1.0/3.0

);

pCoeff = (3.0*rho1*rho2)*sqrt(2.0/(3.0*rho1))

*rRb/(rho*sqrt(mag(p_rgh - pSat) + 0.01*pSat));

mDotcAlphal = limitedAlpha*(1.0 - limitedAlpha)*pCoeff

*max(p_rgh - pSat, 0.0*p0);
mDotvAlphal = limitedAlpha*(1.0 - limitedAlpha + alphaNuc)

*pCoeff*min(p_rgh - pSat, 0.0*p0);

pCoeff2 = 1.0/rho1 - 1.0/rho2;
vDotcP = pCoeff2*(1.0 - limitedAlpha)*pos0(p_rgh - pSat)*pCoeff;
vDotvP = -pCoeff2*(1.0 - limitedAlpha + alphaNuc)*neg(p_rgh - pSat)*

pCoeff;

alphalCoeff = 1.0/rho1 ;
vDotcAlphal = alphalCoeff*mDotcAlphal;
vDotvAlphal = alphalCoeff*mDotvAlphal;
vDotvmcAlphal = vDotvAlphal - vDotcAlphal;

Ya dentro del código principal (Algoritmo 3.4), en primer lugar se resuelve la ecuación de

presión, utilizando una estructura matricial de áreas finitas:

Algoritmo 3.4 Actualización de propiedades del fluido y definición de la matriz para el cálculo de la presión.

mu = alpha*mu1 + (1.0 - alpha)*mu2;
edgeScalarField muEdge = pow(hEdge, 3.0)/(12.0*fac::interpolate(mu));

faScalarMatrix pEqn
(
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- fam::laplacian(muEdge, p_rgh)
==
- (fac::grad(h) & (omegabˆaMesh.areaCentres()))/2.0
- h*fam::Sp(vDotvP - vDotcP, p_rgh)
+ h*(vDotvP - vDotcP)*(pSat)
- dhdt

);

faOptions.constrain(pEqn);
pEqn.solve();

donde la clase faScalarMatrix ensambla la matriz para resolver la ecuación escalar e inclu-

ye los métodos de la formulación de áreas finitas para resolver los términos de difusión fam::

laplacian() y fuente fam::Sp(). Para la resolución es necesario conocer el gradiente del

huelgo h el cual se calcula de manera explicita a partir del método fac::grad(h) ası́ como

también la variación del huelgo con el tiempo dhdt que puede calcularse de forma analı́tica cono-

ciendo la velocidad de desplazamiento del centro de masa del muñón. Por último, para establecer

ciertas restricciones en los valores a la variable p es necesario hacer uso de la función faOptions

.constrain(pEqn). Estas restricciones son, por ejemplo, la presión del suministro de aceite en

caso de haber uno. Finalmente, el sistema de ecuaciones se resuelve mediante el método solve()

de la clase faMatrix.

Por su parte, para resolver el transporte de la variable escalar, es necesario definir primero el

flujo en las aristas de las áreas finitas, denominado phis. El método flux() de la clase faMatrix

retorna el flujo en las caras producido por el campo de presiones presente. Este campo vectorial

en las caras permite cuantificar el transporte advectivo de α a través del dominio del cojinete.

Con estos componentes definidos, la ecuación que describe la dinámica de la fracción de vapor se

implementa en OpenFOAM® utilizando una estructura de áreas finitas, tal como se muestra en el

Algoritmo 3.5:

Algoritmo 3.5 Definición de la matriz para la fracción de lı́quido α.

#include "cavModel.H"

phis = pEqn.flux() + (Ub & aMesh.Le())/2.0*hEdge;

faScalarMatrix alphaEqn
(

h*fam::ddt(alpha)
+ fam::div(phis, alpha)
- h*(vDotcAlpha + vDotvAlpha)
+ h*fam::Sp(vDotcAlpha + vDotvAlpha, alpha)
+ fam::Sp(dhdt, alpha)

);

faOptions.constrain(alphaEqn);
alphaEqn.solve();

donde la clase faScalarMatrix ensambla la matriz para resolver la ecuación escalar e incluye

los métodos resolver los términos: temporal fam::ddt(), advectivo fam::div() y fuente fam
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::Sp(). El término fam::Sp(fac::div(phis), alpha) es una corrección numérica común

en OpenFOAM para asegurar que el esquema sea conservativo. Para este caso, la restricción que

puede aplicarse mediante el uso de la función faOptions.constrain(alphaEqn) se relaciona

con aquellas celdas donde se ubique un suministro de lubricante que determine α = 1. Finalmente,

la ecuación se resuelve mediante el método solve().

Una vez calculado el nuevo campo de la fracción de lubricante, es necesario actualizar los

valores de la viscosidad dinámica mu y de la densidad rho de la mezcla en todo el dominio

computacional. Esta actualización garantiza que las propiedades reológicas del fluido reflejen co-

rrectamente la presencia de vapor antes de avanzar con el cálculo de las presiones del siguiente

paso de tiempo.
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Capı́tulo 4

Dinámica de ejes rotantes flexibles

En este capı́tulo se desarrollan los conceptos fundamentales que rigen la dinámica de sistemas

rotantes, disciplina técnicamente denominada rotodinámica. Si bien el análisis de rotores elásticos

comparte principios básicos con la dinámica estructural y la teorı́a de vibraciones convencionales

[10], la naturaleza rotativa del sistema introduce efectos especı́ficos (como las fuerzas giroscópi-

cas) que requieren un tratamiento analı́tico diferente.

En primer lugar, se realiza el análisis de la respuesta ante condiciones de resonancia induci-

das por desbalance (respuesta sincrónica), siguiendo los lineamientos clásicos de Childs [10] y

San Andrés [90]. Posteriormente, se aborda el fenómeno de las inestabilidades auto-excitadas de

carácter subsincrónico, especı́ficamente el Oil Whirl y el Oil Whip. El objetivo es establecer las

bases necesarias para interpretar la interacción compleja entre la flexibilidad del eje y las fuerzas

hidrodinámicas generadas en la pelı́cula de lubricante de los cojinetes.

4.1. Estabilidad de rotores rı́gidos soportados por cojinetes lisos

El movimiento de un rotor sobre cojinetes hidrodinámicos constituye un problema no lineal,

dado que las fuerzas de reacción de la pelı́cula de fluido dependen de la posición y velocidad

instantánea del centro del muñón respecto a la carcasa [10]. No obstante, el uso de coeficientes de

rigidez y amortiguamiento linealizados, discutidos en Sección 2.5, permite predecir con precisión

la respuesta sincrónica y determinar los lı́mites de estabilidad del sistema.

La Figura 4.1 ilustra un rotor vertical rı́gido con masa 2m, con una carga actuante lateral 2Fo

y soportado por dos cojinetes hidrodinámicos idénticos. Si la velocidad de rotación es considerada

constante, las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento en cada cojinete obtenidas a

109
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Figura 4.1: Rotor vertical rı́gido soportado por cojinetes hidrodinámicos.

partir de la sumatoria de fuerzas en los ejes X e Y , son:

mẌ = FX +m δu ω
2
b cosωbt (4.1)

mŸ = FY +m δu ω
2
b sinωbt− Fo (4.2)

donde, m y δu se corresponden con la masa del rotor y la magnitud del vector desbalance. Debe

considerarse que la acción del desbalance dependerá de la posición de la masa, la cuál se descom-

pone en dirección X e Y según la velocidad de rotación ωb y el tiempo t que ha transcurrido.

Además, X(t) y Y (t) son las coordenadas del centro de masa del rotor, ası́ como FX y FY son

las componentes de las reacciones en los cojinetes. Dado que el rotor es rı́gido, el desplazamiento

del centro de masa es idéntico en todo el largo del rotor. De la misma forma que se realizó en la

Sección 2.5, se realiza una expansión en series de Taylor de las Ecs. (4.1) y (4.2) y se consideran

pequeños desplazamientos alrededor del punto de equilibrio (Xo, Yo):

X = Xo +∆X , y Y = Yo +∆Y (4.3)

Realizando sustituyendo estas relaciones en las Ecs. (4.1) y (4.2), resulta:

m

 ∆Ẍ

∆Ÿ

+C

 ∆Ẋ

∆Ẏ

+K

 ∆X

∆Y

 = m δu ω
2
b

 cosωbt

sinωbt

 (4.4)

donde K y C son las matrices de coeficientes elásticos y de amortiguación obtenidos en la Sección

2.5. Introduciendo las siguientes variables adimensionales: X̄ = ∆X/c, Ȳ = ∆Y/c y τa = ωb t,

se obtiene:

m̂2

 X̄ ′′

Ȳ ′′

+ c

 X̄ ′

Ȳ ′

+ k

 X̄

Ȳ

 = m̂2 δu
c

 cos τa

sin τa

 (4.5)

donde, la notación prima indica la derivación con respecto a τa y las matrices k y c utilizan los

coeficientes correspondientes en su forma adimensional. La masa adimensionalizada m̂ se calcula
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como:

m̂2 =
c m ω2

Fo
(4.6)

Para el estudio de la estabilidad del rotor bajo la hipótesis de pequeños movimientos respecto

de su punto de equilibrio, es necesario considerar que δu = 0, por lo tanto:

m̂2

 X̄ ′′

Ȳ ′′

+ c

 X̄ ′

Ȳ ′

+ k

 X̄

Ȳ

 =

 0

0

 (4.7)

Para estudiar la estabilidad bajo la hipótesis de pequeñas perturbaciones, se analiza la res-

puesta libre del sistema estableciendo el desbalance δu = 0. Si el sistema alcanza el umbral de

inestabilidad a una velocidad de rotación ωs, el rotor iniciará un movimiento de precesión auto-

excitado a una frecuencia Ωs [121]. Este comportamiento se modela mediante soluciones de la

forma:

X̄ = Aejω̄t

Ȳ = Bejω̄t
(4.8)

donde Ay B, se corresponden con la amplitud de la vibración y ω̄ = Ωs/ωs es conocida como

la relación de la frecuencia de precesión (whirl frecuency ratio - WFR) e indica la relación entre

la frecuencia de la precesión del rotor alrededor de un punto de equilibrio Ωs y la velocidad de

entrada en inestabilidad del rotor ωs. Sustituyendo las expresiones de (4.8) en (4.7), se obtiene:

 −m̂2ω̄2 + kXX + j ω̄ cXX kXY + j ω̄ cXY

kXY + j ω̄ cY X −m̂2ω̄2 + kY Y + j ω̄ cY Y

 A

B

 =

 0

0

 (4.9)

El determinante del sistema de ecuaciones debe ser cero para que la solución sea no trivial,

por lo que:

(−m̂2ω̄2 + kXX + j ω̄ cXX)(−m̂2ω̄2 + kY Y + j ω̄ cY Y )− (kXY + j ω̄ cXY )(kXY + j ω̄ cY X)

Luego de un extenso trabajo algebraico, las componentes real e imaginaria resultan:

(m̂ ω̄)2 = keq =
cXXkY Y + cY Y kXX − cY XkXY − cXY kY X

cXX + cY Y
(4.10)

y,

ω̄2 =
(keq − kXX)(keq − kY Y )− kXY kY X

cXXcY Y − cXY cY X
(4.11)

Estas expresiones, obtenidas por Lund [122], determinan que para una dada excentricidad εo
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debe evaluarse la Ec. (4.10) para obtener el valor del coeficiente de elasticidad equivalente keq,

y luego reemplazar en la Ec. (4.11) para obtener ω̄. Esta sustitución luego deriva en que la masa

crı́tica del sistema (aquella que genera la aparición de inestabilidades) pueda definirse como:

m̂2 =
keq
ω̄2

(4.12)

La Figura 4.2 muestra la variación de la velocidad de giro umbral de inestabilidad ω̄ con

la excentricidad, para las condiciones de longitud infinitamente larga (ILJB) y corta (ISJB). Se

observa que para muy bajas excentricidades, la región de inestabilidad (región superior a la lı́nea

umbral) es mucho más amplia que para excentricidades mayores a 0.7 donde la estabilidad puede

ser asegurada para toda condición de funcionamiento.
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Figura 4.2: Velocidad adimensional umbral de inestabilidad ω̄ en función de la excentricidad relativa.

Por su parte, nótese que la ω̄ únicamente depende de las caracterı́sticas de la pelı́cula lubricante

y de la excentricidad relativa, siendo independiente de las caracterı́sticas del rotor (masa y elasti-

cidad) [10]. A partir de sustituir en la Ec. (4.12) las magnitudes dimensionales correspondientes,

se obtiene:

c m ω2
s

Fo
=
keq
Ωs

ωs → Ωs =

√
keq
m

Fo
c

=

√
Keq

m
(4.13)

Esta expresión permite concluir que, para un rotor rı́gido, la frecuencia de precesión en el
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umbral coincide con la frecuencia natural del sistema en ese punto. Cuando los valores de excen-

tricidad son muy bajos (ε→ 0) los coeficientes elásticos y de amortiguación son:

kXX = kY Y = 0, cXX = cY Y , kXY = kY X , cXY = cY X = 0 (4.14)

y
Ωs
ωs

=
kXY
cXX

= 0.5, cuando ε→ 0 (4.15)

En el lı́mite teórico de excentricidad nula (ε→ 0), la relación de frecuencias tiende a ω̄ ≈ 0.5.

Este valor es una caracterı́stica de los cojinetes hidrodinámicos lisos e indica que el rotor comienza

a precesionar a la mitad de la velocidad de giro del eje [10, 123]. Además, en ausencia de cargas

externas (como puede ser el caso de turbomaquinaria vertical), el cojinete no posee coeficientes

elásticos (Keq = 0), la frecuencia natural es 0, y el rotor precesiona en todas las velocidades.

También, puede observarse que si KXY = 0, el fluido no tiene efectos cruzados y entonces Ωs =

0, lo que implica que el sistema siempre sea estable. En la práctica, esto ocurre generalmente para

valores de ε ≥ 0.7. Si se define a partir de este resultado un valor lı́mite como la velocidad de

rotación máxima del eje, se obtiene:

ωb,máx = 0.5 Ωs = 2 Ωn (4.16)

donde se deduce que la velocidad máxima de operación del eje es dos veces la frecuencia natural

del sistema. Estos parámetros lı́mites de funcionamiento resultan fundamentales para el estudio

que se realiza las siguientes secciones.

4.2. Rotor de Jeffcott

Para el análisis del comportamiento de ejes flexibles se utiliza el modelo de rotor propues-

to por Jeffcott [124] que se muestra en la Fig. 4.3a, y consiste en un disco delgado acoplado a

un eje flexible uniforme y de masa despreciable, el cual a su vez está soportado por cojinetes

rı́gidos y sin fricción. El sistema de coordenadas (O,X, Y, Z), es inercial con la dirección Z en

la dirección axial, mientras que el sistema (o′, x′, y′, z′) está fijo al disco y sus coordenadas son

(X(o′), Y (o′), Z(o′)), con R⃗d como el vector desplazamiento que describe esta posición respecto

del sistema inercial. El centro de masa del disco no es coincidente con el eje del rotor, sino que

se encuentra a una distancia δ⃗u relativo al origen del sistema (x′, y′, z′) tal como muestra la Fig.

4.3b. Esta magnitud se denominará como vector desbalance y puede descomponerse en el sistema

inercial como δX y δY . La rotación del sistema relativo respecto del sistema inercial, está deter-
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(a) Esquema del rotor. (b) Vectores y ángulos que intervienen.

Figura 4.3: Rotor de Jeffcott.

minado por el ángulo ϕ. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para el sistema pueden ser

planteadas como:

m Ẍ + ce Ẋ + ke X = FX +m δX ϕ̇
2 +m δY ϕ̈ (4.17)

m Ÿ + ce Ẏ + ke Y = FY +m δY ϕ̇
2 +m δX ϕ̈ (4.18)

JZ Ω̈ =MZ +m δY Ẍ −m δX Ÿ (4.19)

donde,

δX = δx′ cosϕ− δy′ sinϕ (4.20)

δY = δx′ sinϕ+ δy′ cosϕ (4.21)

Además, m es la masa del rotor, ke y ce son las constantes elástica y de amortiguación respec-

tivamente y JZ es el momento de inercia en la dirección Z. Las componentes de la fuerza externa

se denotan por FX y FY , y la componente del momento externo en dirección Z es MZ .

Se observa que el movimiento transversal del rotor es afectado por las componentes del vec-

tor de fuerzas externas. Sin embargo, el término fuente dominante viene dado por el vector de

desbalance δ⃗u. Para analizar la respuesta del desplazamiento ante estas cargas a una velocidad

constante (Φ̇ = ωb) e ignorando el efecto de amortiguación (ce = 0), puede introducirse el uso de

las siguientes variables complejas:

R = X + j Y Du = δX + j δY du = δx′ + j δy′ (4.22)

para obtener:

R̈+ λ2n R = ω2
bdu e

jωbt = ω2
bDu, λ2n = k/m. (4.23)
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La solución de estado estacionario para ω ̸= λn es:

R =
ω2
b

λ2n − ω2
b

du e
jωbt =

1

(λn/ωb)2 − 1
Du (4.24)

Para ω = λn, la solución particular resulta:

R =
tλn
2

du e
j(ωbt−π/2) =

tλn
2

Du e
−jπ/2 (4.25)

Esta ecuación indica que el desplazamiento R⃗d y el desbalance δ⃗ son vectores que están en

fase para una velocidad de funcionamiento que sea mucho más baja que la frecuencia natural no

amortiguada del sistema λn (Fig. 4.4a), mientras que cuando ωb es mucho más grande que λn,

ambos vectores se encuentran desfasados 180 grados (Fig. 4.4c). Para ωb = λn, la amplitud de

R⃗d crece linealmente con el tiempo, y se encuentra 90 grados desfasado del vector δ⃗u (Fig. 4.4b).

Esta interpretación fı́sica indica que el movimiento del rotor es armónico simple cuando se ob-

serva desde un plano lateral, describiendo una órbita circular en el plano transversal. Dado que la

frecuencia de este movimiento coincide con la velocidad de rotación ωb, se denomina respuesta

“sincrónica”. Al incrementar ωb desde el reposo, se alcanza un valor donde la amplitud del des-

plazamiento diverge siendo esta la velocidad crı́tica. Para el rotor de Jeffcott ideal, esta velocidad

es idéntica a la frecuencia natural del sistema, una coincidencia que desaparece en modelos más

complejos donde intervienen la anisotropı́a de los soportes o efectos giroscópicos [10].

(a) ωb < λn. (b) ωb = λn. (c) ωb > λn.

Figura 4.4: Respuesta sincrónica del rotor de Jeffcott.

Si ahora se considera el efecto de amortiguación (ce ̸= 0), la expresión en términos de variable

compleja se resume en:

R̈+ 2ζeλnṘ+ λ2nR = ω2
bdu e

jωbt = ω2
bDu (4.26)

donde:

2ζeλn =
ce
m

(4.27)
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La solución de estado estacionario para esta configuración resulta:

R =
ω2
b√

(λ2n − ω2
b ) + 4ζ2eλ

2
nω

2
b

du e
jωbt (4.28)

y, el ángulo de desfase se obtiene como:

tanψd =
−2ζeλnωb
λ2n − ω2

b

(4.29)

Dividiendo ambas ecuaciones por λn y reordenando, se obtienen las expresiones de la amplitud

de desplazamiento adimensional y del ángulo de desfase, en función de la relación de frecuencias

ωb/λn, tal como se muestran a continuación:

R/du =
(ωb/λn)

2√
(1− (ωb/λn)2) + 4ζ2e (ωb/λn)

2
(4.30)

tanψd =
−2ζeωb

1− (ωb/λn)2
(4.31)

La Figura 4.5 muestra de forma gráfica como la vibración se ve afectada por la cercanı́a de la

velocidad de rotación a la frecuencia de resonancia. En términos fı́sicos, el rotor está en fase con el

desbalance para bajas velocidades (ωb/λn < 1), está desfasado 180 grados para altas velocidades

(ωb/λn > 1), y a 90 grados detrás cuando el rotor está en la frecuencia de resonancia.
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Figura 4.5: Respuesta de estado estacionario del rotor de Jeffcott.
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La solución homogénea para esta configuración se muestra en la Ec. (4.32), y consiste en dos

orbitas amortiguadas de precesión con un determinado perı́odo T (Ec. (4.33)). El primer término

de la Ecuación (4.32) es la solución en la misma dirección de rotación del rotor (forward preces-

sión - FP), mientras que el segundo término se corresponde con la solución en el sentido contrario

(backward precession - BP).

Rh = A1e
λn(−ζe+j

√
1−ζ2e )t +A2e

λn(−ζe−j
√

1−ζ2e )t (4.32)

T =
2π

λn
√
1− ζ2e

(4.33)

En términos matemáticos, el modelo de Jeffcott presenta raı́ces complejas conjugadas en

−ζeλn ± jλn
√

1− ζ2e , cuya parte imaginaria define las frecuencias naturales del sistema aso-

ciadas a los modos de precesión en avance (Forward Precession - FP) y retroceso (Backward

Precession - BP). Si bien en este modelo idealizado ambas frecuencias coinciden, la inclusión

de efectos giroscópicos o anisotropı́a en los soportes (fenómenos que se analizarán mediante el

diagrama de Campbell en secciones posteriores) provocará la bifurcación de estas raı́ces, eviden-

ciando la separación de los componentes FP y BP. No obstante, se observa en la Ec. (4.28) que

sólo el modo en avance es excitado por el desbalance del rotor.

Si bien el modelo de Jeffcott sobre soportes rı́gidos permite identificar la naturaleza de la res-

puesta sincrónica, la predicción de la estabilidad en sistemas reales requiere considerar la interac-

ción entre la flexibilidad del eje y las fuerzas dinámicas del lubricante. En ejes flexibles soportados

por cojinetes hidrodinámicos, tal como se comentará en la sección posterior, da lugar a fenómenos

donde las fuerzas del fluido se acoplan con los modos de flexión del rotor.

4.3. Fenómenos inestables: Oil Whirl y Oil Whip

Como se analiza en las secciones previas, el rotor alcanza un punto de equilibrio estático

definido por su excentricidad εo y su ángulo de actitud ϕo. Sin embargo, la naturaleza del fluido

en los cojinetes introduce fuerzas de acoplamiento cruzado que pueden desestabilizar el sistema

cuando la velocidad de funcionamiento ωb supera un umbral crı́tico, generalmente cercano al doble

de la primera frecuencia natural del sistema (ωb ≈ 2ωn).

Muszynska [40] reportó este tipo de respuesta a través de un gráfico de cascada (waterfall

plots) donde se muestran las frecuencias de precesión para diferentes velocidades de funciona-

miento. La Fig. 4.6 muestra que cuando el eje comienza a rotar con una velocidad de rotación

que aumenta lentamente, se observan vibraciones laterales sincrónicas (1×, es decir, a la misma

frecuencia que la velocidad de rotación) de baja amplitud a lo largo de todo el eje del rotor. Estas
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Figura 4.6: Cascada de amplitud de frecuencias según la velocidad de rotación. En lı́nea de trazos se diferencian las
frecuencias sincrónicas (1×) y subsincrónicas (0.5×)

vibraciones son causadas por las fuerzas de inercia del desbalance del rotor. En este régimen, el

sistema es estable y cualquier perturbación transitoria es rápidamente amortiguada.

A velocidades de rotación más altas (generalmente por debajo de la primera frecuencia de

resonancia), la vibración sincrónica forzada no es el único régimen de movimiento. Junto con las

vibraciones 1×, aparece el denominado “Oil Whirl”. Este fenómeno es una vibración subsincróni-

ca de precesión lateral alrededor del punto de equilibrio del cojinete, a una frecuencia cercana a

la mitad de la velocidad de rotación. En este rango de velocidad de rotación, el rotor se comporta

como un cuerpo rı́gido. Las amplitudes del Oil Whirl suelen ser mucho más elevadas que las de las

vibraciones sincrónicas. Sin embargo, están limitadas por el huelgo del cojinete y las fuerzas no

lineales del fluido. Con el aumento de la velocidad de rotación, el patrón de vibración permanece

estable. La frecuencia del Oil Whirl sigue el incremento de la velocidad de rotación, mantenien-

do la relación de ∼ 0.5× con esta. Las amplitudes de vibración permanecen casi constantes y

generalmente elevadas. En el rango de velocidad de rotación considerado, los efectos dinámicos

del fluido del cojinete predominan claramente. La vibración sincrónica forzada representa una pe-

queña fracción de la respuesta vibratoria, tal como indica el gráfico de cascada de la Figura 4.6

[9, 10, 40].

Cuando el incremento de la velocidad de rotación se aproxima a la primera frecuencia de re-

sonancia ωn, el Oil Whirl se vuelve repentinamente inestable y desaparece, siendo suprimido y

reemplazado por vibraciones sincrónicas crecientes. Las vibraciones forzadas predominan, alcan-
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zando sus amplitudes máximas en la frecuencia de resonancia correspondiente a las propiedades

de masa y rigidez del rotor. En este punto, los efectos dinámicos del fluido del cojinete ceden la

prioridad a los efectos mecánicos elásticos del rotor [9, 10, 40]. Para velocidades superiores a la

primera velocidad de resonancia, las vibraciones sincrónicas forzadas decaen. Nuevamente, las

fuerzas del fluido del cojinete entran en acción. Poco después de la primera frecuencia natural, y

con el aumento de la velocidad de rotación, el Oil Whirl ocurre nuevamente. El patrón descrito

anteriormente se repite. El ancho de la región de velocidad de rotación en la cual predominan

las vibraciones sincrónicas depende directamente de la magnitud del desbalance del rotor: cuanto

mayor sea el desbalance, más amplia será esta región.

Cuando la velocidad de rotación se aproxima al doble del valor de la primera frecuencia de

resonancia, la frecuencia del Oil Whirl (que, como se mencionó, es aproximadamente igual la

mitad de la velocidad de giro) alcanza el valor de dicha resonancia (Ωs = 0.5 ωb = ωn). El

patrón del Oil Whirl es reemplazado por el denominado “Oil Whip”, una vibración subsincrónica

de precesión lateral del rotor. El Oil Whip tiene una frecuencia constante: independientemente

del incremento de la velocidad de rotación, la frecuencia del Oil Whip se mantiene cercana a

la primera frecuencia natural del rotor. Este fenómeno es denominado, bloqueo de frecuencia

[10, 40]. En este rango de alta velocidad, el eje no puede considerarse rı́gido. Su flexibilidad, es

decir, sus grados de libertad adicionales, provoca que el sistema rotor-cojinete esté estrechamente

acoplado. Los parámetros del rotor (su masa y rigidez, en particular) se convierten en los factores

dinámicos dominantes. La amplitud de la vibración del muñón durante el Oil Whip está limitada

por el huelgo del cojinete, pero la vibración del eje puede volverse muy elevada, ya que este vibra

en condiciones de resonancia.

Entre los fenómenos dinámicos descritos, existe una clara distinción relacionada con su natu-

raleza. Por un lado, la vibración lateral sincrónica del rotor (1×) debida al desbalance y, por otro

lado, la vibración del rotor relacionada con el fluido. El movimiento resultante tiene la forma de

la clásica vibración forzada sincrónica (1×). Por el contrario, el segundo tipo de vibraciones se

define como “auto-excitadas”, originadas por un mecanismo de retroalimentación interna que con-

vierte la energı́a cinética de rotación en movimiento vibratorio lateral. A diferencia de los sistemas

pasivos, donde el amortiguamiento siempre actúa como un agente estabilizador, en estos sistemas

la dinámica del lubricante puede actuar como una fuente de energı́a, alimentando la precesión del

rotor incluso en ausencia de excitaciones externas.

A menudo, el Oil Whirl y el Oil Whip se describen como un movimiento “inestable” del rotor

en un sentido cercano a los términos vibraciones “indeseables” o “inaceptables’ ’. Obviamente,

estas vibraciones son altamente indeseables, ya que perturban la operación normal de la máquina.
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Figura 4.7: Grados de libertad del elemento de viga en un plano X − Z.

La operación normal se relaciona con el movimiento puramente rotacional del rotor alrededor de

su eje adecuado y a una velocidad angular conveniente. Por otro lado, como ya se mencionó pre-

viamente, estos fenómenos son evitables si se alcanzan elevadas excentricidades en los cojinetes

[10, 40].

Para predecir con precisión estos umbrales en geometrı́as complejas, es necesario recurrir

al Método de Elementos Finitos, el cual permite capturar la flexibilidad distribuida del eje y su

interacción tanto con cojinetes, como con otros elementos acoplados al rotor.

4.4. Método de elementos finitos aplicado a rotores elásticos

El Método de Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM) es un método para el análisis

de tensiones, vibraciones, flujos térmicos y muchos otros fenómenos. La implementación de esta

técnica en rotodinámica fue realizada en primer lugar por Ruhl y Booker [125] con posteriores

contribuciones de Nelson [126]. En esta sección se comentará brevemente el desarrollo necesario

para realizar el estudio de ejes flexibles soportados por cojinetes hidrodinámicos. Una descripción

detallada del FEM puede encontrarse en los textos de Johnson [127], Oñate [128], Zienkiewicz

[129], entre otros.

La Figura 4.7 ilustra un segmento de viga uniforme con sus respectivos grados de libertad en el

plano X −Z: Desplazamiento (R1, R2) y rotación en cada uno de sus extremos (β1, β2). La masa

de la viga está uniformemente distribuida a lo largo de su longitud. La ecuación de movimiento

gobernante para esta situación resulta:

λm
∂2r

∂t2
+ EI

∂4r

∂t4
= f(s, t) (4.34)

donde λm es la masa por unidad de longitud,E es el módulo elástico del material, I es el momento

de inercia de la sección transversal y f(s, t) es la carga externa distribuida. A partir de la propiedad

de separación de variables, se puede proponer una solución de la forma:

r(s, t) =

4∑
i=1

ψi(s)ui(t) (4.35)
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donde ψi(s) se corresponde con las funciones de forma que son requeridas para satisfacer la ecua-

ción homogénea estática. Las funciones ui(t) son identificadas como:

u1 = RX1 u2 = βY 1 u3 = RX2 u4 = βY 2 (4.36)

Estos valores son ordenados en el vector desplazamientos u, siendo u̇ su correspondiente

derivada en el tiempo. A partir de estas relaciones, las funciones de forma ψi(s) requieren cumplir

las siguientes condiciones de borde:

ψ1(0) = 1 ψ2(0) = 0 ψ3(0) = 0 ψ4(0) = 0

ψ′
1(0) = 0 ψ′

2(0) = 1 ψ′
3(0) = 0 ψ′

4(0) = 0

ψ1(L) = 0 ψ2(L) = 0 ψ3(L) = 1 ψ4(L) = 0

ψ′
1(L) = 0 ψ′

2(L) = 0 ψ′
3(L) = 0 ψ′

4(L) = 1

(4.37)

donde la notación prima indica derivación con respecto a s. La ecuación estática homogénea aso-

ciada al problema resulta:
d4r

dt4
= 0 (4.38)

y tiene solución:

r =
C1

3
s3 +

C2

2
s2 + C3s+ C4 (4.39)

Por lo tanto, las funciones de forma, quedan definidas como:

ψ1(s) = 1− 3s2/L2 + 2s3/L3 (4.40)

ψ2(s) = s− 2s2/L+ s3/L2 (4.41)

ψ3(s) = 3s2/L2 − 2s3/L3 (4.42)

ψ4(s) = −s2/L+ s3/L2 (4.43)

y la solución aproximada resulta:

r(s, t) = u1(t)
(
1− 3s2/L2 + 2s3/L3

)
+ u2(t)

(
s− 2s2/L+ s3/L2

)
...

+u3(t)
(
3s2/L2 − 2s3/L3

)
+ u4(t)

(
−s2/L+ s3/L2

) (4.44)
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Definiendo la energı́a cinética como:

ET =
1

2

∫ L

0
λm

(
∂r

∂t

)2

ds (4.45)

Reemplazando por la solución aproximada obtenida en la Ec. 4.44:

ET =
1

2
u̇T M u̇ (4.46)

con:

M =
λmL

420


156 22L 54 −13L

22L 4L2 13L −3L2

54 13L 156 −22L

−13L −3L −22L 4L2

 (4.47)

De forma similar, sustituyendo la solución de la Ec. 4.44, en la función energı́a potencial:

EV =
1

2

∫ t

0
EI

(
∂2r

∂s2

)2

ds =
1

2
uT K u (4.48)

donde:

K =
2EI

L3


6 3L −6 3L

3L 2L2 −3L L2

−6 −3L 6 −3L

3L L2 −3L 2L2

 (4.49)

Luego, el Lagrangiano L del sistema queda definido por:

L = ET − EV =
1

2
u̇T M u̇− 1

2
uT K u (4.50)

y las ecuaciones del movimiento, con F como el vector de cargas externas, quedan expresadas

como:

Mü +Ku = F (4.51)

4.4.1. Matrices elementales para rotores

Las ecuaciones y matrices anteriormente desarrolladas fueron planteadas para una viga en

la cuál se despreciaron los efectos de la inercia rotacional y giroscópicos. Siguiendo el mismo

procedimiento que el planteado, pero considerando un elemento de viga en el cuál el movimiento

puede ser en los planos X − Z e Y − Z (Fig. 4.8) las nuevas incógnitas del problema a resolver
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Figura 4.8: Grados de libertad del elemento de viga en los planos X − Z e Y − Z.

son:
u1 = RX1 u2 = RY 1 u3 = βX1 u4 = βY 1

u5 = RX2 u6 = RY 2 u7 = βX2 u8 = βY 2

(4.52)

Las funciones que describen el desplazamiento en los planos X − Z y Y − Z son r(s, t) y

p(s, t) respectivamente, y quedan formuladas en términos de las funciones de forma:

r(s, t) = u1ψ1 + u4ψ2 + u5ψ3 + u8ψ4 (4.53)

p(s, t) = u2ψ1 − u3ψ2 + u6ψ3 − u7ψ4 (4.54)

La orientación del elemento de viga está definido por los ángulos αb y βb de la Figura 4.8, los

cuales están en términos de r(s, t) y p(s, t) por:

βb(s, t) =
∂r(s, t)

∂s
= u1ψ

′
1 + u4ψ

′
2 + u5ψ

′
3 + u8ψ

′
4 (4.55)

αb(s, t) = −∂p(s, t)
∂s

= −u2ψ
′
1 + u3ψ

′
2 − u6ψ

′
3 + u7ψ

′
4 (4.56)

El signo negativo es necesario para cumplir con la regla de la mano derecha en cuanto al

sentido de rotación positivo sobre el eje X . Expresando esto mismo pero de forma matricial se

obtiene:  r(s, t)

p(s, t)

 = Ψ(s)u(t) (4.57)

 αb(s, t)

βb(s, t)

 = Γ(s)u(t) (4.58)
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donde:

Ψ =

 ψ1 0 0 ψ2 ψ3 0 0 ψ4

0 ψ1 −ψ2 0 0 ψ3 −ψ4 0

 (4.59)

Γ =

 0 −ψ′
1 ψ′

2 0 0 −ψ′
3 ψ′

4 0

ψ′
1 0 0 ψ′

2 ψ′
3 0 0 ψ′

4

 (4.60)

La energı́a cinética para el elemento es obtenida a partir de considerar la energı́a de un dife-

rencial de viga ds e integrando a lo largo de la longitud. Por lo tanto:

dET =
λm
2

(ṙ2 + ṗ2) +
IP
2
(α̇b + β̇b) +

ĪP
2
(ϕ̇2 − 2ϕ̇αβ̇) (4.61)

donde λm, Ī y ĪP son la masa, y los momentos de inercia diametral y polar, respectivamente.

Sustituyendo

dET =
λm
2

u̇TΨTΨu̇+
Ī

2
u̇TΓTΓu̇− ϕ̇ĪPu

TΓα
TΓβu̇+

ĪP
2
ϕ̇2 (4.62)

El primer término corresponde al movimiento de traslación rectilı́nea, el segundo corresponde

con la inercia de rotación, el tercero con el acoplamiento giroscópico y, el último con la rotación

del eje del rotor. Integrando a lo largo del elemento finito, la definición de la energı́a cinética

resulta:

ET =
1

2
u̇T [MT +MR] u̇− ϕ̇uTNu̇+ ϕ̇2

ĪP
2

(4.63)

donde:

MT =

∫ L

0
λm ΨTΨds (4.64)

MR =

∫ L

0
Ī ΓTΓds (4.65)

N =

∫ L

0
ĪP ΓT

αΓβds (4.66)

La función de energı́a potencial desarrollada anteriormente debe ser modificada para poder

considerar la energı́a de la flexión en el plano Y − Z. Por lo que la energı́a potencial por unidad

de longitud queda expresada como:

dEV =
EI

2

[(
∂2r

∂s2

)2

+

(
∂2p

∂s2

)2
]
=
EI

2
uTΨ′′TΨ′′u (4.67)
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y la función energı́a potencial integrada en el elemento es:

EV =
1

2
uTKeu (4.68)

con:

Ke =

∫ L

0
EIΨTΨ ds (4.69)

Definiendo al Lagrangiano del sistema L = ET −EV , se obtiene la ecuación del movimiento

para velocidad constante (ϕ̇ = ωb):

[MT +MR] ü− ωbGu̇+Keu = F (4.70)

donde la matriz de efectos giroscópicos acoplados G es antisimétrica y definida por:

G = N−NT (4.71)

Con todo el desarrollo realizado, finalmente, las matrices elementales de inercia traslacional

(MT), inercia rotacional (MR), efectos giroscópicos (G) y de rigidez (Ke) se muestran a conti-

nuación:

MT =
λmL

420



156 0 0 22L 54 0 0 −13L

0 156 −22L 0 0 54 13L 0

0 −22L 4L2 0 0 −13L −3L2 0

22L 0 0 4L2 13L 0 0 −3L2

54 0 0 13L 156 0 0 −22L

0 54 −13L 0 0 156 22L 0

0 13L −3L2 0 0 22L 4L2 0

−13L 0 0 −3L2 −22L 0 0 4L2



(4.72)
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MR =
Ī

30L



36 0 0 3L −36 0 0 3L

0 36 −3L 0 0 −36 −3L 0

0 −3L 4L2 0 0 3L −L2 0

3L 0 0 4L2 −3L 0 0 L2

−36 0 0 −3L 36 0 0 −3L

0 −36 3L 0 0 36 3L 0

0 −3L −L2 0 0 3L 4L2 0

3L 0 0 L2 −3L 0 0 4L2



(4.73)

G =
ĪP
30L



0 −36 3L 0 0 36 3L 0

36 0 0 3L −36 0 0 −3L

−3L 0 0 −4L2 −3L 0 0 L2

0 −3L 4L2 0 0 3L −L2 0

0 36 3L 0 0 −36L −3L 0

−36 0 0 −3L 36L 0 0 −3L

−3L 0 0 L2 3L 0 0 −4L2

0 −3L −L2 0 0 3L 4L2 0



(4.74)

Ke =
2EI

L3



6 0 0 3L −6 0 0 3L

0 6 −3L 0 0 −6 −3L 0

0 −3L 2L2 0 0 3L L2 0

3L 0 0 2L2 −3L 0 0 L2

−6 0 0 −3L 6 0 0 −3L

0 −6 3L 0 0 6 3L 0

0 −3L L2 0 0 3L 2L2 0

3L 0 0 L2 −3L 0 0 2L2



(4.75)

4.4.2. Ensamblaje de la matriz global del rotor: discos y cojinetes

El ensamblaje de la matriz global se realiza considerando que cada elemento finito está conec-

tado a su vecino mediante la interacción de un nodo mediante la discretización 1D que se muestra

en la Fig. 4.9. Tal como se mostró anteriormente, los elementos de viga utilizados para la discreti-

zación se modelan con matrices 8 × 8 capaces de representar los 8 grados de libertad. En el caso

de los elementos adicionales que se pueden adicionar a un nodo (como por ejemplo un disco o un
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Figura 4.9: Discretización del eje rotante.

cojinete linealizado), su influencia puede describirse mediante matrices 4 × 4. Para el caso de un

disco su matriz de masa Md se determina como:

Md =


md 0 0 0

0 md 0 0

0 0 Ix 0

0 0 0 Ix

 (4.76)

donde md se corresponde con la masa del disco e Ix es el momento de inercia transversal. Por su

parte, la matriz giroscópica Gd resulta:

Gd =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −Id
0 0 Id 0

 (4.77)

donde Id es el momento de inercia polar. Si el disco no es el lo suficientemente delgado, debe

tenerse en cuenta los momentos de inercia de una barra dado que esto puede conducir a una mala

representación de la geometrı́a real.

El caso de la utilización de cojinetes linealizados, tal como se ha comentado anteriormente, la

matrices de masa Mb, rigidez Kby de amortiguación Cb se conforman por la masa de rotor m, y

los coeficientes elásticos y de amortiguación resultando:

Mb =


m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (4.78)
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Figura 4.10: Acoplamientos de matrices elementales en la matriz global.

Kb =


Kxx Kxy 0 0

Kyx Kyy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (4.79)

Cb =


Cxx Cxy 0 0

Cyx Cyy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (4.80)

La Fig. 4.10 esquematiza el acoplamiento entre las matrices elementales. En este agrupamien-

to, los términos de las matrices de un grado de libertad se suman a los términos del mismo grado

de libertad de otra matriz elemental. Las coeficientes que resultan de la linealización del cojinete

hidrodinámico actúan en los grados de libertad correspondientes al nodo donde se encuentra el

cojinete [130]. En el caso de que los cojinetes no se expresen a través de sus coeficientes lineali-

zados, la fuerza hidrodinámica en sus componentes (FX e FY ) se consideran directamente como

aportes en el vector de cargas externas F de la Ec. (4.51) para los nodos donde se encuentren los

cojinetes.

La ecuación de movimiento para el sistema completamente linealizado, resulta:

[MT +MR +Mb +Md] ü− (Cb + ωbG+ ωbGd)u̇+ (Ke +Kb)u = F (4.81)
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4.4.3. Mapeo de frecuencias resonantes

El análisis de los autovalores del sistema global permite identificar las frecuencias naturales

amortiguadas y sus respectivos modos de precesión. A diferencia de las estructuras estáticas, en

rotodinámica estas frecuencias son funciones dependientes de la velocidad de rotación ωb, debido

principalmente a dos factores: la acción de los momentos giroscópicos y la variabilidad de los

coeficientes dinámicos de los cojinetes hidrodinámicos.

Para visualizar esta evolución, se recurre al Diagrama de Campbell (Fig. 4.11). En este gráfico,

el eje de las abscisas representa la velocidad de rotación, mientras que el eje de las ordenadas

muestra las frecuencias naturales (parte imaginaria de los autovalores). La importancia de este

diagrama radica en la identificación de las velocidades crı́ticas, definidas por la intersección de las

curvas de precesión en avance (Forward Whirl - FW) con la recta de excitación sincrónica (1×).

El desdoblamiento de las curvas conforme aumenta la velocidad evidencia el efecto giroscópico,

el cual tiende a “endurecer” los modos en avance y “ablandar” los modos en retroceso (Backward

Whirl - BW).

Figura 4.11: Representación de un Diagrama de Campbell.

4.5. Código rotorDynCav

Para el estudio del comportamiento dinámico del sistema eje-cojinete, se ha desarrollado una

herramienta de simulación en el entorno Octave®. El código permite modelar la respuesta transi-

toria y estacionaria de un rotor flexible considerando efectos giroscópicos, desbalance de masa y

fuerzas hidrodinámicas no lineales en los apoyos.

El eje se discretiza mediante elementos de viga Euler-Bernoulli de cuatro grados de libertad

por nodo (como los descritos anteriormente). La formulación se centraliza en el módulo matrixR

.m, el cual ensambla las matrices globales de masa (M), rigidez (K) y amortiguamiento giroscópi-

co (C). El código permite además la incorporación de discos rı́gidos en nodos especı́ficos, suman-
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do sus propiedades de inercia polar (Id) e inercia transversal (Ix) directamente a las matrices

globales.

El código numérico contempla tres niveles de complejidad para los apoyos:

Modelo Lineal: Utiliza coeficientes constantes de rigidez (Kb) y amortiguamiento (Cb),

válidos para pequeñas perturbaciones alrededor de una posición de equilibrio.

Modelo de Cojinete Corto (Ocvirk / ISJB): Implementado mediante una solución analı́tica

de la ecuación de Reynolds. Este modelo permite calcular las fuerzas de reacción de forma

instantánea en función de la excentricidad (ϵ) y el ángulo de actitud (ϕ), capturando la no

linealidad del film de aceite.

Resolución de la ecuación Reynolds bifásica: Este módulo devuelve los valores de fuerzas

calculados para cada paso de tiempo por el código dynCav propuesto. Retiene en memoria

la distribución de la fracción de lubricante lı́quido de forma de poder evaluar la evolución de

la región de cavitación en el tiempo. A su vez, permite el estudio de la dinámica de cojinetes

con superficies texturadas, tanto en la carcasa como en el eje rotante.

El sistema de ecuaciones diferenciales del movimiento se resuelve en el dominio del tiempo

mediante el algoritmo de Newmark (contenido en intNewmark_NL.m). Este esquema de integra-

ción implı́cita calcula paso a paso el vector de desplazamientos (U ), velocidades (V ) y acelera-

ciones (A). En cada incremento de tiempo (∆t), el código actualiza la fuerza de desbalance y las

reacciones no lineales de los cojinetes, garantizando la convergencia del sistema. El algoritmo in-

cluye la opción de realizar una rampa de velocidad lo que permite simular el arranque o la parada

de la máquina y observar el paso por las velocidades crı́ticas de manera continua.

Por su parte, el módulo campbell_mod.m realiza un análisis de autovalores para determinar

las frecuencias naturales del sistema en función de la velocidad de giro. Al iterar sobre el rango

operativo, se construye el Diagrama de Campbell, que permite identificar las intersecciones entre

las frecuencias excitadoras (armónicos de la velocidad de rotación) y los modos naturales del rotor,

definiendo ası́ las zonas de operación segura y los márgenes de estabilidad frente al fenómeno de

Oil Whip.



Capı́tulo 5

Resultados

En los capı́tulos anteriores se han abordado desde los fundamentos de la lubricación hasta la

dinámica de ejes flexibles soportados por cojinetes hidrodinámicos. A través de estos desarrollos,

se establecieron modelos analı́ticos para determinar el campo de presiones y la capacidad portante

en condiciones teóricas ILJB e ISJB, analizando además las caracterı́sticas dinámicas de sistemas

linealizados, la influencia del texturado superficial y los efectos térmicos. A partir de las ecua-

ciones de Navier-Stokes, se desarrolló una formulación de Reynolds para flujo bifásico capaz de

integrar modelos de cavitación vaporosa, gaseosa y de pseudo-cavitación. Este desarrollo se ma-

terializó en el código dynCav, implementado tanto en Octave® como en el entorno OpenFOAM®

mediante el Método de Áreas Finitas y del uso de esquemas de discretización que aseguran una

convergencia de segundo orden tanto en el espacio como en el tiempo. Por último, se integró el

estudio de la dinámica de ejes rı́gidos y flexibles en interacción con los fenómenos de inestabilidad

de la pelı́cula lubricante.

Las secciones que conforman este capı́tulo presentan y discuten los resultados derivados de

estos desarrollos. Para todos los casos desarrollados, el signo de la excentricidad relativa corres-

ponde con el signo de los ejes de coordenadas X e Y (Fig. 2.3a). El número de Reynolds para

cada caso es calculado según la ecuación (5.1) considerando las propiedades de la pelı́cula com-

plemente lı́quida.

Re =
ρl ωb rb c

µl
(5.1)

5.1. Validación del campo de presiones y de las regiones de cavitación

Con el fin de validar el campo de presiones y la extensión de las regiones de cavitación, se

contrastan los resultados de los modelos numéricos propuestos con los datos experimentales clási-

cos de Jakobsson y Floberg [68]. Dichas mediciones corresponden a un cojinete sumergido cuyos

131
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parámetros fı́sicos y geométricos se detallan en la Tabla 5.1. La validación se centra en los perfiles

de presión obtenidos a distancias axiales de dj = 0.1L y dj = 0.3L respecto al plano medio

del cojinete, tal como se ilustra en la Figura 2.3b. Las soluciones numéricas mediante el modelo

bifásico dynCav se obtuvieron empleando una malla estructurada de 256 elementos en dirección

circunferencial y 64 en dirección axial. En esta configuración, el régimen de flujo es laminar, con

un número de Reynolds de Re = 23.

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
ρl 840 kg/m3 pref 100 kPa
µl 12.7 ×10−3 Pa.s α0 1.0 -
ρg 1 kg/m3 L 133 mm
µg 1.81 ×10−5 Pa.s rb 50 mm
Ro 1 µm c 0.146 mm
ε 0.6 - pv 20 kPa
ωb 48.1 rad/s psat 90 kPa

Tabla 5.1: Condiciones de funcionamiento utilizadas por Jakobsson [67].

En la Figura 5.1 se presenta el perfil de presiones bajo condiciones de cavitación vaporosa. Este

caso es ampliamente reconocido en la literatura [15, 67] y se utiliza como referencia fundamental

para validar el modelo de cavitación vaporosa. El algoritmo propuesto, basado en el modelo de

Schnerr-Sauer, captura con precisión los puntos de entrada y salida de la región cavitada. El caso

de estudio simula un cojinete sumergido en un depósito de aceite sin lı́nea de suministro externa,

donde una bomba de vacı́o mantiene un entorno de muy baja presión (20 kPa). Es importante

destacar que las referencias citadas no proporcionan resultados experimentales ni numéricos sobre

el perfil de fracción de lı́quido para este caso especı́fico.
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Figura 5.1: Perfil de presiones considerando cavitación vaporosa (pref = 100 kPa).



5.1. VALIDACIÓN DEL CAMPO DE PRESIONES Y DE LAS REGIONES DE CAVITACIÓN133

En contraste, la Figura 5.2 muestra el perfil de presiones obtenido mediante el modelo de cavi-

tación gaseosa de Zhou [100]. En este caso, la presión mı́nima corresponde al valor de equilibrio

alcanzado cuando el aire disuelto se difunde desde el lubricante para formar burbujas. Este resul-

tado numérico concuerda con la “presión de expulsión de aire” (90 kPa) reportada por Jakobsson

[68]. Se observa que una presión de saturación significativamente superior a la presión de vapor

ejerce un impacto notable en el perfil de presiones resultante. Este comportamiento es fı́sicamente

consistente con la dinámica de los flujos de entrada y salida del dominio: al no existir una lı́nea de

suministro externa, la recuperación de la pelı́cula lubricante depende del flujo que ingresa desde el

depósito en las zonas donde la presión interna es inferior a la de referencia. En consecuencia, cuan-

do la diferencia entre la presión externa e interna es menor, como ocurre en la cavitación gaseosa,

se requiere una mayor distancia circunferencial para la recuperación de la pelı́cula lı́quida [131].

Por lo tanto, en los casos que no existe un suministro directo y la alimentación es por los latera-

les, la extensión de la zona de cavitación está gobernada por el balance de masa, expandiéndose

a medida que aumenta el caudal expulsado por el campo de presiones con valores superiores a la

presión externa.
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Figura 5.2: Perfil de presiones considerando cavitación gaseosa (pref = 100 kPa).

En cuanto al análisis de la pseudo-cavitación, este fenómeno se modela mediante la Ec. (2.128),

empleando los parámetros fı́sicos y geométricos detallados en la Tabla 5.2. Se asume una presen-

cia inicial de gas en forma de burbujas del 5 % (αl,0 = 0, 95). Tanto el perfil de presiones como la

fracción de lı́quido se evalúan en el plano medio del cojinete (dj = 0). Los resultados derivados del

modelo dynCav se obtuvieron utilizando una malla de 256 elementos en dirección circunferencial

y 64 en dirección axial. Dentro del huelgo del cojinete, el flujo se mantiene en régimen laminar

con un número de Reynolds de Re = 40. Los resultados obtenidos para los diferentes valores de
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ks presentan una buena concordancia con los reportados por Jaramillo et al. [69]. Cabe destacar

que, tal como indica dicho autor, para lograr esta correspondencia es necesario aplicar una dife-

rencia de tres órdenes de magnitud respecto al parámetro ks utilizado originalmente por Snyder

[7]. El estudio paramétrico se llevó a cabo empleando valores de ks de 7, 85× 10−4, 7, 85× 10−5

y 7, 85× 10−6.

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
ρl 854 kg/m3 pg 1 kPa
µl 7.1 ×10−3 Pa s Ro 0.385 µm
ρg 1 kg/m3 αl,0 0.95
µg 1.81 ×10−5 Pa s L 25.4 mm
κs ≈ 10−4 - 10−6 N s/m rb 25.4 mm
σ 0.035 N/m c 25.4 µm
k 1 ε 0.4 m
pref 100 kPa ωb 523.60 rad/s

Tabla 5.2: Condiciones de funcionamiento utilizadas por Snyder y Jaramillo [7, 69].

En las Figuras 5.3 y 5.4 se muestra el impacto de este parámetro sobre el perfil de presiones y

la morfologı́a de la región de cavitación. En concordancia con lo observado en los casos previos,

una presión de saturación elevada restringe la capacidad de recuperación de la pelı́cula lı́quida, lo

que altera significativamente la distribución de presiones en la zona convergente del dominio.
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Figura 5.3: Perfil de presiones obtenido a partir del modelo de pseudo-cavitación.

Mientras que Snyder vincula este comportamiento con la advección de la zona cavitada hacia

la sección convergente debido al incremento en la velocidad de operación, el análisis realizado en

este trabajo sugiere una causa fı́sica adicional: para una configuración dada y una excentricidad

constante, una mayor velocidad de rotación intensifica el flujo hacia el exterior del dominio pro-

ducto de un campo de presiones más intenso. Este fenómeno demanda, en consecuencia, una zona



5.1. VALIDACIÓN DEL CAMPO DE PRESIONES Y DE LAS REGIONES DE CAVITACIÓN135
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Figura 5.4: Distribución de αl obtenido a partir del modelo de pseudo-cavitación.

de cavitación más extensa para permitir la adecuada recuperación de la pelı́cula lubricante.

Por otra parte, tal como analizan Snyder y Jaramillo, una mayor viscosidad dilatacional su-

perficial otorga a las burbujas de aire una mayor resistencia frente a las tensiones de tracción

provocadas por las presiones inferiores a la de referencia. De este modo, para el valor más elevado

de ks, el perfil obtenido se asemeja a una condición Full-Sommerfeld o Full-Ocvirk, en la cual

las presiones en la región divergente alcanzan magnitudes similares a las de la zona de presiones

positivas. Como es sabido, un perfil de presiones antisimétrico de este tipo induce inestabilidad en

la dinámica del muñón. Por lo tanto, se puede inferir que un fluido con una mayor ks tiende a ge-

nerar un comportamiento inestable en el sistema, al dificultar la ruptura de la pelı́cula y aproximar

la respuesta del cojinete a la solución analı́tica clásica sin cavitación.

Si bien el análisis de sensibilidad respecto al parámetro ks exhibe la tendencia fı́sica esperada,

los resultados obtenidos con el modelo p − α implementado presentan ciertas divergencias en

relación con la ubicación de los puntos de inicio y fin de la región de cavitación, ası́ como en los

valores de presión mı́nima alcanzados. Estas diferencias en el perfil de presiones pueden atribuirse

a las distintas formulaciones empleadas: el modelo p−R utilizado por Snyder y Jaramillo frente al

modelo p−α propuesto en este desarrollo. En el primer caso, se parte de la ecuación de Reynolds

y se desarrolla algebraicamente el término de variación temporal de la densidad para obtener una

expresión que contemple el cambio en el tamaño de las burbujas. En contrapartida, en el modelo

p − α, este fenómeno se integra de manera directa al considerar el término de cambio de fase

dentro de la ecuación de transporte de cada una de las especies presentes.
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5.1.1. Caracterización de la región cavitada

La validación de las regiones de cavitación se realiza mediante el uso de los datos experimen-

tales publicados por Etsion [132]. En dicho trabajo, el cojinete ensayado posee un radio rb de

25.4 mm, una longitud L de 38.1 mm y un huelgo c de 114 µm. La velocidad de rotación es de

1840 RPM, se utiliza un lubricante con viscosidad µl = 0, 026 Pa s y la excentricidad relativa ε

es de 0.4, por lo que resulta un número de Reynolds Re = 18. Para este análisis, se consideran

dos valores de presión ambiente: 113.6 kPa y 140.8 kPa. Debido a que el trabajo original reporta

exclusivamente la presencia de aire en la zona de cavitación y presiones superiores a la de va-

porización, se optó por emplear un modelo de cavitación gaseosa con parámetros de cavitación

idénticos a los experimentales. Las regiones de cavitación obtenidas numéricamente se presentan

en la Figura 5.5a, mientras que la Figura 5.5b muestra los registros fotográficos correspondientes

a los ensayos a 1840 RPM.

(a) Región de cavitación obtenida de forma numérica. (b) Región de cavitación experimental [132].

Figura 5.5: Comparación de las regiones de cavitación numérica y experimental.

La Tabla 5.3 resume las posiciones angulares de inicio (θi) y fin (θf ) de la zona cavitada repor-

tadas por Etsion [132], contrastándolas con los valores obtenidos mediante el modelo propuesto en

este trabajo, identificados con el superı́ndice θ∗. Es relevante observar que, aunque en la fotografı́a

del cojinete con presión de referencia de 140.8 kPa la región de cavitación no parece superar la

lı́nea de referencia, los valores tabulados por Etsion indican un ángulo final de 5º, una discrepancia

sutil que el modelo numérico permite analizar con mayor detalle.

pref [kPa] Etsion (θi [º]) Etsion (θf [º]) θ∗i [º] θ∗f [º]
113.6 200 75 201 81
140.8 210 15 207 10

Tabla 5.3: Ángulos de entrada y salida de la región de cavitación comparados con los resultados publicados por Etsion
et al. [132]

Se puede observar que las regiones de cavitación se encuentran adecuadamente representadas

por el modelo de cavitación gaseosa. Tal como se indicó previamente, la extensión de estas zonas

depende fundamentalmente de la presión de saturación. Esta dependencia fue verificada mediante
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el modelo de cavitación vaporosa (Schnerr-Sauer), ajustando una presión de vapor próxima a la

atmosférica (90 kPa), lo que permitió obtener resultados análogos a los del modelo difusivo. No

obstante, si bien los resultados respecto a la geometrı́a de la región de cavitación son similares, los

tiempos caracterı́sticos de ambos fenómenos fı́sicos difieren significativamente. En consecuencia,

emplear un modelo de cavitación vaporosa con una presión de saturación correspondiente a la

cavitación gaseosa no describe de manera fiel la evolución temporal del problema. Este factor

resulta crı́tico y decisivo en el análisis dinámico de un cojinete hidrodinámico.

5.1.2. Convergencia del método propuesto

El análisis de convergencia del algoritmo desarrollado se llevó a cabo utilizando un cojinete

con parámetros operativos constantes (velocidad angular, geometrı́a y propiedades del lubricante),

detallados en la Tabla 5.2. Para este estudio, se empleó el modelo de pseudo-cavitación con una

fracción de lı́quido inicial αl,0 = 0.95 y una viscosidad dilatacional superficial κs = 7.85 ×

10−6. Con el fin de evaluar la dependencia de la solución respecto a la discretización espacio-

temporal, se aplicó un esquema de refinamiento bajo una condición CFL constante (Ec. (5.2)),

determinando el error de los refinamientos sucesivos mediante una solución de referencia fref , tal

como se indica en la Ec. (5.3). El tamaño de los elementos de la malla se calculó como ∆x =

2πrb/Mx en dirección circunferencial y ∆y = b/My en dirección axial, mientras que el paso de

tiempo se definió como ∆t = 1 × 10−5/Nt. La solución de referencia se obtuvo empleando una

configuración de malla fina con Mx = 320, My = 160 y Nt = 16. Por otro lado, la secuencia

de mallas utilizada para determinar la convergencia se definió con valores de Mx = {20, 40, 80}

y My = {10, 20, 40} [69]. En cada uno de estos casos, se ajustó el número de pasos de tiempo a

Nt = {1, 2, 4}, respectivamente, para preservar el valor del parámetro CFL durante el proceso de

refinamiento. El tiempo final de simulación para todos los casos fue de tf = 1× 10−2.

CFL =
ωbrb∆t

∆x
(5.2)

Er(f)CFL =
||ft − fref ||
MxMy

(5.3)

En la Figura 5.6 se ilustra la convergencia del error obtenida para las soluciones numéricas

utilizando las mallas y pasos de tiempo previamente discutidos, junto con las pendientes de re-

ferencia para convergencia lineal y cuadrática representadas en lı́neas de trazos. Se verifica una

convergencia de segundo orden, tanto en el espacio como en el tiempo, para el campo de presión,

la fracción de lı́quido presente y la excentricidad. Resulta relevante destacar que este constituye
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el primer caso de estudio reportado en el análisis de cojinetes hidrodinámicos en el que se de-

muestra una convergencia de segundo orden. Como se detalló con anterioridad, para alcanzar esta

convergencia cuadrática, fue imperativo actualizar el campo de presiones antes de cada etapa del

esquema de partición (splitting).
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Figura 5.6: Convergencia del error en condiciones de CFL constante.

Para completar el análisis, se realizó una simulación dinámica del caso estudiado aplicando

una carga externa de W = 500 N, iniciando el movimiento desde el centro del cojinete hasta

alcanzar la posición final en tf . La convergencia de la trayectoria se evaluó mediante la evolución

temporal de la excentricidad del eje. Tal como se observa en la Figura 5.6, se logra también una

convergencia de segundo orden bajo la misma configuración numérica empleada en el caso base.

5.1.3. Mediciones propias en el banco de pruebas

Para contar con información propia con la que contrastar los valores obtenidos por simulación,

se realizaron mediciones experimentales en el banco de pruebas de cojinetes hidrodinámicos que

dispone el Laboratorio de Mecánica de Fluidos de la Universidad Nacional de la Patagonia San

Juan Bosco. Este dispositivo fue diseñado y construido en el marco de la tesis doctoral del Dr. Ing.

Gustavo Vignolo [23]. El banco cuenta con un motor eléctrico que impulsa un rotor, un sistema

de almacenamiento y suministro de lubricante, un rodamiento para aplicar la carga en la mitad del

rotor y un cojinete instrumentado, como puede apreciarse en el esquema de Figura 5.7a.

Las variables que pueden medirse simultáneamente en cada ensayo son: presión en varias posi-

ciones de la pelı́cula fluida, temperatura de suministro de lubricante, temperatura en varios puntos

de la superficie del cojinete, velocidad de rotación del eje y capacidad portante. Las variables de
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(a) Esquema del banco de pruebas.
(b) Muñones de 60 mm de diámetro y relaciones
L/D = 1/4, 1/2 y 1.

Figura 5.7: Componentes del banco de pruebas.

control del sistema son la velocidad de rotación, las dimensiones del cojinete, el tipo de lubricante

y la carga aplicada. La presión se determina en nueve puntos de la pelı́cula fluida distribuidas en

la circunferencia en el plano medio del cojinete. La capacidad portante se determina mediante tres

celdas de carga: dos verticales y una horizontal. Durante la realización de la presente tesis docto-

ral, se realizó la colocación de nuevos sensores de vacı́o capaces de determinar la presión en las

regiones de cavitación.

El eje, de 60 mm de diámetro y 464 mm de distancia entre apoyos, cuenta con un extremo

montado sobre un rodamiento oscilante de bolas y el otro sobre el cojinete instrumentado (Fig.

5.7a). El motor que imprime el movimiento al eje es asincrónico de 5 HP, alimentado a través de

un variador de frecuencia (rango de velocidades: 500 a 5000 rpm). La unión entre motor y eje se

realiza mediante un acoplamiento elástico. Los cojinetes que pueden ensayarse son de 50, 55 y 60

mm de diámetro, cada uno con relaciones L/D: 1/4, 1/2, y 1 (Fig. 5.7b). Los cojinetes se montan

en una carcasa adecuada la cual los sujeta y, a su vez permite el anclaje de los diversos instrumentos

de medición. La Fig. 5.8a esquematiza la posición de los sensores de presión P1 a P7, siendo P8

y P9 los únicos sensores de vacı́o. La medición de temperatura se realiza mediante el uso de

termocuplas ubicadas en las posiciones T1 a T4. La separación entre sensores es de 22.5◦. La Fig.

5.8b muestra la vista de frente del banco con los sensores de presión y de temperatura colocados

en las posiciones mencionadas.

La Fig. 5.9 muestra los resultados experimentales obtenidos en el banco de pruebas en com-

paración con el perfil de presiones predicho por el código dynCav utilizando la condición de cavi-

tación gaseosa (70 kPa). El cojinete estudiado tiene 60 mm de diámetro, una relación L/D = 1 y

la velocidad de operación es de 600 RPM. La viscosidad del fluido se considera 0.0827 Pa·s y la

carga externa que actúa sobre el cojinete es de 500 N. En la Fig. 5.9 también se muestra la ubica-

ción de los sensores de presión. Para obtener puntos intermedios del perfil, se modificó el ángulo

de aplicación de la carga ϕW en fracciones de 2.5◦. Dado que el perfil de presiones mantiene su
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(a) Esquema de la ubicación de los sensores. (b) Foto de frente del banco de pruebas.

Figura 5.8: Ubicación de los sensores del banco de pruebas.
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Figura 5.9: Perfil de presiones obtenido en el plano medio del cojinete.

forma respecto a la posición del huelgo mı́nimo (y por lo tanto, al ángulo de la carga aplicada),

esta técnica permite mejorar los resultados obtenidos.

Otras configuraciones geometrı́as fueron ensayadas lográndose grados de acuerdo similares

entre los valores experimentales y los numéricos. Para el cojinetes de L/D = 0.25 se verificó que

los valores experimentales ajusten correctamente con los valores esperados por la ecuación de

Ocvirk (Eq. (2.80)).

5.1.4. Simulación con fluidos no-newtonianos

El modelo no-Newtoniano propuesto en la Ec. (2.209) se realiza utilizando los resultados

numéricos publicados por Jang et al. [133] para un cojinete que utiliza fluidos que cumplen con

la ley de potencia de viscosidades y poseen diferentes valores de n. El algoritmo modificado para

la consideración del parámetro n es denominado, dynCavNN. La geometrı́a utilizada se describe
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en la Tabla 5.4. En esta instancia, el análisis se realiza de forma isotérmica, utilizando una malla

de 256 elementos en la dirección circunferencial y 64 en la axial. En el trabajo de referencia, el

fenómeno de cavitación es considerado a través de la condición de Reynolds (Swift-Stieber).

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 50 mm pref 100 kPa
c 100 µm psat 70 kPa
L 100 mm ε 0.6 –
ωb 104.71 s−1 n 0.9 – 1.1 –
µ0 0.0416 Pa·s ρl 881.6 kg/m3

Tabla 5.4: Condiciones de funcionamiento y parámetros fı́sicos utilizados por Jang et al. [133].

En la Figura 5.10a se observan los resultados de utilizar un recorte del campo de presiones

bajo la condición de Gümbel. Puede apreciarse una notable diferencia entre ambos perfiles de

presiones obtenidos, siendo la principal diferencia el punto de entrada en cavitación. Caracteri-

zar de forma apropiada la cavitación resulta fundamental para poder determinar correctamente la

capacidad portante del cojinete, principalmente en situaciones donde existen variaciones bruscas

en la geometrı́a del cojinete. Por otro lado, la Figura 5.10b muestra un excelente acuerdo entre

los resultados de referencia y los determinados a través del método numérico propuesto en este

trabajo.

(a) Modelo no conservativo en masa. (b) Modelo conservativo en masa.

Figura 5.10: Perfil de presiones en el plano medio del cojinete.

De esta forma, se valida el modelo planteado en la Ecuación (2.209) para su implementación

en el cálculo de cojinetes hidrodinámicos con fluidos no-newtonianos que sean compatibles con

la ley de potencia en su viscosidad. Esto resulta importante para el grupo de trabajo, dado que una

de las lı́neas de investigación que actualmente se viene desarrollando involucra la utilización del

polı́mero poliacrilamida parcialmente hidrolizada (PHPA) en aplicaciones industriales. Mediante

el uso de este polı́mero en el banco de pruebas (Fig. 5.7) se espera en un futuro contrastar los
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valores numéricos con datos experimentales propios y analizar comportamientos más complejos

para este tipo de polı́mero en particular.

5.2. Cojinetes con superficies texturadas

En primera instancia, se valida el campo de presiones para cojinetes texturados mediante la

comparación con soluciones de las ecuaciones completas de Navier-Stokes isotérmicas, emplean-

do la geometrı́a propuesta por Manser et al. [74]. Posteriormente, se procede a la validación del

modelo de fricción y temperatura contrastando los resultados obtenidos en cojinetes lisos y textu-

rados con los datos experimentales reportados por Profito et al. [73]. Finalmente, se presenta un

estudio de caso de un cojinete con texturizado en el alojamiento para evaluar la influencia de las

consideraciones térmicas e isotérmicas sobre la capacidad portante (LCC), el torque de fricción y

el caudal de fuga.

5.2.1. Validación del campo de presiones ante la presencia de texturas.

Con el objetivo de resaltar las variaciones en los campos de presión ante la presencia de tex-

turas superficiales, se contrastan los resultados numéricos del modelo propuesto con simulaciones

completas de Navier-Stokes, empleando para ello la geometrı́a definida por Manser et al. [74]. Se

analiza la influencia de dos tipologı́as de texturas dispuestas sobre la superficie del alojamiento:

cuadradas (SQ - Fig. 2.17a) y cilı́ndricas (CY - Fig. 2.17b). Los parámetros geométricos y ope-

rativos correspondientes se detallan en la Tabla 5.5. Dado que en el estudio numérico de Manser

no se consideran los efectos térmicos, el presente análisis se realiza de manera isotérmica. Para

este caso de estudio, se empleó una malla de 256 elementos en dirección circunferencial y 64 en

la axial.

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 20 mm Cp 2000 J/kg/K
c 50 µm pref 100 kPa
L 40 mm Cc 1 -
ωb 314.15 rad/s Cv 1 -
ε 0.6 - rt 6 mm
µl 0.05 Pa s Ny 5 -
ht 25 µm Nθ 16 -
nb 1×108 - psat 100 kPa

Tabla 5.5: Condiciones de funcionamiento utilizadas por Manser et al. [74].

Posteriormente, se realiza una comparación entre el perfil obtenido mediante el modelo pro-

puesto y los resultados generados con el software de código abierto OpenFOAM®, el cual resuel-

ve las ecuaciones completas de Navier-Stokes. Las simulaciones en OpenFOAM® se ejecutaron
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empleando el solver interPhaseChangeFoam, diseñado especı́ficamente para sistemas bifásicos

en los que el cambio de fase es impulsado por gradientes de presión locales. Este solver cap-

tura fenómenos de cavitación mediante el modelado de las tasas de evaporación y condensación,

consolidándose como una herramienta robusta para aplicaciones hidrodinámicas complejas al con-

siderar dominios tridimensionales y régimen de flujo laminar con un fluido newtoniano [25, 67].

Los dominios de fluido correspondientes a los casos texturados se observan en las Figs. 5.11a y

5.11b.

(a) Texturas cilı́ndricas (CY). (b) Texturas cuadradas (SQ).

Figura 5.11: Dominio fluido utilizado en OpenFOAM® con el solver interPhaseChangeFoam.

Los resultados expuestos en las Figuras 5.12 y 5.13 exhiben marcadas oscilaciones de presión

derivadas de las variaciones abruptas de profundidad introducidas por las texturas, comportamien-

to que ha sido reportado por diversos autores [11, 75–77]. El perfil de presiones derivado del

modelo tridimensional (Full CFD) presenta una excelente concordancia con el modelo basado en

Reynolds (dynCav/dynCavFlow), validando ası́ la aplicabilidad de las hipótesis de la teorı́a de

lubricación en cojinetes texturados.

0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Figura 5.12: Comparación entre el perfil obtenido mediante dynCav / dynCavFlow y el reportado en la literatura
para cojinetes lisos y con texturas SQ.

Complementariamente, se llevó a cabo un estudio de independencia de malla para garantizar
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Figura 5.13: Perfil de presiones obtenido utilizando los modelos Full CFD y dynCav / dynCavFlow para cojinetes
con texturas SQ y CY.

que el valor de presión máxima no se viera condicionado por el tamaño de los elementos. A partir

de la Fig. 5.13, se observa que la textura cuadrada (SQ) induce un efecto menor sobre los valores

de presión en comparación con la textura cilı́ndrica (CY). Esta diferencia podrı́a atribuirse a un

ligero efecto de bombeo generado por la geometrı́a cilı́ndrica, fenómeno que no se manifiesta en

la configuración cuadrada.

5.2.2. Validación del cálculo de la fricción y del modelo térmico

Para la validación de los resultados numéricos del coeficiente de fricción, se emplean los datos

experimentales obtenidos en cojinetes lisos y texturados presentados por Profito et al. [73]. Los

parámetros geométricos y las propiedades del lubricante utilizados se detallan en la Tabla 5.6. En

este caso, las texturas analizadas consisten en cavidades de tipo casquetes (SP) con un tamaño rt

de 70 µm y una profundidad ht de 20 µm (Fig. 2.17d), dispuestas a lo largo de todo el ancho L del

cojinete en los intervalos angulares de 90º < ϕ < 135º y 225º < ϕ < 270º, tal como se ilustra en

la Fig. 5.14a. Esta configuración resulta en un total de 26500 texturas, lo que plantea un desafı́o

numérico considerable debido al elevado nivel de refinamiento de malla requerido para cubrir un

dominio de estas proporciones de manera precisa.

Para abordar este requerimiento, se utilizó el código dynCavFlow dentro del entorno Open-

FOAM®. La malla fue refinada localmente en las regiones texturadas, alcanzando un total de

aproximadamente 6 millones de celdas para garantizar que la geometrı́a de cada cavidad fuera

capturada con alta fidelidad. En la Fig. 5.14b se observan las texturas sobre la superficie del cas-

quillo del cojinete experimental [73, 134], mientras que la Fig. 5.14c ilustra las texturas dentro

del dominio numérico junto con el detalle de la malla empleada. Se consideró un orificio de su-
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(a) Referencia geométrica. (b) Texturas experimentales [134]. (c) Superficie texturada numérica

Figura 5.14: Representación experimental y numérica del cojinete hidrodinámico texturado.

ministro circular ubicado en ϕ = 0 con un diámetro de 5 mm. El análisis térmico global se llevó

a cabo para un rango de velocidades de 750 a 3500 RPM, bajo una carga externa de 3 kN. En la

Figura 5.15, se contrastan los valores experimentales del coeficiente de fricción (COF) publicados

por Profito et al. [73] con los resultados obtenidos mediante el código dynCavFlow.

Figura 5.15: Coeficiente de Fricción experimental y numérico para una carga externa de 3 kN [73] para cojinetes lisos
y texturas SP.

Los resultados obtenidos para los cojinetes lisos presentan una buena concordancia en todo el

rango de velocidades angulares analizado, desde 1500 hasta 2500 RPM. En el caso de las super-

ficies texturadas, los valores numéricos y experimentales resultan comparables para velocidades

iguales o superiores a 2000 RPM. Las discrepancias observadas a regı́menes de giro más elevados

pueden atribuirse a las limitaciones del modelo térmico implementado, el cual únicamente con-

templa la disipación media global debida a la renovación del lubricante. Bajo condiciones de alta

temperatura, la distribución térmica local en la pelı́cula fluida y la transferencia de calor hacia el

alojamiento y el entorno (mediante mecanismos de radiación y convección) adquieren mayor rele-

vancia, lo que conduce a valores de temperatura reales inferiores a los obtenidos numéricamente.

Por otro lado, los casos texturados muestran una excelente correspondencia para velocidades
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Figura 5.16: Comparación de la temperatura obtenida mediante los modelos numéricos (dynCav / dynCavFlow) y
las mediciones experimentales reportadas por Profito et al. [73] para un cojinete liso (Ts = 60ºC).

superiores a los 1500 RPM. Por debajo de este umbral, la tendencia del coeficiente de fricción

(COF) obtenido experimentalmente varı́a, llegando a superar los valores del caso liso. Esta di-

vergencia en el comportamiento podrı́a originarse en contactos parciales entre las superficies que

ocurren ante condiciones de baja velocidad y altas cargas. Cabe destacar que estos efectos de

contacto no han sido incorporados en el modelo numérico actual, el cual asume una separación

completa de las superficies por la pelı́cula fluida.

La validación del modelo térmico global se lleva a cabo empleando los resultados experi-

mentales de Profito et al. [73] para la configuración geométrica detallada en la Tabla 5.6. Con el

fin de replicar con exactitud las condiciones de la literatura de referencia, el análisis se realizó

considerando superficies lisas y una temperatura de suministro (Ts) de 60 ºC.

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 29.496 mm Cp 2040 J/kg/K
c 20 µm Ts 100 ºC
L 17.8 mm a1 21.11
pref 100 kPa a2 3.42
psat 70 kPa a3 0.7
ht 20 µm rt 70 µm

Tabla 5.6: Condiciones de operación utilizadas por Profito et al. [73].

La Figura 5.16 presenta los resultados obtenidos con el modelo numérico en contraste con

los datos experimentales. Cabe destacar que los registros de temperatura se tomaron para ambos

sentidos de giro (horario y antihorario) en dos ubicaciones distintas, con el propósito de evaluar la

repetibilidad de los ensayos. Durante todo el procedimiento, tanto la temperatura del lubricante en

el ingreso como la carga externa aplicada se mantuvieron constantes en 60 ºC y 3 kN, respectiva-

mente.
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Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 20 mm Cp 2000 J/kg/K
c 50 µm pref 100 kPa
L 20 mm β0 0.13 K−1

ωb Variable s−1 Tref 40 K
ε 0.3 - 0.6 rt 10 mm
µl,ref 0.05 Pa s Ny 1
ht 50 µm Nθ 6

Tabla 5.7: Condiciones operativas utilizadas para las Figs. 5.18 y 5.19.

5.2.3. Influencia de la temperatura en el análisis de cojinetes texturados

En esta sección, se evalúa la variación de la capacidad portante, la temperatura y el torque

de fricción en función de la velocidad para un cojinete cuyos parámetros se detallan en la Tabla

5.7. Para este análisis, se considera un alojamiento configurado con seis texturas triangulares (Fig.

2.17c) distribuidas en sentido circunferencial y una en sentido axial (ver Fig. 5.17). El modelo

numérico, desarrollado mediante el código dynCav, incorpora el orificio de suministro de lubri-

cante y emplea una discretización de 256 elementos circunferenciales por 64 axiales. La elección

de estas texturas se fundamenta en que la geometrı́a triangular induce un efecto de bombeo del lu-

bricante hacia el centro del dominio; este fenómeno incrementa la presión local y, en consecuencia,

potencia la capacidad portante del cojinete [33, 78].

Figura 5.17: Representación de la geometrı́a utilizada para los resultados presentados en las Figs. 5.18 y 5.19.

Los resultados correspondientes a una excentricidad relativa de 0.3 se presentan en la Fig.

5.18. Las temperaturas alcanzadas en el rango evaluado resultan ligeramente inferiores para el caso

texturado en comparación con el cojinete liso, con una diferencia menor a 1 ºC. En lo que respecta

a la capacidad portante generada por la pelı́cula hidrodinámica, se observa una mejora sustancial

al emplear superficies texturadas. Cuando se considera el modelo isotérmico, la superficie con

texturas logra un incremento máximo del 22 % en la capacidad de carga a lo largo de todo el rango

analizado.

Por otro lado, al incluir el efecto de la temperatura, si bien ambas superficies muestran una

disminución significativa en su capacidad portante, las texturas continúan proporcionando benefi-

cios de entre el 26 % y el 29 % en el rango evaluado. Este incremento puede vincularse al efecto

de bombeo reportado en la literatura para geometrı́as que dirigen el flujo hacia el centro del do-
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Figura 5.18: Temperatura, carga portante y torque de fricción para una excentricidad relativa ε = 0.3. La región
delimitada por lı́neas de trazos corresponde a los puntos analizados en las Figuras 5.20 y 5.21 para este mismo valor de
excentricidad.

minio, generando un pico de presión que eleva la capacidad de carga [33]. Cabe destacar que, aún

cuando se presentan pequeñas diferencias en la temperatura de la pelı́cula fluida, el impacto sobre

la capacidad portante es notable, lo que subraya la relevancia de los efectos térmicos en el análisis

de cojinetes. Finalmente, el torque de fricción es superior en ambos casos donde se consideran

superficies texturadas, exhibiendo la misma tendencia observada en la capacidad portante.

En la Fig. 5.19, donde se considera una excentricidad relativa de 0.6, se observa una contri-

bución menor de las texturas en el caso isotérmico, alcanzando solo un incremento del 2 % en la

capacidad portante a lo largo de todo el rango evaluado. Al igual que en el caso con ε = 0.3, el

torque de fricción es ligeramente superior en ambos casos cuando se emplean superficies textura-

das. Sin embargo, al considerar los efectos térmicos, la temperatura alcanzada en el caso texturado

es mayor que en el cojinete liso. Esto deriva en una disminución de la capacidad portante (de

entre el -2 % y el -3 % en el rango evaluado). Esta discrepancia, en comparación con el caso de

ε = 0.3, se relaciona con la dinámica del flujo de suministro y el caudal de fuga lateral, los cuales

actúan como mecanismos de refrigeración del cojinete. Dicho flujo de fuga es más significativo a

excentricidades bajas y en los casos de superficies lisas. Por otro lado, el efecto de bombeo de las

texturas se vuelve más pronunciado a excentricidades menores, ya que en esas condiciones su in-

fluencia sobre el campo de presiones es más determinante que los cambios geométricos inherentes

al huelgo del cojinete.

Con el fin de evidenciar la dependencia de los resultados obtenidos en función de la excen-

tricidad relativa, se realizó un barrido entre 0.3 y 0.8 con incrementos de 0.1 a una velocidad de

rotación constante de 2000 RPM, tal como se ilustra en la Fig. 5.20. Se observa que la configura-

ción geométrica seleccionada ofrece un mejor desempeño a excentricidades bajas (ε ≤ 0.4). En



5.2. COJINETES CON SUPERFICIES TEXTURADAS 149

42

44

46

48

200

400

600

800

1000

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

0.1

0.2

0.3

0.4

Figura 5.19: Temperatura, carga portante y torque de fricción para una excentricidad relativa ε = 0.6. La región
delimitada por lı́neas de trazos corresponde a los puntos analizados en las Figuras 5.20 y 5.21 para este mismo valor de
excentricidad.

cambio, para condiciones de operación más exigentes, se genera un mayor incremento de tempe-

ratura en comparación con el caso liso, lo que deriva en una pérdida de capacidad portante. Incluso

bajo la hipótesis isotérmica, el caso texturado presenta una menor LCC para valores de ε > 0.6.

De manera análoga al análisis de velocidades, en todo el rango evaluado, el torque de fricción para

los casos texturados bajo el modelo térmico resulta superior al de las superficies lisas.

La Figura 5.21 exhibe las variaciones en el caudal de fuga lateral, la capacidad portante (CP) y

el torque de fricción Tf del caso texturado respecto al liso, analizando tanto el escenario isotérmico

como aquel donde se aplica el modelo térmico. Los cambios porcentuales para dichos parámetros

se calculan mediante las siguientes expresiones:

%Qfuga =
Qtexturado −Qliso

Qliso
× 100

%CP =
CPtexturado − CPliso

CPliso
× 100

%Tf =
Tf,texturado − Tf,liso

Tf,liso
× 100

En primer lugar, resulta evidente que el caudal de lubricante, del cuál depende la refrigera-

ción del cojinete, no se ve alterado por la consideración de los efectos térmicos en el modelo. No

obstante, la presencia de texturas induce una reducción en dicho caudal a partir de excentricida-

des superiores a 0.48, lo cual guarda una estrecha consistencia con el incremento de temperatura

observado en la Fig. 5.20. En segundo lugar, se aprecia un incremento en la capacidad portante

(LCC) para los casos texturados hasta una excentricidad aproximada de 0.6. Dado que la estabili-

dad operativa de los cojinetes hidrodinámicos suele requerir excentricidades superiores a 0.7 para
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Figura 5.20: Temperatura, carga portante y torque de fricción a 2000 RPM. Se emplearon texturas triangulares (TR)
en la configuración del cojinete hidrodinámico texturado.
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Figura 5.21: Caudal de fuga, carga portante y torque de fricción a 2000 RPM expresados como variación porcentual
de las superficies texturadas respecto a las lisas; comparativa entre los modelos térmico e isotérmico.

evitar fenómenos de inestabilidad, la mejora proporcionada por estas texturas en el rango inferior

podrı́a no representar una ventaja práctica significativa en condiciones de alta carga. En tercer lu-

gar, si bien se observa una disminución en el torque de fricción para excentricidades mayores a

0.6, este beneficio se ve contrarrestado por una pérdida sustancial en la capacidad portante. Esta

degradación del desempeño es consecuencia directa de la caı́da en la viscosidad del lubricante pro-

vocada por el aumento de la temperatura. Tal como se ilustra en la figura, los modelos isotérmico

y térmico arrojan resultados similares en cuanto a las relaciones de caudal de fuga entre casos

texturados y lisos, mientras que para el torque de fricción y la LCC las discrepancias entre ambos

modelos son determinantes

Adicionalmente, se observan discrepancias notables en los valores absolutos de estos paráme-
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tros al contrastar los casos lisos y texturados bajo los modelos isotérmico y térmico. Un ejemplo

elocuente se presenta en la Fig. 5.20 dentro del régimen operativo habitual (0.6 < ε < 0.8), donde

el texturado ejerce un impacto negativo tanto en la capacidad portante (LCC) como en la tempe-

ratura. Los resultados obtenidos al incorporar los efectos térmicos son aproximadamente un 50 %

inferiores a los derivados de un modelo isotérmico, lo que invalida el empleo de este último tipo

de resolvedores para fines de diseño mecánico.

Esta discusión subraya la trascendencia del análisis desarrollado, especialmente en lo que res-

pecta al papel crı́tico de los fenómenos termohidrodinámicos en el comportamiento de los co-

jinetes. La inclusión de los efectos de temperatura en la pelı́cula fluida revela una interacción

intrincada entre la fricción, la viscosidad y la capacidad de carga, la cual no puede ser descrita

fielmente mediante modelos isotérmicos simplificados.

5.2.4. Optimización de texturas

En esta sección se presenta una optimización de texturas en cojinetes hidrodinámicos realizada

en forma automática, donde la variable de estudio considerada corresponde con la profundidad de

las cavidades, buscando maximizar la capacidad de carga. Existen estudios preliminares [2] que

reportan incrementos en la capacidad portante del cojinete, pero, generalmente, al ser analizados

con modelos isotérmicos no conservativos los resultados obtenidos no son concluyentes.

En este caso de estudio, el campo de presión y por lo tanto, la capacidad portante del cojinete,

se calcula utilizando la herramienta dynCavFoam implementada en OpenFOAM®. Se consi-

deraron los efectos térmicos a través del modelo global que relaciona los caudales de fuga que

refrigeran el dominio y la potencia disipada por la fricción (Ec. (2.166)). La influencia del incre-

mento de temperatura en la viscosidad es considerado mediante el uso de la Ley de Vogel (Ec.

(1.3)).

Para la inclusión de texturas se incorporó un módulo para la lectura de archivos STL y se mo-

dificó la generación del campo de escalar de altura de la pelı́cula lubricante h mediante un sistema

parametrizado que individualiza las alturas de cada textura. El proceso utiliza como parámetros la

cantidad de texturas presentes en direcciones axial y circunferencial para determinar la dimensión

de la matriz de alturas (Nθ×Ny), y permite dividir la cantidad total de texturas en grupos menores

a los cuales asignarles el mismo valor de alturas, permitiendo ası́ configuraciones que van desde

la totalidad de las texturas hasta texturas completamente individualizadas, tal como se muestra en

la Fig. 5.22.

La optimización se desarrolló mediante un sistema integrado, implementado en Python, que

acopla el algoritmo estocástico CMA-ES con el resolvedor dynCavFlow para encontrar la com-
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Figura 5.22: Implementación geométrica en el solver con individualización de texturas.

binación de alturas individuales de textura que maximice la capacidad portante. El algoritmo gene-

ra múltiples casos en paralelo a partir de un caso base preconfigurado, proponiendo un conjunto de

matrices de altura como población de soluciones candidatas, le asigna una de estas alturas a cada

instancia y las ejecuta independientemente mediante el resolvedor. Los resultados obtenidos son

recuperados e indexados por el programa para evaluar la aptitud de cada solución propuesta. Con

esta información, propone la siguiente generación de soluciones candidatas basándose en aquellas

que obtuvieron mejores resultados de la iteración anterior. El algoritmo actualiza automáticamente

la matriz de covarianza, la media y el paso de búsqueda tras cada iteración, por lo que se encuentra

activamente determinando la mejor dirección de exploración. De esta forma la búsqueda se orienta

estratégicamente para reducir el número de evaluaciones requeridas y el tiempo de cómputo.

En una primera instancia de prueba se observó que las texturas en la región cavitada tendı́an

a crecer indefinidamente sin respetar la fı́sica del problema. Esto se debe a una limitación en la

Ecuación de Reynolds al calcular la variación del campo de presión producida por la disconti-

nuidad de la cavidad. Las elevadas presiones focalizadas erróneamente mitigaban los efectos de

cavitación. Es por esto, que se decidió imponer una condición de suministro para limitar la re-

gión de cavitación, tal como ocurre en cojinetes de uso industrial, y realizar el estudio de texturas

unicamente sobre la región de presiones positivas.

Se comenzó con una profundidad uniforme para las texturas y se fue aumentando el número

de parámetros a optimizar para mejorar los resultados, primero liberando la dirección axial y luego

progresivamente la circunferencial. Para verificar los resultados obtenidos se realizaron múltiples

corridas con distintas semillas, pudiendo verse una de ellas en la Fig. 5.23 donde se observa la evo-

lución de la altura adoptada por cada parámetro. Se evidencia la gran variedad de cada parámetro

en las poblaciones propuestas en el estado inicial y su convergencia al transcurrir las iteraciones.

El caso de 30 parámetros corresponde a la individualización de cada cavidad utilizando con-

diciones de simetrı́a en la dirección axial. La evolución de la capacidad de carga se muestra en

Tabla 5.8, observando como el aumento de parámetros permite visualizar ganancias que en una

optimización generalizada no serı́a visible. La configuración óptima de texturas se muestra en la
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Figura 5.23: Convergencia de la población propuesta para cada parámetro.

N° de parámetros 1 2 4 8 12 30
Capacidad de carga [N] 1715 1729 1749 1791 1816 1848

Ganancia respecto al liso 0 % 0.80 % 2.01 % 4.43 % 5.58 % 7.75 %

Tabla 5.8: Incremento de la capacidad portante al refinar la cantidad de parámetros

Fig. 5.24 donde se observa que las texturas en el huelgo mı́nimo resultan nulas y aquellas en el

huelgo máximo son las que tienden a tener mayor profundidad. Por otra parte, en dirección axial

es conveniente que las texturas tengan mayor profundidad en la zona central y se reduzcan hacia el

exterior. Se desarrolló con éxito una herramienta capaz de optimizar profundidades individuales,

aplicable a cualquier geometrı́a y distribución. Esta metodologı́a permite reducir significativamen-

te los tiempos de cómputo, agilizando el análisis de múltiples configuraciones geométricas.

5.3. Dinámica de rotores soportados por cojinetes lisos

5.3.1. Puntos de equilibrio utilizando un modelo de pseudo-cavitación

Los parámetros operativos empleados son idénticos a los utilizados en las secciones referidos

al caso propuesto por Snyder et al. [7] y se detallan en la Tabla 5.2. En la Figura 5.25, se con-

trastan los puntos de equilibrio del cojinete obtenidos mediante el modelo de pseudo-cavitación

Figura 5.24: Campo de presión y profundidad de texturas para la configuración óptima.
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propuesto con los resultados reportados en la literatura [7]. Se evalúan diversos valores de κs con

el fin de analizar la influencia de este parámetro en la estabilidad del eje. Los puntos de equilibrio

reportados por Snyder (representados mediante lı́neas de trazos) y los obtenidos con el modelo de-

sarrollado en este trabajo (dynCav) se comparan para excentricidades relativas ε de 0.2, 0.4, 0.6,

0.8 y 0.9. Es posible notar la influencia del parámetro κs sobre la posición final del eje, tomando

como referencia las posiciones de equilibrio de un cojinete de longitud infinita bajo la condición de

contorno de Gümbel. Tal como se discutió anteriormente, las discrepancias observadas en la dis-

tribución de presiones respecto al trabajo de referencia tienen una incidencia directa en la posición

final. Debido a que la presencia de presiones negativas suele conducir a una posición de equilibrio

final más inestable, el modelo empleado en este estudio predice un comportamiento más estable

para la posición de equilibrio del eje.
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Figura 5.25: Puntos de equilibrio obtenidos para las diferentes condiciones de operación [7].

Para determinar el punto de equilibrio en un caso real, se emplea la metodologı́a propuesta

por Snyder [7]. Mediante la resolución de un caso estático, y a partir de los valores de las fuerzas

radiales y tangenciales, se obtiene el ángulo de equilibrio al igualar la dirección de la fuerza neta

con la de la carga aplicada. Este procedimiento permite definir el punto hacia el cual converge el

cojinete en función de una carga externa constante; sin embargo, no describe la trayectoria que el

eje recorre hasta alcanzar dicho estado estable ni las condiciones de amortiguamiento en las que

se produce la transición. En la Figura 5.25, se ilustra mediante una lı́nea de trazos la trayectoria

obtenida numéricamente al liberar el eje desde la posición concéntrica con el alojamiento (0, 0),

verificando ası́ la convergencia efectiva hacia el punto de equilibrio determinado.

A medida que se incrementa la fuerza tangencial generada por la pelı́cula fluida, el ángulo

de actitud ϕ resultante es mayor, lo cual compromete la estabilidad del eje frente a la acción de

cargas dinámicas. Se constata que una mayor estabilidad está asociada a aquellos casos donde la
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extensión de la zona con presiones inferiores a la de saturación es menor. En consecuencia, tal

como se indicó previamente, un incremento en el valor de κs deriva en una disminución de la

estabilidad en el comportamiento dinámico del cojinete.

5.3.2. Respuesta dinámica a cargas variables en el tiempo

Para analizar el comportamiento del cojinete hidrodinámico bajo la aplicación de una carga

dinámica W (t), se toma como referencia el caso publicado por Ausas et al. [12]. La carga de

ensayo dinámica consiste en dos impulsos separados por un intervalo de tiempo equivalente a un

cuarto del periodo tı́pico de operación de un motor de combustión interna. En este estudio, se

simula un cojinete con un radio rb de 12.5 mm, un huelgo medio c de 20 µm y una longitud L de

7.85 mm, empleando un lubricante con una viscosidad µl = 0.0075 Pa s. Bajo una velocidad de

rotación ωb de 209.43 rad/s, el número de Reynolds resultante es Re = 6. La carga aplicada se

expresa en función del tiempo de la siguiente manera:

WX = 2.854 [exp(−400(t− 0.25)2) + 0.95534 exp(−400(t− 0.5)2)]

WY = 0.8433 exp(−400(t− 0.5)2)

(5.4)

donde la carga está en Newtons y el tiempo en número de ciclos. El dominio se discretiza em-

pleando 200 elementos en dirección circunferencial y 20 en dirección axial. El tiempo total de

simulación corresponde a 3 revoluciones del eje (t = 0.045 s). Se utiliza un paso de tiempo de

1 × 10−4 s, condicionado por la restricción temporal que impone el carácter semi-implı́cito del

término reactivo en la ecuación de transporte. La Figura 5.26 muestra la variación temporal de

la carga externa aplicada WX y WY (Ec. (5.4)), ası́ como los parámetros εX , εY , FX y FY , que

corresponden a los valores de posición y fuerzas hidrodinámicas obtenidos mediante el modelo de

cavitación vaporosa de Schnerr-Sauer. De manera análoga, los parámetros εXa, εY a, FXa y FY a

corresponden a los resultados publicados por Ausas [12] empleando el modelo de Elrod-Adams

(p-θ). Esta aplicación demuestra el excelente desempeño del modelo de cavitación vaporosa para

adaptarse a variaciones significativas en las condiciones de operación, validando su capacidad para

capturar la respuesta transitoria del cojinete frente a cargas dinámicas complejas.

5.3.3. Contacto rotor-carcasa

La dinámica del contacto entre el rotor y la carcasa durante el transitorio de arranque se validó

a partir de las trayectorias publicadas por Cui et al [135]. La dinámica del cojinete se calcula desde

el contacto en la parte inferior utilizando las expresiones analı́ticas de los factores de presión,

corte y contacto reportados por Patir y Cheng [103, 104] en la ecuación de Reynolds bifásica (Ec.
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Figura 5.26: Respuesta dinámica a cargas variables.

Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 50 mm W 4000 N
c 50-150 µm σR 1 µm
L 50 mm
µ 27 mPa s
ωb 104.07 s−1

Tabla 5.9: Parámetros utilizados para el estudio del contacto rotor-carcasa.

(2.141)). Las caracterı́sticas del cojinete se describen en la Tabla 5.9. Se presentan tres valores de

huelgo medio y se compara su influencia en la trayectoria obtenida.

La Fig. 5.27a muestra la trayectoria obtenida desde la posición de reposo en la parte inferior de

la carcasa (ε→ 1) en comparación con los datos reportados por Cui [135]. El modelo propuesto se

adapta correctamente mediante la implementación de los factores de flujo de Patir y Cheng [102,

103] y el modelo a contacto a los resultados disponibles en la bibliografı́a [135]. Se observa como

un huelgo mayor conlleva también a que para la misma carga externa se logre una excentricidad

mayor. Esto es debido a que la capacidad portante el cojinete disminuye proporcionalmente con el

valor del huelgo medio, tal como muestran las expresiones analı́ticas (2.74) y (2.75), por ejemplo.

Por otro lado, la Fig. 5.27b muestra cómo disminuye la influencia de la fuerza de contacto

Fc a lo largo del tiempo, mientras que se incrementa la fuerza hidrodinámica Fh. Durante los

primeros instantes del arranque, dado que la velocidad de giro es nula, la totalidad de la carga es

asumida por el contacto. Luego, a medida que se incrementa la velocidad, la fuerza hidrodinámica

comienza a sustentar el eje y a separar las superficies. De esta forma, conforme avanza el tiempo

cada vez hay menor fuerza de contacto, hasta que finalmente se produce la separación de ambas

superficies. La suma de ambas siempre debe resultar en la magnitud de la carga externa aplicada.

Se observa que en las situaciones donde el huelgo es menor, el contacto se prolonga unos instantes



5.3. DINÁMICA DE ROTORES SOPORTADOS POR COJINETES LISOS 157

     0        0.2        0.4        0.6        0.8        1  

     0   

     0.2 

     0.4 

     0.6 

     0.8 

   1   

(a) Trayectoria recorrida por el centro de masa del cojinete.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

-1000

0

1000

2000

3000

4000

5000

(b) Variación de las fuerzas de contacto e hidrodinámica con el
tiempo.

Figura 5.27: Comparación de resultados obtenidos con los reportados por Cui et al. [135].

más en el tiempo en comparación con las situaciones donde el huelgo es mayor. Esto es debido a

que, si bien, la posición de equilibrio va a una excentricidad mucho mayor, la escala tan pequeña

del huelgo, conlleva a que durante el transitorio sea mucho más probable que ambas superficies se

encuentren separadas por una distancia menor al de la suma de sus rugosidades medias δR.

5.3.4. Dinámica de rotores elásticos

Sobre la base de los trabajos encontrados en la literatura, se realiza la validación del código

rotorDynCav a partir de utilizar el rotor propuesto por Birembaut y Peigney [83] y los resul-

tados reportados en la bibliografı́a de referencia. El objetivo de este análisis es, a su vez, evaluar

el comportamiento de la viga flexible, presentada en el capı́tulo anterior, en función del modelo

utilizado para caracterizar los cojinetes hidrodinámicos: Linealizado, No-lineal utilizando la teorı́a

ISJB y No-lineal mediante el uso del modelo dynCav. La Fig. 5.28 muestra un esquema del eje

y al que se le adicionan a su vez, tres discos ubicados a lo largo de su longitud. El eje tiene un

momento de desbalance munba que genera una excitación sincrónica. La viga se considera como

un elemento flexible a través del Método de Elementos Finitos. Los parámetros geométricos y de

funcionamiento se muestran en la Tabla 5.10.

Figura 5.28: Esquema de la geometrı́a del sistema rotor-cojinetes.
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Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 20.056 mm Fext 518 N
c 59 µm Ls 0.8 m
L 24 mm E 210 GPa
µ 29 mPa s Rs 20 mm
mjb 2.29 kg ωb 314.15 s−1

It,d 0.0511 m4 Ip,d 0.102 m4

∆Zd 0.2 m munba 0.00012 kg m

Tabla 5.10: Parámetros del conjunto eje-cojinetes utilizado [83].

Figura 5.29: Diagrama de Campbell para el rotor analizado por Birembaut y Peigney [83].

A partir del cálculo numérico del conjunto rotor-cojinete se obtienen los desplazamientos que

realiza el centro de masa del eje en cada uno de los casos propuestos. Esta comparación de los

recorridos realizados permite conocer cómo es el comportamiento dinámico bajo cada una de las

suposiciones realizadas.

En la Fig. 5.29 se muestra el diagrama de Campbell correspondiente al rotor en estudio. Este

diagrama representa el espectro de respuestas del sistema como una función de la velocidad de

rotación. Este estudio se realiza a partir de linealizar el sistema para velocidades comprendidas

entre las 300 y 5700 RPM. La primera velocidad crı́tica obtenida es aproximadamente 2630 RPM

(280 rad/s).

La dinámica del eje se calculó con cada uno de los métodos propuestos para un tiempo de 1

segundo utilizando 40 elementos lineales y un paso de tiempo ∆t = 1× 10−5 s. En la Fig. 5.30a

se muestra la variación de posición en las coordenadas X e Y (Fig. 2.3a) del centro de masa del

eje rotante para Z = 0 (posición coincidente con el cojinete inicial). Se observa que debido a

que ambas formulaciones surgen a partir de la misma teorı́a, los dos modelos oscilan alrededor

de la misma posición de equilibrio siendo el caso no lineal el que presenta una órbita de mayor

amplitud. La Fig. 5.30b muestra la diferencia en la amplitud del desplazamiento y en la posición
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(a) (b)

Figura 5.30: Comparación del desplazamiento en X e Y de la trayectoria entre: a modelo Lineal y No lineal (ISJB), b
código dynCav y solución ISJB.

Figura 5.31: Trayectorias obtenidas según las RPM de funcionamiento: a 0.5ωn (1315 RPM), ωn (2630 RPM) y 2ωn
(5260 RPM)

de equilibrio utilizando la expresión analı́tica para determinar la capacidad de carga en cojinetes

cortos y el código dynCav.

Se observa que el uso del modelo numérico para estimar la capacidad portante de cojine-

tes reales alcanza magnitudes de desplazamiento mayores lo cuál es consistente con lo esperado

debido a que el la teorı́a ISJB tiende a sobreestimar el campo de presiones cuando es usada en

cojinetes reales. Esto conduce a que se alcance hasta un 15 % de diferencia entre los valores de

desplazamientos calculados con la expresión analı́tica y mediante el calculo del cojinete real.

Como último caso, se obtienen las trayectorias para tres velocidades de rotación a modo de

reportar la influencia de la frecuencia de resonancia y del whirl/whip en la trayectoria. Como se

observa en Fig. 5.31, la trayectoria que corresponde con la frecuencia de resonancia (2630 RPM)

permanece orbitando alrededor de una posición de equilibrio. A velocidades menores (0.5 ωn) se
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Figura 5.32: Desplazamientos del centro de masa del disco central.

observa que el eje tiende a converger a un punto de equilibrio, tal como ocurre en los casos donde

se utilizan los modelos basados en un eje rı́gido. Por último, el caso a 5260 RPM corresponde al

doble de la velocidad de resonancia, velocidad en la cuál el sistema se inestabiliza completamen-

te y comienza a precesionar con una órbita mucho mayor. La velocidad de precesión ϕ̇ obtenida

en este caso es de ≈ 280 rad/s (2635 RPM). Esta velocidad es coincidente con la velocidad re-

portada en la bibliografı́a para la ocurrencia del whip [83] lo cuál valida el código desarrollado

para la caracterización del comportamiento dinámico en vigas elásticas y la determinación de este

fenómeno resonante.

5.3.5. Velocidad de entrada en Oil Whip

Para analizar el comportamiento del rotor en condiciones de arranque o parada, se aplica una

aceleración angular constante de forma de alcanzar 5000 RPM al cabo de 10.0 segundos y luego

mantener dicha velocidad constante durante 5 segundos. La Tabla 5.10 resume la geometrı́a del

rotor y parámetros del cojinete utilizados. La Fig. 5.32 muestra el desplazamiento del rotor en la

mitad de su longitud en dirección X e Y. Se observa el transitorio inicial debido a la carga externa

aplicada y luego, la vibración producida por la coincidencia de la velocidad de rotación con la

frecuencia natural que ocurre a los 5.3 segundos de iniciada la rotación.

Para analizar el espectro de frecuencias de la vibración, se aplica la Transformada Rápida de

Fourier (Fast Fourier Transform, FFT) la cual es un algoritmo matemático esencial en el análisis

de vibraciones que convierte señales complejas del dominio del tiempo (amplitud vs. tiempo) al

dominio de la frecuencia (amplitud vs. frecuencia) [123]. Esta herramienta permite descomponer
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Figura 5.33: Espectro de vibración a la altura del disco central.

vibraciones e identificar fallas en la maquinaria (desequilibrio, desalineación). En la Fig. 5.33

se muestra la respuesta de la vibración para la señal de amplitud en el tiempo de la Fig. 5.32

en comparación con los resultados experimentales reportados por Birembaut [83], mostrando un

excelente ajuste.

La Fig. 5.34 muestra la evolución temporal del centro de masa del rotor en la posición de

los cojinetes. Puede observarse el incremento de la vibración en cercanı́as de la velocidad corres-

pondiente a la frecuencia natural del sistema correspondiente a 2635 RPM (≈ 44 Hz). A su vez,

el análisis se realiza para diferentes magnitudes del momento de desbalanceo: 2.4 × 10−4 kg·m,

4.8×10−4 kg·m, 9.6×10−4 kg·m. Cuanto mayor es la carga de desbalanceo, mayor es la amplitud

de la vibración producida en cercanı́as de la frecuencia natural del sistema. Estos resultados son

consistentes con la fı́sica reportada por de Castro et al. [86], que reportó la influencia de la masa

de desbalanceo en el retardo de la entrada del eje en Oil Whip.

A partir de los registros de desplazamientos verticales de cada uno de los casos propuestos

se obtiene la gráfica de cascada de frecuencias correspondiente. La Fig. 5.35a muestra el mapa

de frecuencias para el momento de desbalance más pequeño y se observa cómo las frecuencias

subsincrónicas se mantienen presentes hasta que la velocidad de rotación alcanza la frecuencia

natural del eje, y entonces las vibraciones sincrónicas toman mayor relevancia. Esto ocurre a la

frecuencia de 44 Hz y a los 5.3 s como ya se ha comentado anteriormente. Las Figs. 5.35b, 5.35c

y 5.35d muestran cómo el incremento del momento de desbalance genera una disminución de las

frecuencias subsincrónicas, llegando incluso a retardar la entrada en Oil Whirl como se comentó

en la Fig. 5.34, pero resultando en un incremento notable de la vibración sincrónica en cercanı́as
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Figura 5.34: Amplitud del desplazamiento del centro de masa del disco central.

de la frecuencia natural.

En la Fig. 5.36 se muestra la cascada de desbalanceo para la respuesta del eje en su posi-

ción media ante un incremento de velocidad de 0 a 7000 RPM en 10 segundos y un momento

de desbalance de 2.4 kg·m. A diferencia de los casos anteriores donde las frecuencias sincrónicas

luego de finalizada la aceleración se mantenı́an a una frecuencia constante, en esta situación con-

tinúan incrementándose. Sin embargo, las frecuencias subsincrónicas se encuentran ancladas a la

frecuencia natural en el valor de 44 Hz generando amplitudes de vibración mucho mayores a las

reportadas en los casos anteriores.

5.3.6. Casos de estudio adicionales

Por último, con el propósito de consolidar la validez y robustez del modelo numérico desarro-

llado se presenta a continuación un análisis exhaustivo de catorce casos de estudio particulares,

detallados en la Tabla 5.12. Para contrastar y validar la precisión de los resultados obtenidos, se

utilizó como herramienta de referencia el software comercial de elementos finitos Siemens SAM-

CEF [44], ampliamente reconocido por su capacidad para el análisis avanzado de sistemas rotantes,

turbomaquinaria y mecanismos [136–138].

El conjunto de ensayos numéricos fue diseñado para evaluar la respuesta dinámica del eje con

una configuración similar a la mostrada en la Fig. 5.28 ante una amplia variedad de condiciones

operativas y configuraciones estructurales.

La Tabla 5.11 resume las condiciones de operación del rotor planteado. Entre los factores

analizados, se destaca la modificación de la inercia del sistema mediante la adición y remoción



5.3. DINÁMICA DE ROTORES SOPORTADOS POR COJINETES LISOS 163

0

10Am
pl

itu
d 

20

30

40

0
20

40
Frecuencia [Hz]

14
10

12
8
Tiempo [s]60 6

480 2
100 0

20

10

30

(a) me = 1.2 kg·m

0

10Am
pl

itu
d 

20

30

40

14
12

10
8
Tiempo [s]

40
Frecuencia [Hz]

0
20

60 6
480 2

100 0

20

10

30

(b) me = 2.4 kg·m

0

10Am
pli

tu
d 

20

30

40

14
12

10
8

Tiempo [s]

0
20

40

Frecuencia [Hz] 60 6
480 2

100 0

20

10

30

(c) me = 4.8 kg·m

0

10Am
pl

itu
d 

20

30

40

14
12

10
8

0
20

40
Tiempo [s]Frecuencia [Hz] 60 6

480 2
100 0

20

10

30

(d) me = 9.6 kg·m

Figura 5.35: Cascadas de frecuencia para los diferentes masas de desbalance propuestas.

0

20Am
pli

tu
d 

40

60

80

10
8

6

Tiempo [s]Frecuencia [Hz]

0
20

40
60 4

80 2
100 0

40

20

0

60

80

Figura 5.36: Cascada de frecuencias para la respuesta a una rampa de velocidad hasta 7000 RPM y un desbalance de
2.4 kg·m.
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Parámetro Valor Unidad Parámetro Valor Unidad
rb 20 mm Fext 518 N
c 50 µm Ls 0.8 m
L 10 mm E 210 GPa
µ 40 mPa s Rs 8 mm
mjb 2.29 kg ωb 314.15 s−1

It,d 0.0511 m4 Ip,d 0.102 m4

∆Zd 0.2 m munba 0.0002 kg m

Tabla 5.11: Parámetros del conjunto eje-cojinetes utilizado.

de la cantidad de discos, ası́ como la incorporación de fuerzas de excitación derivadas de estados

de desbalanceo. Asimismo, se investigó el comportamiento transitorio del sistema bajo diferentes

rampas de aceleración de la rotación propia del eje hasta alcanzar diversas velocidades nominales

de funcionamiento (3000 RPM y 5000 RPM).

Este análisis comparativo permite observar la sensibilidad del modelo propuesto ante varia-

ciones en la carga y las condiciones de contorno, garantizando que el acoplamiento entre la hidro-

dinámica de los cojinetes y la dinámica estructural del rotor capture fielmente los fenómenos de

vibración y estabilidad observados en sistemas reales.

ID RPMs (rad/s) Nº de Discos Carga Externa Balance Tiempo de rampa
1 5000 (523.58) Sin discos 518 N Balanceado Sin rampa
2 3000 (314.15) Sin discos 518 N Balanceado Sin rampa
3 3000 (314.15) Sin discos 518 N Balanceado 1.0 s
4 3000 (314.15) 1 disco 518 N Balanceado Sin rampa
5 3000 (314.15) 3 discos 518 N Balanceado Sin rampa
6 3000 (314.15) 1 disco 518 N Balanceado 1.0 s
7 3000 (314.15) 3 discos 518 N Balanceado 1.0 s
8 3000 (314.15) Sin discos 518 N Desbalanceo Sin rampa
9 3000 (314.15) 1 disco 518 N Desbalanceo Sin rampa
10 3000 (314.15) 3 discos 518 N Desbalanceo Sin rampa
11 3000 (314.15) 3 discos 518 N Desbalanceo 1.0 s
12 5000 (314.15) 3 discos 518 N Desbalanceo 1.0 s
13 5000 (314.15) 3 discos 518 N Desbalanceo 2.0 s
14 5000 (314.15) 3 discos 518 N Desbalanceo 0.5 s

Tabla 5.12: Resumen de los casos de simulación.

En este análisis, se evalúa la evolución temporal del centro de masa del muñón en la posición

del cojinete. Al ser un problema con simetrı́a a lo largo de la longitud respecto de la longitud

media del eje, el desplazamiento en el cojinete extremo izquierdo es idéntico al desplazamiento en

el cojinete extremo derecho. Los resultados obtenidos en contraste con los obtenidos por SAMCEF

se indican en las Fig. 5.37-5.50.

Del análisis de los casos propuestos, se concluye que se cuenta con un modelo robusto capaz

de representar la fı́sica de rotores flexibles ante diferentes estados de carga. Con la herramienta
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Figura 5.37: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 1.

Figura 5.38: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 2.

Figura 5.39: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 3.
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Figura 5.40: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 4.

Figura 5.41: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 5.

Figura 5.42: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 6.
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Figura 5.43: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 7.

Figura 5.44: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 8.

Figura 5.45: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 9.
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Figura 5.46: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 10.

Figura 5.47: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 11.

Figura 5.48: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 12.
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Figura 5.49: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 13.

Figura 5.50: Evolución temporal de la posición del muñón para el caso 14.
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numérica verificada para su uso en condiciones donde el cojinete está representado por la expresión

analı́tica de Ocvirk, se procede a analizar el comportamiento del eje cuando se consideran los

efectos de la cavitación y del texturado superficial del rotor.

5.4. Dinámica de rotores texturados

El estudio del comportamiento dinámico de ejes con superficies texturadas se aborda mediante

una comparativa entre un eje liso y tres configuraciones de rotores con una, dos y cinco texturas

superficiales, respectivamente, como se muestra en la Fig. 5.51. El objetivo de este análisis es

evaluar si la incorporación de texturas en la superficie del rotor genera beneficios o perjuicios en

términos de niveles de vibración y estabilidad del sistema rotor-cojinete. El estudio se divide en

dos etapas: inicialmente se analiza el comportamiento bajo la hipótesis de rotor rı́gido y, posterior-

mente, se emplea el modelo de viga flexible previamente utilizado para determinar la incidencia

de las texturas en la respuesta dinámica. Para realizar la comparativa, se adoptan los parámetros

del rotor propuesto por Birembaut et al. [83], cuyas especificaciones geométricas se detallan en la

Tabla 5.10 y la Fig. 5.28.

(a) Rotor liso. (b) Caso con una textura. (c) Caso con dos texturas (d) Caso con cinco texturas

Figura 5.51: Configuraciones de rotores texturados utilizados.

5.4.1. Rotores texturados rı́gidos

Para simular el comportamiento rı́gido del eje, se utilizó el código rotorDynCav configurando

un módulo elástico ficticio de 100 TPa. Dado que el estudio de superficies texturadas requiere un

modelo de cavitación conservativo para predecir correctamente la presión, se empleó el modelo de

Schnerr-Sauer implementado en el código acoplado. Se optó por un análisis isotérmico, conside-

rando que el incremento de temperatura no incide significativamente en la frecuencia de vibración,

que es el objetivo central de este estudio. Las texturas empleadas poseen una geometrı́a cuadrada

(SQ, Fig. 2.17a) con una longitud caracterı́stica rt = 10 mm y una profundidad ht = 50 µm.

Las simulaciones se realizaron a una velocidad angular constante de 1500 RPM (frecuencia

sincrónica de 25 Hz) durante un intervalo de 0.5 s para asegurar un estado final estable. La Fig.
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5.52 muestra la evolución temporal de la posición vertical del centro de masa del rotor en el plano

del cojinete respecto a la posición concéntrica. Se observa que la presencia de texturas induce

perturbaciones cı́clicas en la posición de equilibrio, mientras que el rotor liso converge a un punto

fijo, los rotores texturados presentan oscilaciones cuya frecuencia es proporcional al número de

cavidades.

La Fig. 5.53 muestra el desplazamiento del centro de masa del rotor en el cojinete visto de

frente considerando que se comienza desde una posición concéntrica. Dado que se mantiene la

hipótesis de elementos rı́gidos, todo el largo del eje se desplaza la misma magnitud. Se observa

la convergencia a un punto de equilibrio en el caso del rotor liso, mientras que para los casos

texturados con una o dos cavidades existen oscilaciones alrededor de un punto, para el caso de 5

cavidades superficiales, la oscilación es de mucha mayor frecuencia y de mucha menor amplitud

por lo que resulta más difı́cil de apreciar. Si se observa detenidamente, tanto la Fig. 5.52 como en la

Fig. 5.53 muestran una pérdida de la capacidad portante del cojinete con la presencia de texturas.

En términos de excentricidades relativas, para el caso liso se alcanza un valor de ε = 0.546,

mientras que para los casos texturados este valor se incrementa: ε = 0.56± 0.04 para el caso con

1 cavidad, ε = 0.577±0.03 para 2 cavidades, ε = 0.622±0.01 para el caso con 5 cavidades. Esto

se traduce en que esta textura colocada no presenta una mejora respecto a la capacidad portante

del eje, aún en condiciones isotérmicas.

Si se considera unicamente el perı́odo de tiempo de la Fig. 5.52 donde la oscilación es estable

(entre 0.1 y 0.5 segundos) para los casos texturados y se aplica la Transformada Rápida de Fourier,

se obtienen los espectros de vibración que se muestran en la Fig. 5.54. El caso de una única

textura presenta una vibración sincrónica a 25 Hz, y otros picos similares en múltiplos de esta

frecuencia. El caso del rotor con dos texturas superficiales presenta una amplitud mayor en los 50

Hz, directamente vinculada con la presencia de las dos cavidades y su paso por el huelgo mı́nimo

como es la hipótesis de estudio. Finalmente, el caso con 5 texturas, presenta la máxima amplitud

en la frecuencia de 125 Hz, correspondiente con el paso de las texturas en cada rotación del eje.

En todos los casos, se encuentran amplitudes mucho menores a frecuencias que se corresponden

con múltiplos de la frecuencia con la mayor amplitud.

El comportamiento observado en los rotores rı́gidos texturados permite postular que la pertur-

bación periódica inducida por las cavidades superficiales podrı́a anticipar la entrada en régimen de

Oil Whip. En este sentido, la inestabilidad podrı́a manifestarse a frecuencias de rotación inferiores

al umbral teórico convencional de ωb = 2ωn descrito para rotores lisos. Esta hipótesis sugiere que

las frecuencias de vibración generadas por el paso de las texturas interactúa con la dinámica de la

pelı́cula de aceite, alterando los lı́mites de estabilidad del sistema rotor-cojinete.
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Figura 5.52: Variación del desplazamiento en el tiempo para los rotores simulados.
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Figura 5.53: Trayectorias del centro de masa del eje en cada caso planteado.

Figura 5.54: Espectro de vibración del desplazamiento para los rotores simulados.
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Figura 5.55: Respuesta temporal del desplazamiento vertical en el cojinete bajo condiciones de desbalanceo (ω = 2630
RPM).

5.4.2. Rotores texturados elásticos

El análisis realizado anteriormente en las Secciones 5.3.4 y 5.3.5 evidencia que la frecuencia

natural del rotor de Birembaut (Fig. 5.28) se sitúa en torno a las 2635 RPM (≈ 44 Hz). Con el fin

de evaluar la influencia de las texturas superficiales en la respuesta dinámica de la viga flexible, se

analiza el sistema operando a una velocidad crı́tica ω = ωn (2630 RPM), comparando la respuesta

en presencia y ausencia del desbalanceo (me = 2.4×10−4 kg·m). Se evalúan tres configuraciones:

rotor liso, con 1 textura y con 2 texturas.

La Fig. 5.55 muestra el desplazamiento vertical del muñón bajo una carga estática de 518 N

y el momento de desbalanceo mencionado. En este régimen, la vibración debida al desbalanceo
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domina la respuesta dinámica, por lo que no se aprecian diferencias sustanciales entre las tres con-

figuraciones en el dominio del tiempo. Las órbitas resultantes (Fig. 5.56) confirman una precesión

sincrónica estable alrededor del punto de equilibrio hidrodinámico para todos los casos.
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Figura 5.56: Trayectorias obtenidas para los rotores simulados en el cojinete.

Sin embargo, el análisis espectral (Fig. 5.57) revela matices importantes. Si bien la amplitud

predominante corresponde a la frecuencia sincrónica (1×), la presencia de texturas induce una leve

redistribución de la energı́a. Se observa una sutil disminución en el pico de amplitud en la frecuen-

cia natural a cambio de un incremento en la amplitud de los armónicos superiores, particularmente

en la frecuencia de paso de textura (2× para el caso de dos texturas), lo cual es consistente con los

resultados obtenidos en el modelo rı́gido.

Por otro lado, al realizar el análisis en ausencia de desbalanceo (Fig. 5.58), el comportamiento

cambia radicalmente. En este escenario, la única fuente de excitación dinámica es la discontinui-

dad geométrica de las texturas. Las trayectorias resultantes (Fig. 5.59) muestran que en todos los

casos el rotor tiende a converger a su posición de equilibrio. Como se observa en los espectros

de la Fig. 5.60, las amplitudes de vibración en ausencia de desbalanceo son órdenes de magnitud

inferiores, situándose en el rango de los nanómetros.

Esto demuestra que, aunque la textura genera una perturbación periódica detectable, su capa-

cidad para excitar la flexión de la viga en condiciones de resonancia es limitada en comparación

con fuerzas de desbalanceo convencionales, al menos en la situación de estudio planteada. No

obstante, la persistencia de estas componentes armónicas confirma que la textura actúa como un

generador de armónicos internos al cojinete.
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Figura 5.57: Espectro de vibración del desplazamiento para los rotores simulados en el cojinete.
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Figura 5.58: Desplazamiento vertical obtenido para los rotores simulados en el cojinete.
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Figura 5.59: Trayectorias obtenidas para los rotores simulados en el cojinete.
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Figura 5.60: Espectro de vibración del desplazamiento para los rotores simulados en el cojinete.



Capı́tulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

A modo de cierre, este capı́tulo presenta una sı́ntesis de los conceptos y desarrollos abordados

a lo largo de la presente tesis, destacando los aportes más significativos al campo de la lubricación

hidrodinámica. Asimismo, se proponen diversas lı́neas de investigación derivadas de los hallazgos

obtenidos, junto con una evaluación de las implementaciones numéricas que permitirán profundi-

zar en el estudio de los fenómenos analizados.

6.1. Conclusiones de la tesis

A lo largo de este trabajo de tesis, se introducen los conceptos fundamentales de la mecánica

de los fluidos y en particular de la lubricación hidrodinámica. Se hace un breve repaso del es-

tado del arte en cuanto al estudio de los cojinetes hidrodinámicos, ası́ como del uso de texturas

superficiales, del análisis de la dinámica de ejes y de otros aspectos relacionados. Por otra parte,

se describen las bases del Método de Volúmenes Finitos, del Método de Elementos Finitos, y del

Método de Áreas Finitas, todos ellos necesarios para diferentes aplicaciones a lo largo del trabajo

de tesis.

Como parte central del trabajo, se propone un modelo conservativo de dos fases formulado a

partir de los primeros principios, que garantiza la conservación de la masa y la estabilidad numéri-

ca mediante un tratamiento especial de la derivada temporal de la densidad de la mezcla. El modelo

propuesto puede describir la cavitación en fase vapor y gaseosa, ası́ como la pseudocavitación, al

considerar una ecuación de transporte para la fase primaria (lı́quido) que permite describir la dis-

tribución de las fases y su evolución a lo largo del tiempo. El modelo se ha elaborado considerando

un flujo incompresible y basándose en una formulación de mezcla en la que las propiedades de la

pelı́cula lubricante se determinan de forma independiente, basándose en leyes especı́ficas para la

viscosidad y la densidad.

179
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Se presentan las diferencias con respecto a modelos publicados anteriormente, como los de

Zuber y Dougherty [60], Natsumeda y Someya [61], Snyder [7] o Jaramillo [69]. Se aplican méto-

dos numéricos especı́ficos con el objetivo de lograr una convergencia cuadrática y, en particular,

se discute la aplicación de una división de tipo Strang para el acoplamiento adecuado de p − α

con el fin de mantener el orden de convergencia. Cabe destacar que la investigación del orden de

convergencia de los modelos numéricos utilizados en la resolución de cojinetes hidrodinámicos

no suele abordarse en la bibliografı́a disponible. Esto se debe a menudo a que el uso de un método

Upwind suele restringir la tasa de convergencia, lo que provoca que el error disminuya linealmen-

te. Además, se utiliza un novedoso modelo de cavitación de gas, basado en la representación de la

difusión de gas desde el lı́quido hacia el exterior en función del campo de presión y la concentra-

ción de gas disuelto. Este modelo permite tener en cuenta los tiempos caracterı́sticos del fenómeno

de difusión, un tema que no se habı́a tratado por completo con anterioridad, tal y como se recoge

en la bibliografı́a revisada.

Los modelos de cavitación presentados se prueban con casos de estudio propuestos en la bi-

bliografı́a, logrando una muy buena concordancia. Los resultados experimentales de Jakobsson

[68] permiten contrastar el perfil de presión obtenido para cojinetes hidrodinámicos sumergidos

en los que se tienen en cuenta la cavitación gaseosa y la cavitación vaporosa. A su vez, los resul-

tados numéricos de Snyder [7] y Jaramillo [69] permiten verificar el comportamiento del perfil de

presión para la pseudocavitación. Se discuten los perfiles de presión obtenidos y la influencia que

la región de cavitación ejerce sobre ellos. Se concluye que la advección de burbujas no es un factor

fundamental en la forma del perfil de presión, tal y como informó Snyder. Sin embargo, dado que

el fluido se suministra únicamente desde los laterales del cojinete, el gradiente de presión axial es

decisivo para la capacidad de recuperar la pelı́cula de fluido, tal y como informó Jakobsson. Por

lo tanto, la presión de saturación del lubricante es el factor principal para caracterizar la región

cavitada. La región cavitada se contrasta basándose en los resultados experimentales de Etsion

[132], donde el solucionador numérico propuesto es capaz de capturar correctamente los puntos

de entrada y salida de la burbuja de cavitación.

A estos resultados se suma la posibilidad de obtener resultados propios en el banco de pruebas

que dispone el Laboratorio de Mecánica de los Fluidos de la Universidad Nacional de la Patagonia

San Juan Bosco, que permiten verificar los valores obtenidos por el código dynCav. Para la ob-

tención de estos valores, se realizaron modificaciones al banco de pruebas de forma de adicionar

sensores capaces de medir presiones por debajo de la presión atmosférica y ası́ poder obtener valo-

res de presión en la región de cavitación lo cual no es común de encontrar en la literatura. Por otra

parte, se utilizan los resultados numéricos reportados por Jiang y Chang [77] para la validación de
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la implementación del modelo para fluidos no-Newtonianos que cumplan con la ley de potencias

para viscosidades. Los resultados obtenidos están en excelente acuerdo con los presentados en la

literatura de referencia.

En cuanto al comportamiento dinámico del muñón, se comparan las posiciones de equilibrio

obtenidas mediante el modelo de Snyder [7] y un caso dinámico con una fuerte variación de carga

basado en el trabajo de Ausas [12], mostrando una respuesta excelente a situaciones donde la carga

es aplicada de forma abrupta y disminuyendo los tiempos de computo en un orden de magnitud

según los reportados en la literatura. También se presenta un estudio en condiciones de arranque a

partir de aplicar los factores de flujo propuestos por Patir y Cheng [102] ası́ como de un modelo de

contacto de superficies rugosas [105]. Las trayectorias obtenidas validan al método propuesto en

la aplicación de estos factores para el estudio de ejes que se encuentren en cercanı́as de la carcasa.

Por otro lado, con respecto al uso de superficies texturadas, el modelo propuesto se utiliza para

calcular la capacidad de carga, el caudal de fuga y el par de fricción de cojinetes hidrodinámicos

lisos y texturizados, teniendo en cuenta la influencia de la temperatura. La variación media de la

temperatura del lubricante se calcula a partir del balance de los flujos de calor producidos por la

disipación viscosa dentro de la pelı́cula lubricante y el flujo de fuga en los lados del cojinete [8].

Se valida la aplicación de la teorı́a de la lubricación en cojinetes de deslizamiento texturizados

comparando los resultados obtenidos mediante el solucionador interPhaseChangeFoam dis-

ponible en el software OpenFOAM® con las simulaciones numéricas realizadas por Manser et al.

[74]. Esta comparación demostró una buena concordancia entre la mecánica del flujo de pelı́cula

completa isotérmica e incompresible obtenida mediante análisis CFD y el modelo propuesto ba-

sado en la ecuación de Reynolds. Esta verificación no es habitual en la bibliografı́a sobre cojinetes

hidrodinámicos texturizados.

Además, se lleva a cabo una validación experimental de los modelos propuestos, un paso

crı́tico dada la escasez de datos experimentales sobre cojinetes texturizados en la bibliografı́a. Para

ello, se utilizan los resultados recientes de Profito et al. [73]. Los valores del coeficiente de fricción

(COF) obtenidos con los códigos dynCav y dynCavFlow muestran una excelente concordancia

con las mediciones experimentales tanto para cojinetes lisos como texturados. Esta validación se

confirma además comparando las temperaturas predichas numéricamente con las medidas en el

mismo trabajo experimental.

Se propone un caso particular con texturas triangulares en la superficie de la carcasa para

analizar el comportamiento de la pelı́cula lubricante en función de la excentricidad y la velocidad

de rotación. Se observa que, aunque a bajas excentricidades se produce un aumento de la capacidad

de carga y una disminución de la temperatura del lubricante en comparación con el caso liso,
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a medida que aumenta la excentricidad, la introducción de texturas resulta perjudicial para la

pelı́cula lubricante en los casos concretos estudiados. Como se suele indicar en la bibliografı́a, al

considerar un modelo isotérmico, el par de fricción en el caso texturizado es mayor que en el caso

liso, lo que puede provocar un aumento de la temperatura. La inclusión de los efectos térmicos

da lugar a diferencias significativas en la capacidad de carga del cojinete hidrodinámico, que no

pueden ignorarse al utilizar texturas. La interacción entre la fricción, la temperatura y la viscosidad

crea un efecto que no puede extrapolarse a partir de los parámetros analizados considerando un

fluido isotérmico. Esto subraya la importancia de tener en cuenta estos factores en el diseño y

análisis de cojinetes texturizados para aplicaciones prácticas.

Se realiza por su parte, un breve estudio de optimización de texturas mediante un algoritmo

implementado en Python que se acopla con el resolvedor dynCavFlow implementado en Open-

FOAM. El análisis automatizado busca distribuir las texturas de forma de lograr un incremento en

la capacidad portante del cojinete evaluando que la fricción generada por la superficie texturada

no genere un incremento de temperatura capaz de terminar generando un perjuicio a la capacidad

de carga.

Como parte de la última instancia, se analiza el comportamiento dinámico de ejes flexibles.

Se validan los resultados tanto de trayectoria, como de frecuencias y amplitudes de vibración

obtenidos mediante el resolvedor rotorDynCav que emplea el Método de Elementos Finitos para

la resolución de la viga elástica soportada por cojinetes. Los resultados experimentales utilizados

como referencia son los reportados por Birembaut [83] para el caso de un rotor con 3 discos que

favorecen la aparición de efectos giroscópicos y una masa de desbalanceo en el disco central que

induce la perturbación. Del análisis de los resultados, se obtienen los espectros de vibración y las

cascadas de frecuencias que muestran una excelente concordancia con los resultados de referencia

y otros análisis disponibles en la literatura como los de Ma [42] o de Castro [86].

Además, la herramienta desarrollada para el análisis de la rotodinámica se contrasta contra

múltiples casos simulados en el software SAMCEF® de forma de comprobar su robustez ante

otras condiciones de funcionamiento. Los resultados obtenidos muestran que la herramienta es

capaz de representar la fı́sica de rotores ante la multiplicidad de casos propuestos.

Finalmente, se analiza el impacto de la perturbación inducida por el paso de las texturas a

través del huelgo mı́nimo del cojinete. Se contrastó el comportamiento dinámico de ejes lisos y

texturados mediante el estudio de sus trayectorias y espectros de frecuencia bajo diversas condi-

ciones operativas. En particular, se evaluó la respuesta del sistema en su frecuencia natural para

determinar si la excitación hidrodinámica de las texturas es comparable, en términos de severidad

vibratoria, a la producida por un desbalanceo residual. Los resultados permiten concluir que, si
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bien se verifica la aparición de componentes sincrónicas y armónicas vinculadas a la geometrı́a

de las cavidades, su amplitud no resulta lo suficientemente significativa como para comprometer

la estabilidad o generar efectos de magnitud similar a los del desbalanceo convencional, al menos

para los parámetros y el caso de estudio considerados en este trabajo.

6.2. Trabajo futuro

Basado en la robustez y la confiabilidad del modelo propuesto ası́ como de los códigos numéri-

cos implementados, como trabajo futuro de esta tesis se plantean las siguientes lı́neas:

Generar una base de datos a partir de los resultados experimentales obtenidos en el banco

de pruebas de cojinetes modificando la dirección de la carga de forma de poder mejorar

la apreciación del perfil y caracterizar correctamente el punto de entrada en la región de

cavitación.

Implementar un modelo térmico local (no global) en el resolvedor dynCavFlow. Esto per-

mitirı́a resolver la ecuación de energı́a punto a punto para capturar gradientes térmicos tridi-

mensionales en la pelı́cula, fundamentales para entender el comportamiento del fluido cerca

de texturas individuales.

Ampliar la herramienta de optimización evolutiva actual (que maximiza la capacidad de

carga) para incluir la minimización del torque de fricción y la temperatura máxima como

objetivos contrapuestos.

Realizar un estudio sistemático del transitorio inicial, evaluando si el texturizado reduce el

desgaste durante los regı́menes de lubricación mixta y lı́mite antes de que se establezca la

pelı́cula hidrodinámica completa.

Extender las ecuaciones de Reynolds bifásicas para incluir términos de aceleración convec-

tiva en casos donde el número de Reynolds local dentro de las texturas sea significativo,

permitiendo el estudio de la turbulencia y su impacto en la carga portante.

Integrar un modelo de lubricación elastohidrodinámica que contemple la deformación de

las superficies de la carcasa y el muñón bajo altas presiones, evaluando cómo estas defor-

maciones interactúan con la geometrı́a de las texturas.

Utilizar los coeficientes elásticos y de amortiguamiento obtenidos de forma numérica para

cojinetes de longitud real para analizar simulando mecanismos más complejos mediante

cadenas cinemáticas.
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[93] Luboš Smolı́k, Jan Rendl, Milan Omasta, Miroslav Byrtus, Petr Šperka, Pavel Polach, Martin Hartl,
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