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Resumen

En la dltima década, el computo cientifico en GPU ha demostrado ser una excelente alternativa
para la computacién de alto desempefio. Con una mejora sustancial en términos de rendimiento,
bajo costo y consumo de energia en comparacién con un clister mediano, los desarrollos en GPU
han producido resultados exitosos en diferentes campos de la ingenieria como la dindmica de flui-
dos computacional. Sin embargo, para lograr un rendimiento dptimo y aprovechar las capacidades
de la GPU, es necesario que las diferentes implementaciones estén disefladas especificamente
segun el tipo de hardware.

En esta tesis se desarrollan y adaptan diferentes estrategias de paralelizacién en GPU, para
esquemas numéricos en el contexto del método de los volimenes finitos que permiten resolver,
entre otros, el complejo problema de transporte de sedimentos y erosion localizada. Con los algo-
ritmos y métodos expuestos se desarrollé una libreria en GPU que incluye: rutinas para resolver
sistemas lineales dispersos, utilizando los métodos de Krylov y técnicas multigrilla, métodos para
resolver la ecuacién de transporte con esquemas de Variacién Total Decreciente (TVD), un sol-
ver que resuelve el flujo incompresible utilizando dos algoritmos (SIMPLE o pasos fraccionados),
desarrollo de un método de fronteras embebidas (IBM) para tratar geometrias complejas, modelos
para calcular descargas de sedimento y evolucién temporal del lecho, que se acoplan al modelo
hidrodindmico para poder simular problemas de erosion.

Las diferentes componentes desarrolladas se validan mediante la utilizacién de soluciones
analiticas, con el objetivo de comprobar la convergencia numérica de los esquemas espaciales y
temporales. También se lleva a cabo una verificacién mediante el uso de benchmark, para asegurar
la precisién de las implementaciones.

Con el fin de destacar los beneficios de las implementaciones basadas en GPU, se llevan a cabo
evaluaciones utilizando diversas métricas para medir el rendimiento en problemas de diferentes
tamafios. Se logran abordar simulaciones de problemas en el orden de las 100 millones de celdas,
lo que demuestra que la capacidad de una GPU es comparable al rendimiento obtenido mediante
el uso de miltiples CPU en paralelo. Esta capacidad para manejar grandes volimenes de datos
confirma la eficiencia y la escalabilidad de las soluciones basadas en GPU en comparacién con las
alternativas tradicionales.

Los problemas abordados en la tesis incluyen adveccion difusion utilizando esquemas lineales
y no lineales para comparar el desempeiio de técnicas implicitas y explicitas, los resultados brindan
pautas en cuanto a eleccion de métodos para resolver estas ecuaciones. Se resolvié un problema
de difusién no lineal, mostrando que el método implicito puede tener un buen desempefio, sin
embargo el bajo requerimiento en memoria y relativa simplicidad en implementacién para los
métodos explicito lo hacen més atractivos al resolver este tipo de ecuaciones en GPU. Se expuso
la solucién de problemas advectivo-dominantes usando esquemas TVD demostrando que puede
obtenerse un buen desempefio en GPU, permitiendo resolver problemas que requieren el transporte
de gradientes pronunciados. Se analizan dos variantes para el solver de flujo incompresible lo que
permite evaluar pros y contras al paralelizarlos en GPU. Se desarrolla un método IBM que combina
técnicas de celdas fantasma y una estrategia de interpolacién que permite mantener un esquema
espacial compacto y la aplicacién de diferentes condiciones de borde sobre el s6lido inmerso.

Mediante una combinacién adecuada de los métodos desarrollados, se logré resolver de mane-
ra satisfactoria un desafiante problema tridimensional de erosion localizada alrededor de un objeto
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rectangular. Esta resolucién se llevé a cabo mediante el uso exclusivo de una sola GPU, logrando
completar el célculo en tan solo 10 horas. Esta marca representa una mejora considerable en el
tiempo de ejecucion, siendo hasta 36 veces mds rapido en comparacién con un equipo de cémputo
CPU equipado con 32 nicleos.

La solucién se obtuvo a utilizando el solver desarrollado para el flujo incompresible acopla-
do con un modelo de transporte de sedimentos. Esta integracidon permitié simular y comprender
con precision el proceso de erosion en un entorno tridimensional, proporcionando asi una valiosa
herramienta para estudios relacionados dentro de esta disciplina.

Esto proporciona una herramienta de bajo costo que resuelve problemas con grandes requisi-
tos computacionales en tiempos reducidos. Los cédigos desarrollados son adaptables y pueden ser
utilizados en una gama de problemas. Las simulaciones numéricas realizadas con esta herramienta
contribuyen a complementar las formulaciones cldsicas y ofrecen una perspectiva méds completa y
mejorada de los fendmenos fisicos, contribuyendo asi al avance del conocimiento en las respecti-
vas disciplinas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La descripcion matematica del modo en como se transportan las particulas sélidas en una co-
rriente liquida es sumamente compleja. El transporte sélido en los rios (ya sea por arrastre de fondo
y/o en suspension) es de dificil determinacidén porque se tiene gran variabilidad en los fenémenos
tanto en el espacio como en el tiempo, un elevado nimero de variables intervinientes y dificultad
de comprobar en la naturaleza los resultados que se obtienen. Entre los problemas vinculados al
transporte de sedimentos se encuentra la sedimentacion y erosion localizada alrededor de pilas
y estribos de puentes. Los dafios vinculados a estos casos, se pueden reducir en la medida que
se pueda predecir el transporte sélido. Debido al complejo caricter tridimensional del fendmeno
de erosion localizada y las formas en el fondo del lecho del rio, es necesario el uso de modelos
de flujo que sean tridimensionales lo cual puede dar lugar a problemas computacionalmente muy
demandantes.

1.2. Uso de la GPU para el calculo cientifico

Con el paso de los afios los cambios en hardware han permitido el desarrollo de modelos con
mayor resolucién y complejidad. En la dltima década las GPUs han surgido como una alterna-
tiva para computacién de propdsito general y su uso para célculo cientifico ha ido aumentando
[32, 171, 183]. Las arquitecturas GPU se caracterizan por la gran capacidad de computo en re-
lacién al ancho de banda de memoria. Esto las hace muy buenas para resolver discretizaciones
temporalmente explicitas y espacialmente compactas [104]. Por otro lado se deben tener en cuenta
los aspectos del modelo de programacién CUDA (Computed Unified Device Architecture) que
resultan criticos para la naturaleza del ancho de banda en los métodos utilizados para reslver las
ecuaciones discretizadas como por ejemplo Navier Stokes (NS). El modelo de ejecucién adoptado
por la GPU para el computo en paralelo es el de Single Instruction Multiple Threads (SIMT) [102],
esto implica dividir el procesamiento de una malla en diferentes funciones (CUDA kernels), que
agrupan un conjunto de instrucciones que se pasan a la GPU de modo que cada proceso o hilo de la
GPU ejecute la misma instruccién pero sobre un gran conjunto de datos [167]. En cuanto a la dis-
cretizacién temporal, en general se prefieren los métodos implicitos debido a su mayor estabilidad
a lo largo de la evolucion del problema ya que son capaces de utilizar pasos de tiempo mucho mas
largos que los esquemas explicitos. Sin embargo, las caracteristicas del modelo SIMT en las GPU,
hacen que el uso de métodos explicitos sea atractivo desde el punto de vista computacional, aunque
requieren considerar un paso de tiempo mucho més pequefio [104]. Por otra parte la mayoria de
los trabajos que resuelven numéricamente ecuaciones diferenciales mediante discretizacién (por
ejemplo FVM), se centran en desarrollar implementaciones eficientes de resolvedores de los siste-
mas de ecuaciones algebraicas generados por diferentes métodos numéricos [25, 41, 77]. Pero para
obtener un buen desempefio en aplicaciones CFD usando GPU es crucial trabajar preferentemente
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en codigos basados completamente en GPU. Como las técnicas de discretizacion y solucién afec-
tan los rendimientos de manera considerable, esto motiva la implementacién de varios esquemas
numéricos en GPU.

1.3. Resolvedores para CFD en GPUs

En base al modelo de programacion CUDA, es preferible el uso de grillas cartesianas fijas,
dentro de ellas, las grillas colocadas son las més populares. Los métodos més frecuentes encontra-
dos en la literatura para la resolucién numérica de las ecuaciones de NS en flujos incompresibles
en GPU, son el método de proyeccién [161, 167, 189] propuesto originalmente por [37], y el algo-
ritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations)[80, 127, 182] presentado
por [136]. No se ha encontrado una comparacién del desempeiio en GPU para ambos algoritmos,
esto motiva a realizar un breve andlisis del rendimiento de dos implementaciones basadas en GPU
de los mismos.

1.4. Simulacion numérica para transporte de sedimentos

La simulacién numérica se utiliza como herramienta adicional para reducir los esfuerzos uti-
lizados para el disefio y experimentacion. Para ello se requieren resolvedores rapidos tanto para el
fluido como para la modelacion del sedimento. En general el transporte de sedimentos se trata en
dos partes, el transporte por carga de fondo y el transporte por carga en suspension [15, 48, 49]. El
transporte de fondo comprende el material transportado cerca de la superficie del lecho, mientras
que el resto del material se transporta en el cuerpo del fluido en forma suspendida. En la ecuacion
para el transporte de fondo, se determina la superficie del sedimento en base al equilibrio de masa
que entra y sale [53]. Similarmente a partir de la conservacién de masa se obtiene una ecuacién
de adveccién difusién (AD) que permite modelar el transporte de una concentracion en suspen-
sion [144]. El pardmetro de entrada en ambos sistemas es la velocidad del flujo que corresponde a
una velocidad de transporte y de acuerdo al material transportado, la altura de superficie del lecho
evoluciona en el tiempo.

1.5. Foérmulas de transporte

El gasto sélido de fondo y gasto sélido en suspension usualmente se relacionan con el caudal
que escurre en el rio. Las formulas de transporte que determinan la carga de sedimento transpor-
tado en la modalidad de fondo a cierta velocidad es un tema extensamente investigado durante
décadas [51, 113, 153, 176]. Muchos autores coinciden en que los granos en el fondo comenzaran
a moverse cuando la tensién 7, exceda un valor critico (7). Por ejemplo una férmula muy po-
pular, verificada con datos para arena gruesa y grava uniformes es la férmula de [113], que fue
re-analizada por [180] quienes encontraron un mejor ajuste a dichos datos, dado por la siguiente
férmula:

q* = 4,93 (r* — 0,047)50°

siendo ¢* la carga de fondo adimensionalizada y 7* el esfuerzo de corte adimensionalizado, en el
fondo (lecho) generado por el flujo circulante. Nétese que el esfuerzo de corte critico adimensio-
nalizado 77 adopta el valor 0,047 en esta férmula.

En la practica, el esfuerzo en el fondo 7, no se puede medir, pero en la literatura pueden
encontrarse varias formulas empiricas para estimarlo. Sin embargo, debido a que en la implemen-
tacion numérica se dispone de los gradientes de velocidad, el esfuerzo cortante podria calcularse
explicitamente como 7 = pudu/on.
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1.6. Acoplamiento del flujo con transporte de sedimentos

Existen diferentes enfoques para realizar el acoplamiento de las ecuaciones de NS, la ecuacién
de conservacién de la masa de sedimento en el lecho (ecuacién de Exner) y la ecuacién de AD
para el transporte en suspension por ejemplo [57, 83, 149]. Los acoplamientos explicitos pueden
representar inestabilidades, pero pueden resultar sencillos en cuanto a implementacién en GPU.

Por otra parte un acoplamiento fuerte (implicito o semi-implicito) que resulta estable, requiere
la solucién simultdnea de los sistemas, cosa que podria llevarse a cabo en conjunto dentro de la
implementacion del solucionador de NS en un esquema segregado.

Sin embargo, como se espera que las escalas temporales involucradas en el transporte de se-
dimentos y en los cambios morfoldgicos sean muy diferentes respecto de los tiempos de cambio
en el flujo. Entonces, puede resultar factible un desacoplamiento entre los modelos dentro del
algoritmo conjunto.

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivo general

El objetivo general de esta tesis es estudiar e implementar algoritmos para resolver problemas
de dindmica de fluidos computacional (CFD) orientados al transporte de sedimentos, utilizando
tarjetas graficas del tipo GPGPU (General Purpose Graphics Processing Units).

1.7.2. Objetivos especificos

Como objetivos especificos dentro del alcance de esta tesis se propone:

= Implementar métodos del tipo Volimenes Finitos (FVM) en mallas cartesianas uniformes.

Implementar un resolvedor para calcular el flujo incompresible a través de un algoritmo que
trate el acoplamiento presién-velocidad.

Resolver el transporte de sedimento usando férmulas estdndar de carga de fondo.

A partir de las descargas de sedimentos resolver la ecuaciéon de Exner acoplada con las
ecuaciones de NS y el modelo de carga de fondo.

1.7.3. Contribuciones esperadas

Como resultado se espera la implementacién de un modelo de transporte de sedimentos com-
pleto acoplado con un resolvedor para flujos incompresibles. Con los modelos descritos, se podria
adaptar el codigo facilmente a una gran variedad de problemas y condiciones de campo. Los re-
sultados de las simulaciones numéricas contribuirdn a complementar las formulaciones cldsicas y
permitirdn una mejor comprension de los fendmenos fisicos involucrados.

1.8. Estructura de la Tesis

La estructura de la tesis es dividida en un total de siete capitulos. En el Capitulo 1 (Introduc-
cién), se exponen las principales motivaciones que movilizan la realizacién de la presente Tesis y
una introduccion al estado del arte en el cdlculo cientifico en GPUs y la simulacién numérica de
flujos y transporte de sedimentos. En el Capitulo 2 se describen las ecuaciones y algoritmos utili-
zados en la dindmica de fluidos computacional, los esquemas de discretizacion espacial y temporal
en el contexto del método de los volimenes finitos. En el Capitulo 3 se presentan las principales
caracteristicas del modelo de programaciéon CUDA vy se presentan algunos resultados en cuanto a
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desempeiio de métodos y algoritmos implementados en GPU aplicados a la resolucién de diferen-
tes problemas de CFD. En el Capitulo 4 se desarrolla un método multigrilla basado en GPU para
reducir el tiempo de computo en las ecuaciones de NS. En el Capitulo 5 se presenta y valida una
formulacién basada en GPU para el método de fronteras embebidas que permite resolver en fron-
teras complejas. En el Capitulo 6 se describen los modelos utilizados para predecir el transporte de
sedimentos, se desarrolla una estrategia para acoplar los modelos hidrodindmico y morfodindmi-
co, y se realiza una aplicacion del programa desarrollado en GPU en un caso de estudio de la
erosion localizada en sobre un objeto rectangular. Finalmente en el Capitulo 7 se presentan las
conclusiones y aportes principales del trabajo realizado en esta Tesis, asi como también las lineas
abiertas para el desarrollo de trabajos futuros.

1.9. Publicaciones

A continuacién se listan las publicaciones que ha realizado el autor de esta tesis, incluyendo
solamente aquellas que derivaron directamente de la realizacion de la misma.

1.9.1. Publicaciones en revistas

= Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., & Ramos, J. (2022). GPU implementation
of Explicit and Implicit Eulerian methods with TVD schemes for solving 2D solute transport
in heterogeneous flows. Computational Geosciences, 26(3), 517-543.

1.9.2. Publicaciones y presentaciones en congresos

= Bessone, L. C., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2018). Evaluacion del Desempefio de Dife-
rentes Esquemas temporales para la Resolucién de una Ecuacién de Difusién No Lineal en
GPGPU. Mecdnica Computacional, 36(14), 605-625.

= Bessone, L., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2019). Evaluacién del Desempefio de Dos Méto-
dos para Resolver Flujos Incompresibles en GPGPU. Mecdnica Computacional, 37(16),
623-623.

= Bessone, L., Gamazo, P.,, Ramos, J., & Storti, M. (2020, May). Performance Evaluation
of different time schemes for a Nonlinear diffusion equation on multi-core and many-core
platforms. In EGU General Assembly Conference Abstracts (p. 1632).

= Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., Ezzatti, P., & Ramos, J. (2020, December).
An efficient GPU solver for highly heterogeneous flows. In AGU Fall Meeting Abstracts
(Vol. 2020, pp. H196-0004).

= Bessone, L., Gamazo, P, Storti, M., Saracho, A., Ramos, J., Alvareda, E., ...& Paskosky, P.
(2022). Uso de placas de video para predecir la erosion local. XXX Congreso Latinoameri-
cano de Hidraulica. Foz do Iguazi. Brasil 2022.

= Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Dentz M. & Ramos, J. (2023) Implementacién en GPU
de un método multigrilla centrado en celda. Mecdnica Computacional, 40(40), 1481-1495.

= Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Ramos, J., Saracho, A. & Alvareda, E. (2023). Una
herramienta basada en GPU para simular procesos de erosion localizada. Mecdnica Compu-
tacional, 40(40), 1497-1497.

= Saracho, A., Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Paskosky, P. & Navas, R. (2023). Parallel
Resolution Techniques for the 2D Transport Equation: Comparison of Explicit and Implicit
Methods. Mecdnica Computacional, 40(40), 1499-1499.



Capitulo 2

Ecuaciones de gobierno y métodos para
CFD

Tanto los balances de materia como los principios de la mecénica, son un requisito para los
célculos en la solucién de problemas de la fisica e ingenieria. Las leyes de conservacion sirven co-
mo una fuerte restriccion en cualquier teoria sobre cualquier rama de la ciencia. Las leyes fisicas
que controlan estos principios se traducen en relaciones matemdticas, escritas en forma de ecuacio-
nes diferenciales, lo cual representa el medio necesario para realizar simulaciones. Los principios
fundamentales mds conocidos que conforman estas leyes son: conservacién de la masa (ecuacién
de continuidad), conservacion del momento (o conservacion de la cantidad de movimiento), con-
servacion de la energia total del sistema. Una de las ecuaciones analizadas en esta tesis es la ley de
conservacién de una propiedad intensiva, esta ecuacién general de transporte puede tener cardcter
escalar o vectorial.

2.1. Ecuacion de transporte

La ecuacién de transporte escalar en forma diferencial, considerando tinicamente los mecanis-
mos de transporte por adveccion y difusidn estd representada por la siguiente ecuacién en derivadas

parciales:

oC
donde C(x,t) representa una propiedad intensiva generalizada que varfa en forma continua y es
funcién de la posicién x y del tiempo t. Por ejemplo, C' representa una concentracién en [kg/m?3],
u(x) = (ug, uy, u;) representaria un campo de velocidades dado en [m/s], D representa el tensor
de difusién [m?/s] y f un término fuente o sumidero [kg/m3/s].

2.1.1. Discretizacion espacial

La mayoria de métodos utilizados para transformar (2.1) en un sistema de ecuaciones alge-
braicas son el método de los elementos finitos (FEM), el método de diferencias finitas (FDM) y
el método de los volimenes finitos (FVM). En esta tesis se resuelven las ecuaciones usando FVM
centrado en celdas considerando grillas cartesianas uniformes, resultando equivalente al FDM. Sin
pérdida de generalidad, se consideran siempre dominios prismaticos cuadrangulares  C R? (o
rectangulares en R?) discretizados con paso de malla constante (Az = Ay = Az = h). Enlo que
sigue, la celda central y sus celdas vecinas se designan con el subindice C'y £, W, N, S, T, B res-
pectivamente, haciendo alusién a Center, East, West, North, South, Top, Bottom correspondientes
a vecinos en las 3 direcciones (z-dir, y-dir y z-dir). El subindice en mindscula indica los centros
de caras de las celdas, la figura 2.1 presenta la molécula computacional para el caso 2D y 3D.
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Figura 2.1: Molécula computacional para el caso 2D.

Si se integra miembro a miembro (2.1) en la celda C, se aplican el teorema del valor medio, el
teorema de la divergencia y se re ordenan los términos se obtiene:

%(;dv+/v- (uCDVC)dV:/de
Ve Ve Ve
9C v+ /(uC—DVC)dS:/de
o (2.2)
Vo Ve Vo
(‘9C> Ve— Y DgVCrSr+ Y mCr=foV
at ) . Ve Sy by =Jeve

f~nb(C) F~nb(C)

donde Vo = h3 (h? en caso 2D) es el volumen de la celda y my = uy-Sy es la componente
del flujo de masa que cruza en direccién perpendicular la cara f de la celda medido en volumen,
esto es, sin considerar la densidad del fluido para simplificar en el caso de flujos incompresibles
donde (p ~ const) y Sy es el vector normal saliente a la celda C' de magnitud igual al drea de la
cara (h? en 3D y h en 2D). La discretizacién espacial consiste en aproximar el operador gradiente
y los valores de las incgnitas en las caras C'y, de esta manera, al considerar todas las celdas
del dominio, el problema diferencial (2.1) se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas
donde las incégnitas son los valores en cada centro de celda.

El primer término se tratard mdas adelante en la discretizaciéon temporal, para el segundo
término, término difusivo, es suficiente usar el esquema de diferencias centradas (CD) VCy =
(Cp — Cc)/h, si se requiere una precisién de segundo orden (orden ~ O (h?)), donde el subindi-
ce F' indica alguno de los centros de celda vecinos (F' = E, W, N, S, T, B, indicacién abre-
viada en lo que sigue como F' ~ N B((C)). Mientras que para el tercer término se requieren
buenas estimaciones para obtener estabilidad numérica y precision en los resultados, especial-
mente en problemas advectivo-dominantes. Asi por ejemplo, los dos esquemas mas simples son
myCy = 1mys(Cr + Cc)/2 (esquema CD, orden ~ O (h2)) o el esquema upwind (esquema UD,
orden ~ O (h)), que en el caso de un campo de velocidades no uniforme se expresa como:

myCy = ||y, 0|Co — || — my, 0[|Cr (2.3)

donde usamos ||a, b|| para indicar max(a, b).

Estos esquemas consideran una combinacion lineal de los valores en centros de celdas y
ademds como en el segundo caso se elige de acuerdo a la direccién del flujo, esto lo hace un
esquema estable en problemas advectivo-dominantes, sin embargo es una aproximacion de primer
orden y suaviza la solucién excesivamente al generar una difusién numérica igual a |uy|h/2.

Por otro lado el conocido teorema de Godunov establece que: Los esquemas numéricos linea-
les para resolver ecuaciones en derivadas parciales, que tienen la propiedad de no generar nuevos
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extremos (esquema monotono), pueden tener, como mucho, precision de primer orden. Esto es, si
se necesita un esquema de segundo orden o mds de precision, para que se conserve la monotonia,
el mismo debe ser no lineal. Luego, la solucién de C'y depende de los valores de Cc y sus vecinos
Cr (con F' ~ NB(C)) no linealmente como mostraremos mds adelante. En la préxima subsec-
cidn se repasard brevemente los esquemas de alta resolucién para aproximar el término advectivo
en la ecuacion (2.2).

2.1.2. Esquemas TVD o de variacion total decreciente

Las interpolaciones de alto orden (HO) que consideran la direccion contra corriente (upwind)
llenan los vacios en la precision del esquema UD. Pero tales enfoques, de acuerdo con el teorema
de Godunov [65], generalmente proveen soluciones no acotadas, las cuales pueden ser particular-
mente problemadticas en campos de velocidad no uniformes o flujos altamente heterogéneos. Un
esquema HO acotado, conocido como esquema de alta resolucién (HR), se obtiene imponiendo la
condicién TVD (Total Variation Dimishing) que se explica a continuacién.

Considerando por simplicidad una grilla unidimensional, la variacién total (TV) se define co-
mo T'V(C) = ), |Cit1 — C;| donde i es el indice de un nodo de la grilla. Se dice que un esquema
es TVD si T'V no crece a lo largo del tiempo:

TV (CHAY) < TV (CY) (2.4)

Un esquema HO monoétono es TVD y a su vez un esquema TVD preserva la monotonia [71]. Se
pueden usar las funciones limitadoras (limitador o limitador de flujo) para construir un esquema
TVD. Tales limitadores previenen la apariciéon de oscilaciones no fisicas. Si se utiliza el enfo-
que de Sweby [162], llamando al limitador () donde r indica la relacién entre dos gradientes
consecutivos, el valor en el centro de cara puede obtenerse de una manera simple:

Cy=Cc+ %¢(Tf) (Cp — C¢) ; with ry= % (2.5)

D C

donde el subindice D y U indica los nodos upwind y downwind, por lo tanto deben elegirse de
acuerdo a la direccién en que la velocidad u; atraviesa el centro de la cara f de la celda C'. Por
ejemplo, los flujos correspondientes a las caras east y west resultan respectivamente en:

. 1 ) 1 _ .
ieCe = | o+ (72 (C = )| e, 01l = | Ci + 5002) (Ce = €] I = sl
+ Coc—-Cw _ Cg—Cggp

e T Cph—Co e T Co—Cp

conr

(2.6)

My Cop = |:CC + %ﬁ)(ﬂt) (CW - CC)

1
it 01l = [Cov + 51607 (€ = )| 1 = Ol

+_Cc—-Cg _ Cw—-Cww
con _—

T Cw-Cc " Co—Cw

2.7
donde el doble subindice C'gg (respectivamente Cyyyyy) se utiliza para indicar el centro de celda
vecino a dos celdas de distancia de la celda C en esa direccidn, esto es, la celda E'E se ubica al
este de la celda E (resp. WW al oeste de la celda V).

Se han desarrollado muchos esquemas TVD de esta forma, eligiendo apropiadamente el limi-
tador #(r¢) (OSHER [31], MUSCL [175], SUPERBEE y MINMOD [145] entre otros). Notese
que siempre que () permite generar un esquema TVD, C serd una combinacion no lineal de
los valores en los centros de celda, ya que 77 es una funcién de C¢ y sus vecinos C'r. En otros
casos, el esquema serd lineal, pero no TVD, como es el caso de los esquemas de alto orden o
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HO, por ejemplo: esquema CD (¢)(r¢) = 1), esquema second order upwind- SOU (¢(rf) = 1)
o incluso el esquema QUICK [99] (¢)(rf) = (ry + 3)/4). Esto crea una complicacién para los
métodos implicitos debido a que requeririan una estrategia iterativa para resolver el sistema no
lineal que se genera.

2.1.3. Enfoque de Correccion Diferida (DC)

A lo largo de esta tesis, se utilizan esquemas temporales explicitos e implicitos. Para los méto-
dos explicitos, la funcién limitadora para la linealizacion del esquema advectivo 1 (r¢) puede
calcularse usando los valores de la solucién temporal previa Cf, y C%.. Para los esquemas implici-
tos, esto implica que los coeficientes fuera de la diagonal en el sistema de ecuaciones tienen signos
opuestos, violando asi una regla bédsica para la estabilidad de un algoritmo iterativo [121]. Aunque
lo anterior se puede evitar si se utiliza un método directo para la solucidn del sistema, tal situacién
no es nada préctica en discretizaciones con millones de celdas.

Para tratar el problema mencionado, en los algoritmos implicitos se utiliza la técnica de co-
rreccion diferida [82]. La estrategia es tratar el término advectivo como sigue:

g Cf =1 CY + g (CFF - CF) (2.8)
~—— ~~
implicit explicit

donde los supraindices U y H R indican el uso de los esquemas upwind y TVD respectivamente
(es decir, usar (2.3) para U y (2.5) para H R). La idea entonces es que el valor en centro de cara se
trata implicitamente considerando el esquema de primer orden. La diferencia entre los esquemas
upwind y TVD se trata de forma explicita, calculando los valores basandose en la dltima solucién
disponible, esto es, la obtenida en la iteracién previa dentro de un proceso iterativo. La ventaja
de este enfoque es que se obtiene una matriz diagonalmente dominante en el esquema temporal
implicito (cosa deseable en los resolvedores iterativos, como los métodos de Krylov), mientras
que la no linealidad del esquema TVD es tratada explicitamente.

2.2. Discretizacion temporal

En esta seccién se describen los principales esquemas temporales utilizados en la tesis. Para
ello, se considerara sin pérdida de generalidad el sistema de ODE:s:

oC

ot
siendo C € R™ el vector solucién para todo el dominio computacional y f representa la expresion
resultante luego de aplicar una discretizacion espacial en el contexto de alguno de los métodos
usuales (FEM, FDM o FVM), que para esquemas lineales se puede expresar como el producto
de una matriz por el vector solucién f = BC. En lo que sigue se aplicara la notacién utilizando
supraindices de forma que C corresponde a la variable evaluada en el centro de celda C' en tiempo
actual t = nAt.

= f(C,t), con f(C,t) : R™! — R™ una funcién lineal o no lineal de C (2.9)

2.2.1. Métodos explicitos

A continuacidn, se resumen los esquemas de discretizacion explicitos mas conocidos con sus
respectivos errores de truncamiento y algunas consideraciones a tener en cuenta en el contexto de
esta tesis.

= Euler hacia adelante - FE. Este esquema de diferencias finitas es de primer orden en el
tiempo (orden ~ O (At)):

Cn+1 —_Qn

= n 2.1
N £(C™, ) + O(AY) (2.10)
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constituye uno de los métodos mds simples y adecuado para implementar en GPU debido a
que solo se requieren almacenar dos vectores en memoria C"*! y C". La parte principal del
cddigo consiste en una funcién que actualiza las variables al avanzar cada paso de tiempo,
sin embargo como se menciond, es de primer orden de precision.

= Adams-Bashforth - AB. Este esquema es parte de la familia de métodos multipaso y es de
segundo orden en el tiempo:

crtl-cr 3

_ Y n _1 n—1 2 211
AL _2f(C 1) 2f(C ,t) + O(At?) (2.11)

como se mostrard mas adelante, en un problema de difusién pura resuelto con un esque-
ma temporal explicito, no tiene mucho sentido mejorar el orden de precisioén temporal, la
férmula resulta ttil en otro tipo de problemas como ser: adveccién pura, advecciéon difu-
sién, o aplicado tnicamente a uno de los términos de la ecuacién diferencial. En cuando
al contexto GPU, se requiere almacenar en memoria tres vectores, correspondientes a las
soluciones futura, presente y pasada. La parte principal del c6digo consistird en una funcién
que lee los dos vectores solucion (n y n — 1) y actualiza la solucién.

= Runge-Kutta 2 - RK2. Otra familia de métodos explicitos de mayor orden la constituye los
métodos tipo Runge-Kutta. Este esquema es de segundo orden en el tiempo y consiste en
realizar las siguientes operaciones:

Cn—H —_Qn
— f(C",t) ler paso tipo FE
Cn+2 _ Cn+1
S vE—— f(C" L ¢) 2do paso tipo FE (2.12)
1 1
crtl = iC”H + 50" etapa de correccion

este método también se conoce como método de Heun o método predictor-corrector. Requie-
re almacenar una solucién més que el esquema FE. Es muy féicil de implementar debido a
que se aplica directamente la programacién del método FE como “caja negra”.

= Runge-Kutta 3 - RK3. Este esquema es de tercer orden en el tiempo y consiste en realizar
las siguientes operaciones:

C”“At—C” =f(C",t) ler paso tipo FE
CnHA_tCnH = f(C"* 1) 2do paso tipo FE
/2 = ZC” + %an primer etapa de promediado
C"+3/2A—tC”“/2 = f(C"H1/2 ¢ avance a tiempo ¢ + 3/2At (FE)
crtt = éCn + §C"+3/ 2 segunda etapa de promediado

(2.13)
es el método usado mayoritariamente en los trabajos académicos debido a su precision, fcil
implementacion y ademds es un método tipo TVD (en el tiempo) en el caso de adveccion
pura. Se puede implementar como RK2 usando las rutinas FE como "caja negra” almace-
nando solamente una solucién mas extra respecto del método FE, es decir se requieren en
total 3 vectores almacenados en memoria.
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Cabe aclarar que el orden de precision del esquema temporal que se menciona en los méto-
dos surge al considerar el desarrollo de Taylor en el término transiente de (2.2), por ejemplo, el
esquema FE para la derivada temporal en la celda C es:

ICe(t 0?Ce(t) At?
Ce(t + At) = Co(t) + 8(;( JAt+ (3;()2'
' (2.14)
C\ _ 9Cc(t) _ Colt+ At) = Co(t) _aoap
<8t>c_ at At +O0(At) = ==+ 0(AY)

2.2.2. Métodos implicitos

A continuacidn, se resumen los esquemas implicitos considerados en este trabajo.

= Euler hacia atras - BE. Este esquema de diferencias hacia atrds es de primer orden en el
tiempo (orden ~ O (At)):

Cn+l —_Cn

— f(Cnt! 2.15
x5 £(C" ) + O(AY) (2.15)

debe notarse que la determinacion del vector solucién a tiempo futuro C™*! surge de resol-
ver un sistema de ecuaciones ya que la variable a tiempo futuro se encuentra dentro de la
funcién f. Es un método que en general resulta incondicionalmente estable, luego el paso
de tiempo se puede elegir tan grande como se quiera, pero suele elegir de forma tal que el
error temporal pese menos que la precision del esquema espacial que se utilice.

= Crank Nicolson - CN. Este esquema de diferencias centradas es de segundo orden en el
tiempo (orden ~ O (At?)):

Cn+1 —_QCn
At

como en el método anterior, luego de ordenar de acuerdo a los valores disponibles (co-
locdndolos en el lado derecho o RHS) y los valores incégnita (colocdndolos en el lado
izquierdo, LHS), debe resolverse el sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo. Es un
método marginalmente estable, puede presentar alguna inestabilidad cuando hay incopati-
bilidad en la condicién inicial y la condicién de borde a tiempo ¢ > 0, sin embargo, se
mantiene acotada (es estable). El costo computacional es el mismo que BE pero al tener
segundo orden de precisién, O(At?), es el método implicito m4s utilizado. En el caso de di-
fusion pura, se gana mucho repecto a un esquema explicito (que posee una fuerte restriccion
de estabilidad) ya que la precisién de este método permite elegir pasos temporales relativa-
mente grandes manteniendo el error de truncamiento del esquema temporal por debajo del
que presenta el esquema espacial.

1 1
= 5f(c"“, t)+ f(C" 1) + O(At?) (2.16)

Los métodos FE, BE y CN se pueden agrupar en un método conocido como Método 6.

n+l _ n
% = (1—O)F(C™,t) + O£(C™H1 1) 2.17)

de esta forma, cuando 6 = 0 corresponde al método explicito puro (FE), para # = 1 es un método
implicito puro (BE) y para # = 1/2 es un método explicito-implicito (CN)'.

'El término explicito-implicito es simplemente para indicar la contribucién de ambas partes al ensamblar el sistema,
sin embargo al momento de resolver se trata de un método implicito como BE.
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2.2.3. Sobre la estabilidad de los esquemas temporales

Los métodos explicitos son mds ficiles de implementar, ademds de que son mds baratos
computacionalmente (en cuanto a tiempo de cdmputo por paso de tiempo), pero estdn sujetos
a inestabilidades numéricas y son condicionalmente estables o inestables. El método clasico para
determinar las condiciones que debe cumplir el paso de tiempo para que la evolucién del problema
se mantenga estable a lo largo del tiempo, es el método de Von Neuman[74].

Algunas definiciones que vale la pena mencionar son:

= Consistencia: es una condicion sobre el esquema numérico, a saber, que el esquema numéri-
co debe tender a la ecuacion diferencial, cuando (At, h) — (0,0) [74].

= Estabilidad: es una condicion sobre la solucion numérica, digase, todos los errores, tales
como los de redondeo por la aritmética finita de la computadora, deben mantenerse acotados
al avanzar en el proceso iterativo. Esto es, para valores finitos de At y h, el error definido
como la solucién numérica y la solucién exacta del esquema numérico debe mantenerse
acotado cuando n — oo (siendo n el nimero de pasos de tiempo). Esto involucra una
condicién sobre el esquema numérico y no sobre la ecuacién diferencial [74].

= Convergencia: es una condicién sobre la solucion numérica, debe garantizarse que la salida
de la simulacién es una correcta representacion del modelo que se estd resolviendo, esto
es, la solucién numérica debe tender a la solucién exacta del modelo matematico cuando
(At,h) — (0,0) [74].

Finalmente, el teorema de equivalencia de Lax[96] establece que:

Para un problema a valores iniciales bien planteado (bien puesto) y un esquema de discreti-
zacion consistente, la estabilidad es una condicion necesaria y suficiente para la convergencia.

En la practica se puede obtener la condicidn de estabilidad local via un andlisis de Von Neu-
mann, sin embargo muchas veces se debe obtener experimentalmente mediante pruebas numéri-
cas, principalmente porque si la ecuacién diferencial involucra muchos términos o se empiezan a
combinar esquemas de discretizacién temporal, el método analitico se vuelve imposible de mani-
pular.

Condiciones de estabilidad mas conocidas

A continuacién se repasan los criterios de estabilidad y nimeros adimensionales usados fre-
cuentemente en la combinacion de esquemas.

= Numero de Fourier Fp: el nimero adimensional que gobierna la estabilidad en el método
explicito FE para el caso de difusién transiente (esquema espacial CD) para el caso unidi-

mensional es:

B 2k At

Fo = <1 (2.18)

h?

donde « es el coeficiente de difusividad [m?/s]. Muchas veces se define sin el factor de
2 y en cuyo caso la condicién de estabilidad es 1/2. Conceptualmente en un problema de
calor, el nimero F es la relacién dentre la velocidad de conduccién del calor en el medio
y la velocidad de almacenamiento de energia. Para el caso de difusion pura en 2D y 3D el
ndmero contiene un factor de 4 y 6 respectivamente, Fp = 4xAt/h? y Fo = 6kAt/h2.
Notar que el método FE y CD en conjunto es orden O(h?, At), con lo que habria que ver el
mayor de ambos. Sin embargo como la condicién Fp < 1 implica que At ~ h2, no tendrian
sentido los estudios de convergencia temporal. Por otro lado, al usar un esquema de Heun o
RK2, la condicién de estabilidad es similar a la anterior y utilizar dicho esquema temporal
no aporta precision ya que O(At?) ~ h* < h? para h — 0.
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= Nuimero de Courant C: el nimero adimensional que gobierna la estabilidad en el método
explicito FE para el caso de adveccién pura transiente (esquema espacial UD) para el caso
unidimensional es:

Co = <1 (2.19)

|v|At
h

donde v es la velocidad de adveccion [m/s]. El nimero de Courant establece que el paso de
tiempo a usar no puede ser mayor al tiempo en que la concentracién tarda en atravesar una
celda a velocidad v. Observe que en este caso los dos esquemas estan en el mismo orden de
aproximacion At ~ h.

s Condicion CFL: la condicién Cp también se conoce como condicién CFL (Courant-
Friedrich-Lewy), solo que esta ultima es mds general, no solo para adveccién pura. Por
ejemplo, para el problema de adveccién difusién transiente usando esquema FE, UD (ad-
veccion) y CD (difusién) la condicién C'F'L luce como:

v|At  2kAt
|v]
+ <

- <1 (2.20)

CFL =

Cabe mencionar que en caso de usar un esquema CD para la adveccién, ademds de la condi-

ciéon CFL, que es algo diferente a la presentada, hay que verificar que el nimero de Peclet de
|v|h

grilla sea menor a 1, siendo P = 5~ para el caso unidimensional y relaciona el transporte

por adveccién y difusion.

2.2.4. Comentarios generales

Los métodos explicitos son mds rapidos, principalmente para computo en paralelo, pero el
criterio de estabilidad hace que la rapidez del método no compense la cantidad de pasos de tiempo
(muy pequeiios) requeridos para llegar a cierto instante de simulacién.

Los métodos implicitos son muy costosos y complejos pero se compensan con el hecho de
permitir pasos de tiempo grandes.

La mayoria de veces, para ver la ventaja real de los métodos explicitos se debe pensar en
paralelismo de grano fino, esto es, niimero de procesadores de computo en el orden de 1000 o més
como es el caso de las GPU de cémputo cientifico.

2.3. Ecuaciones no lineales - Método de Newton Raphson

El método de Newton Raphson (NR) es una de las estrategias mds utilizadas para resolver
numéricamente ecuaciones no lineales. El caso particular que interesa para este trabajo es cuando
uno de los términos de la ecuacion diferencial es no lineal y se resuelve numéricamente utilizando
un esquema temporal implicito. Considere entonces, la ecuacién (2.9) con f(C, ) no lineal en las
componentes de C"*!. El método de NR consiste en resolver iterativamente el sistema escrito en
forma de residuo y linealizado:

R (C™) ~R(CM) +3(cM) (ct+ - c®) —0 @21)
definiendo AC*+1) = ¢+ — C(*) (2.21) puede expresarse como
R (CM)+3(ch)act =g

(-1) (2.22)
o QK+ — k) _ (J (C(k))> R (C(k)>

donde J (C(k)) es el Jacobiano del residuo R evaluado en C*) que corresponde a la variable en
tiempo futuro C™*! en la k-ésima iteracion.



2.3. ECUACIONES NO LINEALES - METODO DE NEWTON RAPHSON 13

Algoritmo 1: Algoritmo para el método de Newton Raphson con un esquema temporal
implicito

C© +— C™; // C™ solucién a tiempo pasado;

para: = 1,... hasta la convergencia hacer
computar J (C¥)) y ensamblar el sistema lineal (2.22);
resolver el sistema lineal para ACKH+D)
ck+1) . k) + Ac(k+1);

fin

Ccntl o C(k+1);

’

N N AW N -

El algoritmo para resolver numéricamente la ecuacién con un esquema temporal implicito, en
cada paso de tiempo es el siguiente:

Es decir, que para cada paso de tiempo se deben ensamblar y resolver un sistema lineal K
veces, uno por cada iteracion NR, para poder obtener la solucién en el paso de tiempo siguiente
C"*+1, Sin embargo, un detalle a tener en cuenta es que resolver el algoritmo iterativo de NR hasta
la convergencia puede no ser necesario como se mostrard a continuacion.

Orden de aproximacion de la iteracion NR al usar el esquema temporal CN

En vias de optimizar las implementaciones que se realicen, se mostrard que el orden de apro-
ximacién temporal para una iteracién NR al usar el esquema de diferencias centradas CN es al
menos O(At?). Esto implica que el nivel de precisién de la solucién no cambia de orden con las
sucesivas iteraciones de NR.

Para probar esto, considere el sistema (2.9) para el caso no lineal. Definiendo z"* = C"t! - C"
y reemplazando en (2.16) se obtiene

At
2" = - [f(C" +2",6) + £(C", 1)) + O(At) (2.23)
escribiendo (2.23) de manera truncada y en forma de residuo:
At
R(2") = 2" = S [£(C" +2",1) + £(C",1)] =0 (2.24)
de donde si se calcula el jacobiano del residuo queda:
OR At
=1 -="J;(C" no¢ 2.25
o = 1= 53, (O 42 (225)

siendo I la matriz identidad y J; el jacobiano de la funcién no lineal f de (2.9). El esquema
iterativo de NR luce asi

-1
ZBHD) _ k) _ <J f(z(k))) R(z ) (2.26)

Para evaluar el error de aproximacion temporal cometido para una iteracion de NR, se consi-
derard z(?) = 0, obteniéndose los siguientes residuo y jacobiano:
RO = —Atf(C",t)
OR At (2.27)
—(0)=1I—- —Jf(C",t
o (0) = 1= L3 (C, )

reemplazando en (2.26) se obtiene:
At -
2 =0 — <I - 2Jf(c",t)) (—Atf(C™, 1))

. . (2.28)
- (1 - ;Jf(C",t)> AHF(C", 1)
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Considerando la serie geométrica —— = 1 + 2 + 22 4+ 23 + .. ., se puede escribir la inversa

-z
que aparece en (2.28) como:

At -1 At At?
<I - 2Jf(C",t)> =1+ 5 34(C" 1) + == (I£(C", 1) + O(AF) (2.29)
combinando (2.28), (2.29) y usando C"*! = C" 4 2™

At? ,
Ctl = C" + AtF(C",t) + - 35(C" DE(C" 1) + O(At?)

A A
SR 1) + 5 [E(C™ 1) + AT (C™ DE(CT, 1)) + O(AF)

como se probard mds adelante, la expresion entre corchetes en (2.30) se puede aproximar como:

(2.30)
sCMl=C"+

£(C",t) + At ;(C", )f(C™, t) = £(C" T 1) + O(At?) (2.31)
reemplazando ahora (2.31) en (2.30) se obtiene:
ctl=cn + %f(cn,t) + % [£(C"T1 1) + O(AE?)] + O(A?)
A A
Q= Oy (O + SO H0(AF) 23
At

ctl=cCn + 5 (F(C™, 1) + £(C™, 1)) + O(AL?)

Puede observarse que la dltima expresion de la ecuacion (2.32) es equivalente a (2.16). En la
préctica al implementar el método de NR se resuelve el sistema lineal que equivale a obtener la
inversa del jacobiano en (2.26). Considerando la ecuacion (2.32) se puede observar que al resolver
el sistema linealizado de NR una tnica vez, se obtiene una solucién con un error de truncamiento
proporcional a At3. Dicho error es del mismo orden que el del esquema temporal CN. Por lo tanto,
si bien sucesivas iteraciones de NR producirian soluciones con un error numéricamente menor, el
mismo mantendria el mismo orden. Expresado de otra manera, una unica iteracién en el esquema
NR entrega una solucién con un error del mismo orden que el de la solucién de convergencia.

Para finalizar se demostrard la equivalencia considerada en la ecuacién (2.31). Usando el po-
linomio de Taylor se puede escribir:

1 02f
2 9Cn?

£(C™H, 1) = £(C™, 1) + 3 4(C", 1) (C™' — C") + (c+-cr)’ 23y

usando (2.10) puede verse que:

C"tl — C" = Atf(C"™,t) + O(AF?)

(2.34)
(C™H —Cc)? = A2 (F(C",1))% + O(AP)
reemplazando las dltimas dos en la expresion (2.33) queda:
f(C™H1,¢) = £(C™,t) + J(C™, 1) [AtE(C™, t) + O(A?)]
0*f [A? 2 3
— | — " 2.35
+8C"2 5 (£(C",t))" + O(At”) (2.35)

& £(C™ML 1) = £(C™,t) + ALT(C™, 1)f(C™, t) + O(At?)

finalmente esto valida la aproximacién usada en (2.31). Con esto se prueba que para sistemas no
lineales en los que no se tenga grandes inestabilidades debidas a la no linealidad, el algoritmo 1
puede modificarse realizando una sola iteracion NR sin perder precision, esto implica la solucién
de un tnico sistema lineal por cada paso de tiempo como sucede los esquemas implicitos en las
ecuaciones lineales.
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2.4. Ecuaciones de Navier Stokes

Si la propiedad intensiva que se conserva es la cantidad de movimiento, la ecuacién general
de transporte tiene cardcter vectorial y luce asi:

9(pu)
ot

+ V- (puu) = -Vp + V- (uVu) +f, (2.36)

donde p es la densidad del fluido [kg/m®], p representa la presién [N/m?], y la viscosidad dindmi-
ca o absoluta [kg/m/s?] y f, representa las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen [N/m?3].
Ecuacién simplificada que vale para fluidos newtonianos incompresibles, a la cual se agrega la
ley de conservacién de masa (ecuacién de continuidad) o también conocida como condicién de
incompresibilidad:

V-u=0 (2.37)

El conjunto de cuatro ecuaciones (1 ecuacion vectorial 4+ 1 ecuacidn escalar) (2.36) y (2.37) se
conoce como ecuaciones de Navier-Stokes (NS), donde las incégnitas son (ug, uy, u,) y p todas
dependientes de x y ¢.

A diferencia de la ecuacion de transporte escalar, las ecuaciones de NS agregan cierto grado
de complejidad debido a:

= En el sistema no se dispone de una ecuacion explicita independiente para la presién, sino que
aparece solamente en las ecuaciones de momento como una variable secundaria en forma de
gradiente y en general se lo trata como un término fuente (fuerza de cuerpo no conservativa)
o como una fuerza superficial (tratamiento conservativo)[61].

= Las ecuaciones son no lineales debido al término convectivo en las ecuaciones de momento.

= Para flujos incompresibles, la velocidad y presion estdn fuertemente acopladas [121] a través
de la ecuacion de continuidad y la conservacién de masa se transforma en una restriccion
cinemdtica al campo de velocidades en lugar de ser una ecuacién dindmica.

= Finalmente, como la presién aparece en forma de gradiente, la solucién del campo de pre-
siones no es Unica y se determina a menos de una constante aditiva, en otras palabras el flujo
solo se ve afectado por la diferencia de presiones de un punto a otro (presién relativa) y no
por la presién absoluta [61].

Para sortear estas dificultades, se han disefiado algoritmos que linealizan la ecuacién de momento,
permiten resolver el acoplamiento presién-velocidad y finalmente combinar las ecuaciones para
obtener una ecuacién explicita para la presion a partir de la ecuacion de continuidad. Las dos fa-
milias de métodos mads utilizados en el contexto FVM, FDM y FEM, para resolver las ecuaciones
de flujo incompresible son: métodos implicitos o semi-implicitos de correccién de presién y los
métodos de proyeccién (o método de pasos fraccionados). Los primeros, conocidos en la literatura
como métodos tipo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation) se basan en
un procedimiento del tipo predictor-corrector donde la presién se utiliza para imponer la continui-
dad, tratandola de forma explicita en las ecuaciones de momento, mientras que los segundos, son
métodos no iterativos con base en la fundamentacién matemadtica y la evolucion de la velocidad se
calcula en dos subpasos por cada paso de tiempo (prediccién y proyeccién). Mas atn, dado que el
ultimo enfoque es més general, algunos métodos directamente no incluyen la presion en el paso
predictor y utilizan la misma como una variable puramente matematica en lugar de fisica (por e;.
multiplicador de Lagrange)[38, 61, 85].

Otro aspecto a considerar al momento de la discretizacion es el ordenamiento de las variables
en el dominio computacional. Al guardar las variables en centros de celda (’collocated grid”), las
velocidades quedan desacopladas de la presion [121]. Para remediar esto, las dos alternativas mas
utilizadas son:
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= Usar un arreglo en forma desparramada (”’staggered grid”)

= Usar un ordenamiento “colocado” pero calculando las velocidades en centros de cara me-
diante la interpolacion propuesta por Rhie-Chow [143].

En esta tesis se utiliza un ordenamiento colocado debido a las ventajas que supone para la GPU en
términos de memoria y por otro lado como se utilizan métodos de fronteras embebidas (IBM) para
resolver geometrias complejas, un arreglo desparramado implica que el obsticulo inmerso queda
con una superficie difusa. La figura 2.2 presenta un ejemplo de los dos tipos de arreglos para el
caso 2D.

En cuanto a la interpolacion de Rhie-Chow para obtener uy = (uys, vy, wys) en la cara f, en
[143] proponen una interpolacién especial ponderada por presién conocida como PWIM (Pressure-
Wighted Interpolation Method) que mantiene el acoplamiento presion-velocidad mediante el calcu-
lo de las velocidades en caras como la media ponderada de los valores en centros de celda adya-
centes mas un término adicional que es una funcion del campo de presion. En las dos subsecciones
siguientes se presenta la estrategia de interpolacién que se utilizard para ambos algoritmos, no obs-
tante en [133] puede encontrarse una descripcion detallada del método original y algunas variantes
del mismo.

Un
© © ©
P
0 ©® ¢-©-9"® O C ov | ©
1474 Ve Vg
S r--{}——} o
Pw_ 1 I PE uc, ve, pe % Vs
O ® O @ @ O
?pc q.D b ® T ®
o t--o--- ©
Us
O ® O 9 0" ® O ® ON ®
S
O © ©

"""" L | ] m

,,,,,,,, L_ 1
Celda ec. Celda ec. cont. Celda ec. cont., Us, Ur

mom. dir. y (corr. de la presién) mom. X, mom. y interp. Rhie Chow

Figura 2.2: Tipos de arreglo para discretizar las ecuaciones de NS: desparramado (izquierda) y colocado (derecha).

A continuacién se describen los dos métodos utilizados en esta tesis, para el lector interesado,
en [124] se puede encontrar un andlisis sobre la relacion entre los métodos tipo SIMPLE vy los
métodos de proyeccion.

2.4.1. Método SIMPLE

El método SIMPLE fue desarrollado originalmente por Patankar y Spalding [134-136] y fue
pensado para que sea bastante eficiente en la solucidon de problemas en estado estacionario, pero
puede usarse indistintamente en problemas transientes. Entre los trabajos que realizan una imple-
mentacién del algoritmo basada en GPU se pueden destacar [40, 80, 109, 127, 182, 184]. Cabe
mencionar que la mayoria de trabajos en general disefian aceleraciones en GPU del algoritmo,
ejecutando una porcién del mismo en GPU (por ejemplo la solucién del sistema de ecuaciones) y
el resto de pasos en CPU.
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Discretizacion de la ecuacion de momento

Sin pérdida de generalidad, considere la ecuacién (2.36) para flujos incompresibles luego de
dividir miembro a miembro por p. Integrando sobre la celda C' cada término de la ecuacion, apli-
cando el teorema del valor medio, el teorema de la divergencia si corresponde y aproximando los
términos, se obtienen:

= Término transiente:

d(u) ou ugﬂ —ug qul —ug 4
——d = h 2.
/ o V= <8t) Ve=—"7—Vc At (2.38)

Vo

= Término convectivo:

/v (uu)dV = / uwn)dS= > us(upSp) = > rmpuy (239
)

e Frmb(C Frmb(C)

cabe mencionar que este término se lo trata mediante una linealizacién dentro del algoritmo,
esto es, la incognita es uy discretizada mediante algin esquema espacial o considerando
directamente el esquema UD y el enfoque de correccién diferida DC mientras que para el

k) _ (K

otro factor de flujo se utiliza la dltima solucidn disponible m ¥ u; ).s ¢ o se lo trata
almacenado como una variable en caras m f.2 Por ejemplo si se aplica el esquema UD:

S owmgup= Y (Il Olluc — || — g, Ofup)  (2.40)
f~nb(C) f ~nb(0)
F ~ NB(C)

= Término de presion:

—/VﬁdV:—/ﬁdS:— > psSy (2.41)
Vo

Ve fr~nb(C)

donde p = p/p. Expandiendo la suma sobre las caras considerando un esquema espacial
centrado, en el caso 3D:

R PE + Pc pw + o PN + De
- Z pfsf__< Se+ Sw+ Sn

2 2 2
frmb(C)
N (2.42)
ps + o pr + pe PB + Pc p2 | PETPW
R Ss + 5 St + 5 Sp =—5 | Pn—bs

pr — DB
Otra alternativa es, en lugar de aplicar primero el teorema de la divergencia, aplicar el teo-
rema de valor medio, en este caso:

PE — Pw

A2iLA h2 ﬁE_ﬁW
[V == (Vieve = - | BYPS s = s | @a3)

br = P pr — DB

2h

%En esta tesis se almacenan 3 vectores que contienen los flujos en caras 7., 1., 1i; debido a que con esta estrategia
se encontraron los mejores desempefios medidos en tiempos de computo en GPU.
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s Término difusivo:
/V-(VVu)dV— /V(Vu)~dS—V > Vus S (2.44)
Vo Ve frnb(C)

donde v = pu/p es la viscosidad cinematica. Considerando el esquema CD para el gradiente
en caras, queda:

Ur — uc
(¥ E (¥
v Y VupSp=v >y FTC h? (2.45)
f~nb(C) F~NB(C) Wp — We
h
s Término de fuerzas de cuerpo:
e
/ £,dV = f)o Vo= | f& | 1® (2.46)
Ve fé

Agrupando todos los términos que surgen de aplicar los esquemas espacial y el esquema temporal
FE, la ecuacién de momento discretizada escrita en forma vectorial luce como:

aguc+ Y apup=by (2.47)
F~NB(C)
donde el coeficiente principal ag contiene la contribucion de los términos transiente, convectivo
(usando enfoque DC) y difusivo:

h? .
ag =7+ Y (g, 0l +vh) (2.48)
Jrmb(C)

los coeficientes que multiplican los valores de la variable en celdas vecinas:
ap = —|| =y, 0[] —vh (2.49)

finalmente el lado derecho contiene los aportes del término transiente, del término fuerza de pre-
sion, las fuerzas de cuerpo y la contribucion del esquema HR aplicado con el enfoque DC:

b = up— > iy (uffF —u¥) — (V) h® + (f) b (2.50)

Note que los coeficientes del sistema dependen de la velocidad (originados por el término no
lineal), pero como se menciond antes, esto se maneja mediante una linealizacién dentro del un
proceso iterativo, sin embargo, el cambio de los coeficientes para cambios grandes en u puede
afectar la tasa de convergencia o incluso provocar la divergencia del método, por ello, se aplica un
proceso de relajacion implicita del sistema mediante el enfoque propuesto por Patankar [121, 135],
con esto la ecuacién relajada luce asi:
u u
(j\—guc + Z apup = bg + ! )\u)\ a?;ugf) (2.51)
F~NB(C)

para facilitar la notacién redefinimos las variables y se separa el término de presién del RHS:

At (2.52)

N 1—A
& < bg + e agu(c’f) — (Vp)o I®
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finalmente reescribimos la ecuacién de momento de la siguiente forma:

a u B
vt D wwr =~ (Vio
F~NB(C) © (o} C (2.53)

Ho(u) = ) Ju UF; B¢ = ng Do =~ (2.54)

Discretizacion de la ecuacion de continuidad. Derivacion de una ecuacion para la presion

Considerando una solucién inicial, por ejemplo la del paso de tiempo presente u”, m}‘ yp",
se resuelve la ecuacion de momento para el campo u* mediante la ecuacion de momento relajada
(2.53):

ui + He(u®) = B4 — Dg (V™). (2.55)
nétese que la solucién de convergencia de esta ecuacidn linealizada en la velocidad y presién

satisface la ecuacién de momento pero no la ecuacién de continuidad, por ello, se deben corregir
los campos para forzar la conservacién de la masa, estas correcciones se pueden escribir como:

u=u*+u; p=p"+p; Ty =1} 4w (2.56)

aplicando FVM a la ecuacién de continuidad y reemplazando se obtiene:

/Vu—/udS— Z Ufo— Z my =0

Ve f~nb(C f~nb(C)

< me:—sz

Jonb(C) frmb(C)

2.57)

aqui, si la suma de flujos mésicos m} = u}- S no es conservativa, lleva a un desbalance de masa
en el RHS que se corregird con los flujos m’f Por otro lado, u}‘c se debe computar utilizando la
interpolacién de Rhie Chow [143] que para este caso luce asi:

uj =, - D7 (vpgﬁ - Vﬁ}‘) (2.58)

donde la barra superior indica promedio ponderado geométricamente, que para grillas cartesianas
de paso constante h es directamente:

* * u u
uc +up Pu ¢+ Dk

— . Du=_—¢ —F 2.59

x*‘

Note ademds que para el computo de m} solo se requiere una componente de u segin la orienta-
cién del vector Sy, por ejemplo, para las caras e, n,t se requieren respectivamente uc, g para Se,
ve,N para S, y we,r para S;. En el caso del gradiente de presion ambos términos, gradiente en
cara usual o compacto y gradiente en cara promediado o expandido, difieren como se muestra a
continuacion:

(2.60)

7Vp2v+Vﬁ§?
e
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entonces para la cara east quedarian respectivamente:

AT AT
v = HEEC
PE — Pw n PEE —PCc A A A (2.61)
W: 2h 2h :pEE+pE_pC_pW
¢ 2 4h

Restando (2.55) de (2.53) se obtienen ecuaciones para las variables en centros de celda u’c y u’
ugp +Hep(') = -Dgp (V) p (2.62)
si se aplica la interpolacion de Rhie-Chow se obtiene la correcion de velocidades en caras:
), = u, - D7 (vp} - Vp}) (2.63)

que reemplazada en (2.57) permite obtener una ecuacién de correccién de la presion:

D, wpSpt ) DyVppS;— ) DivipS;=— ), mj

frnb(C) frnb(C) frnb(C) frnb(C) (2.64)

I

los términos sobre I representan el efecto de las correcciones de velocidad de los vecinos a celda
C sobre la correccion de la misma. El tratamiento de dichos términos resulta critico para poder
arribar a un sistema lineal resoluble, en el algoritmo SIMPLE original este término se desprecia
bajo la hipdtesis de que al avanzar en el proceso iterativo las correcciones de los campos tienden
a 0 y no afecta a la solucion final, sin embargo, si las correcciones son grandes, ese término
puede pesar lo suficiente para afectar la tasa de convergencia o provocar la divergencia. Entonces,
para mejorar la tasa de convergencia del algoritmo, se realiza una relajacién explicita del término
correccién de presion como se indica mds abajo.

Se han propuesto diferentes mejoras al algoritmo, por ejemplo aproximando de alguna mane-
ra los términos sobre I de forma que el sistema lineal quede resoluble, tratando la ecuacion de
momento de forma explicita entre otras estrategias, de alli se pueden derivar diferentes algorit-
mos de la familia de métodos tipo SIMPLE, por ejemplo SIMPLEC (SIMPLE Consistent) [173],
SIMPLER (SIMPLE-Revised) [134], PRIME (Pressure Implicit Momentum Explicit) [108], PISO
(Pressure-Implicit Split Operator) [78] entre otros.

Considerando el algoritmo SIMPLE original, con los términos restantes en la ecuacién (2.64),
se formula la ecuacidn de correccidn para la presion:

— D2 + D%
> Dy - Y (PErPE) (thpC) - X g

Fronb(C) F~NB(C) Frnb(C)
1 (Ve Vi PF Pc
<= Z sloa o Z g (2.65)
2 \ag  a% h
F~NB(C) Fronb(C)
hh? [ 1 1
DY St ) o) = Y mf
2h ag, a'%
F~NB(C) frmb(C

donde se considero6 grillas cartesianas de paso constante Az = Ay = Az = h, donde para el caso
3D resulta Vo = Vi = h3, |Sy| = Ay = h? y dcp = h. Luego, la ecuacién escrita en forma
compacta anéloga a (2.47) luce como:

e+ S dlrh = @66
F~NB(C)
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donde los coeficientes se computan como:

N o o h? (11 o o
e =~ Z ap; =~ % \qgu T qu)’ bo = — Z my  (2.67)
F~NB(C) c F frmb(C)

Una vez calculado el campo de correccion para la presion, se corrigen los campos y se pasa a la
siguiente iteracién del lazo SIMPLE:

WS- DR(V)r 0y =g DEHS s Ve Q)

Para mejorar la convergencia, se utiliz6 la relajacion implicita para la ecuacién de momento y
una relajacion explicita para la correccidn de la presion utilizando los factores A" y AP, luego, la
evolucién de la tasa de convergencia es funcién de dichos valores, en [121] se muestra que los
valores 6ptimos para estos factores guardan la relacién AP == 1 — A\". En esta tesis se utilizaron los
siguientes valores A" = 0,7y \? = 0,3.

Hay que comentar también, que el uso de grillas colocadas e interpolacién de Rhie-Chow re-
sultan en soluciones que dependen del factor de relajacion, para eliminar dicha dependencia, se
requieren realizar modificaciones en dicha interpolacién teniendo en cuenta siempre, que se bus-
ca imitar la formulacién que se obtendria en una grilla desparramada, formando una ecuacién de
pseudo-momentum en las caras de las celdas [121, 133]. Ese tratamiento también debe tenerse en
cuenta cuando se utiliza un esquema temporal diferente al FE y al tratar fuerzas de cuerpo como
por ejemplo la fuerza gravitatoria, tarea que requiere almacenar variables extras en la implemen-
tacidon que son utilizadas al ensamblar el RHS de la ecuacién de momento. En [121] se repasan
algunos ejemplos para los 3 casos mencionados (relajacién implicita, término transiente y término
de fuerzas de cuerpo).

Algoritmo SIMPLE en grillas colocadas

Finalmente el algoritmo SIMPLE a implementar consiste en las siguientes operaciones:

Algoritmo 2: Algoritmo SIMPLE para flujos incompresibles en grillas colocadas.

1 mientras t < Tf,, hacer

2 setear m(o), u® , ]5(0) +— m™, u™, p"// (solucién a tiempo ¢ = nAt disponible);
3 para k = 0, ... hasta la convergencia hacer
4 ensamblar el sistema lineal (2.55) y resolver para u* // (ecuacién de momento);
5 computar m} usando la interpolacién de Rhie-Chow (2.58) ;
6 ensamblar el sistema lineal (2.66) y resolver para p'// (ecuacién de correccion de
la presion);
7 corregir los campos m**, u**, p* usando (2.68);
8 setear (K TD qkt1) pRH1) o s ygex 5
9 fin
10 setear Thn-i—l7 un—i—l’ﬁn—‘rl — m**’ 11**,]3*;

11 fin

2.4.2. Métodos de proyeccion, pasos fraccionados

El método de proyeccién conocido también como método de pasos fraccionados (fractional
step method-FSM) fue desarrollado originalmente por Chorin [38] y Temam [165, 166]. Los di-
ferentes métodos radican en la discretizacién temporal elegida para los diferentes términos, des-
de formulaciones completamente implicitas no lineales donde se requiere aplicar el método NR
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[35] o aplicar alguna linealizacién del término convectivo, formulaciones semi-implicitas donde
el término convectivo se trata explicitamente y el término difusivo implicitamente [85, 174], hasta
formulaciones explicitas en la velocidad [37, 165, 166]. Entre los trabajos que implementan algu-
na variante del FSM en GPU se destacan [88, 97, 161, 167, 189]. La mayoria de trabajos revisados
implementan variantes del método en grillas desparramadas, sin embargo, como se menciond en
la subseccién anterior, para esta tesis busca el uso de grillas colocadas.

A continuacion se describird el método desarrollado originalmente por Van-Kan [174] con las
modificaciones propuestas por Zang et al. [187] para adaptarlo en grillas irregulares colocadas y
por Ye et al. [186] para el caso de grillas cartesianas colocadas, dichas modificaciones consisten en
que el célculo de las velocidades en centros de cara se realiza de forma separada de las velocidades
en centros de celda, aplicando una interpolacién del tipo Rhie-Chow. El método tipo FSM consiste
en cuatro pasos principales. En el primer paso (prediccidn) se resuelve la ecuacién de momento
obteniendo una velocidad intermedia u*, en el segundo paso se interpolan las velocidades en caras
U/ (Rhie-Chow) con las cuales se computa la divergencia V- u*, en el tercer paso se resuelve
una ecuacién de correccion para la presion pl (problema tipo Poisson) donde el lado derecho es la
divergencia del campo de velocidades y en el tltimo paso (proyeccion) se actualizan los campos de
velocidad en centros de celda ugH y centros de cara U?H y campo de presion pgﬂ utilizando el
campo obtenido en el tercer paso. Este método de pasos fraccionados es formalmente de segundo
orden de precisién en el tiempo [10, 138].

Paso 1. Solucién de la ecuacion de momento (paso de prediccion)

Considerando la ecuacién (2.36) sin el término de fuerzas de cuerpo, esta ecuacién serd discre-
tizada utilizando FVM centrado en celda (ordenamiento colocado) donde se almacenaran el campo
de velocidades uc y el campo de presiones como se defini6 en el algoritmo SIMPLE pc = pc/p
para flujos incompresibles, adicionalmente se almacenaran las velocidades en caras Uy normales
a ellas, esto es un campo equivalente a 7y utilizando en SIMPLE. Aplicando el esquema AB y
CN para el término convectivo y difusivo respectivamente queda:

U*C_ug 3 3 nyn 1 n—1lymn—1 _ Y]
fmb(C)
(2.69)

Bl . lo n
frnb(C)

note que en el segundo término se trata explicitamente (esto facilita el tratamiento de la no linea-
lidad) y se expresaron las velocidades en caras como U en lugar de uy debido a que se tratan
por separado, es decir, mientras que uy se computa segtn algin esquema de discretizacion espa-
cial (U, CD o esquema HR), U se obtiene mediante interpolacion de RC y se actualizara en el
cuarto paso por separado. El término de presion, se discretiza como en (2.42) o (2.43), en cuanto
al término de difusion, se aproxima de la misma forma que en (2.45), esto es, en ambos casos se
utiliza un esquema CD.

Considerando todas las celdas del dominio computacional, se arriba a tres sistemas lineales
para las incognitas u* = (u*, v*, w*), las matrices son del tipo simétrica definida positiva (SPD),
con lo que puede resolverse mediante el método de Gradientes Conjugados.

El sistema (2.69) puede escribirse de forma compacta como en la subseccién anterior:

agug + Z apup = bg (2.70)
F~NB(C)
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en donde, si se elige un esquema HR? para el término convectivo los coeficientes valen:

h?  16vh? 1vh?

u _ 7 - u _ -
W=y T
bés p2 | PE—Dw " 1 uh2 [ up —uc "
be=|b |=—%| dPn—Ds | +5— Z vE — V0
w 2| L 2 h (2.71)
C pPr —PB F~NB(C) | Wp —wW¢ :
HR " r o HR qnl
u u
3 1
—= ) (Ugsy) ’Ufm +3 > (UgSy) ”%R
Fronb(C) wi Frnb(C) | wiF

Paso 2. Interpolacion de Rhie-Chow para computar U}

En este paso intermedio, se calculan las velocidades en centros de cara (normales a ella) para
permitir el acoplamiento presién-velocidad que se obtendria utilizando un arreglo desparramado,
este paso consiste en:

N7
PE — Pw
ﬁC:quLAtVﬁg:u"(}Jrﬁ Py — D
n_ an
Pr —DPp
~ uc + up 2.72)
U=~ —
f 2
. - A A £}
U =U; - AtV = Uy — At <thpC>

nétese que en el proceso de promediado se utiliza primero los gradientes de presion en centros
de celda y luego los gradientes de presidn en centros de cara, ademads de ello, al realizar el paso
intermedio para obtener U f» se estaria utilizando el gradiente de presion en centros de cara prome-
diando, Viﬁf Observe ademads aplicar este proceso es equivalente a aplicar la interpolacion (2.58)
y solamente difieren en el multiplicador At.

Paso 3. Calculo de la divergencia y obtencion del campo de correccion para la presion

Este paso requiere la solucién de la ecuacién de correccidn de la presion
n+1 *
us - —u
¢ TC _ _vyy (2.73)
n+1

con la restriccion de que el campo de velocidad final us,"" tenga divergencia nula V- u"tl = 0.
Aplicando el operador divergencia miembro a miembro se obtiene la ecuacion:

1
/ J—
V- (Ve) = &

integrando miembro a miembro, aplicando el teorema de la divergencia y utilizando las velocida-
des en centros de cara obtenidas en el paso 2:

/v- (V) dv = Alt/v-u*CdV

V-ug (2.74)

Vo Ve
1
/ o *
Ve Vo
Pr—DPc,s 1
/ _ _ *
& D, VepSp= ) T nt=o ) Ups;
frmb(C) F~NB(C) frnb(C)

*Para computar u? R utilice (2.5).
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Esta ecuacién de Poisson es andloga a (2.66) pero con coeficientes de la matriz uniformes para
todas las celdas del dominio, es decir los coeficientes de la ecuacién escrita en la forma (2.66) son
simplemente:

a’é:— Z a%,:—Gh; a%,:h;
F~NB(C) (2.76)
. B2 '
bo = xg We =Us +Un = U+ Uf = U5)

Paso 4. Computo de u™!, Un*t! y p"+1 (paso de proyeccion)

Una vez calculada la correccidn para la presion, los campos se actualizan de forma indepen-
diente mediante:

n+1
P = pT =p"+p 5 ugt =up - AV 5 U =Up - Aty (277)

note que las velocidades en centros de celda se actualizan con el gradiente del campo p’ computado
en centro de celda mientras que las velocidades en centro de cara (componente normal a la misma)
se calculan utilizando el gradiente de p’ compacto computado en centro de cara, usando solamente
valores adyacentes a la cara, por ejemplo para la componente x y cara east vale:

W) /o
W = — At (pE‘hpW> : Ut — U~ At (thpC> (2.78)

Algoritmo 3: Algoritmo de pasos fraccionados para flujos incompresibles en grillas co-
locadas.

1 setear U©) u©) pO) U™, u”, p™// (solucién a tiempo t = nAt disponible);

2 mientras ¢t < Tj,, hacer

3 ensamblar el sistema lineal (2.69) y resolver para u* // (ecuacién de momento);

4 computar U} con el proceso de promediado (2.72) // (interp. Rhie-Chow);

5 calcular la divergencia utilizando U* y resolver la ecuacién (2.75) para p'// (ecuacion
de correccion de la presion);

corregir los campos u™*!, U+ 5"+ usando (2.77);

avanzar al siguiente paso de tiempo;

N &

8 fin

Finalmente el algoritmo 3, presenta las operaciones del método de pasos fraccionados imple-
mentado.



Capitulo 3

Algoritmos en GPU

En las décadas recientes, las unidades de procesamiento grafico (GPU) se han vuelto uno de los
mads populares aceleradores debido a su arquitectura masivamente paralela. En comparacién con
las plataformas CPU, las GPU estan equipadas con mas unidades de computo designadas como
CUDA cores dentro de cada chip. Esto resulta beneficioso para aplicaciones basadas en FVM que
pueden ser intensivas en cdlculos, obteniendo aceleraciones significativas al ejecutarse en GPU.

Uno de los principales cuellos de botella en el rendimiento de los cédigos basados en GPU
es que se requieren una gran cantidad de accesos a memoria global de la GPU en cada paso de
tiempo. Por otro lado, en varios algoritmos las dependencias de instrucciones y las ramificaciones
son muchas veces un paso inevitable.

Los desafios que deben sortearse al implementar un cédigo en GPU son entre otras cosas, que
se dispone de un espacio limitado de memoria en el chip de la GPU, la latencia de acceso a me-
moria causada por los frecuentes accesos a memoria global y la latencia de instrucciones causadas
al utilizar operaciones trascendentes, resultan problemadticas al combinarse con la dependencia de
ejecucion dentro de los algoritmos que surgen de aplicar los métodos de discretizacion.

3.1. Arquitectura GPU

Las GPUs poseen varios multiprocesadores de transmision (SM por sus siglas en inglés), don-
de cada uno posee sus propios CUDA cores y memoria que se puede acceder de forma explicita
como la memoria compartida (shared memory) o de forma implicita como la memoria tipo caché
L1 (ver figura 3.1-derecha). Entre las principales diferencias de la arquitectura GPU con las unida-
des CPU es que los hilos estdn en gran medida particionados y la manipulacién de diferentes hilos
tiene un costo practicamente nulo, por otro lado, las CPU estdn optimizadas para célculo secuen-
ciales donde la latencia es un factor importante, mientras que las GPUs logran un alto rendimiento
en cddigos paralelos siempre que se cumplan las demandas de rendimiento.

Histoéricamente programar en GPU era una tarea compleja hasta el surgimiento de CUDA, que
permite una programacién paralela en GPU sin necesidad aplicar técnicas que requieran conoci-
mientos sobre graficos. CUDA permite organizar los hilos en bloques que pueden sincronizarse
entre si, y la ejecucion de los mismos se puede realizar en cualquier orden para maximizar el para-
lelismo disponible, a su vez los bloques se pueden organizar en grillas (ver figura 3.1-izquierda).

25
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Thread
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Figura 3.1: Modelo de ejecuciéon CUDA - Software versus Hardware, imagen tomada de [33].

3.1.1. Factores que afectan la eficiencia del cédigo en GPU

Los factores que impactan en la eficiencia incluyen la ramificacién divergente, el tipo de alma-
cenamiento de memoria y el acceso a memoria coalescente. La ramificacion divergente ocurre con
la I6gica de control de la aplicacion CUDA. En el modelo se permite la ejecucion simultanea de
hasta 32 hilos (CUDA threads), esta unidad se conoce como warp [128]. En la ejecucién de mas
hilos, las GPUs compartirdn el procesador entre los warps. Si dentro de un warp hay un condicio-
nal que lleva a dos 0 més caminos separados, entonces se produce una ramificacion divergente. La
divergencia serializa algunos hilos de warp, reduciendo el impacto de la paralelizacién. En dichos
casos, la ejecucién de cada camino se divide en warps separados y cada hilo que no esté en la
rama en ejecucion permanece inactivo. Esta serializacién afecta negativamente el rendimiento del
codigo en CUDA.

El acceso coalescente a la memoria reduce el nimero de accesos a memoria global o com-
partida que hace la GPU para realizar operaciones sobre los datos, en efecto, el procesador puede
almacenar algunos datos en una memoria caché que es significativamente més rapida, luego, puede
operar sobre estos datos mds rdpidamente ya que se encuentran almacenados en una memoria mas
rdpida, esto es posible gracias al acceso coalescente, que reduce la cantidad de accesos a memoria
necesarios y mejora la eficiencia de la GPU al procesar datos en paralelo.

A continuacidn se describen los tipos de memoria que posee el dispositivo (GPU).

3.1.2. Jerarquias de memorias en CUDA

CUDA establece distintos niveles de memoria, estos tipos de almacenamiento proporcionan
diversos beneficios tanto a la complejidad de los algoritmos como a su eficiencia. La jerarquia de
memoria de las GPUs permite una gestion eficiente de los datos y proporciona diferentes niveles de
almacenamiento para adaptarse a las necesidades especificas de los algoritmos y las operaciones
realizadas en la GPU. En la figura 3.2 se presenta un esquema de la ubicacién de cada tipo de
memoria, la jeraquia se compone de:
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GPU
SM SM
1 cycle]
1-32 cycles
Shared Memory/Ll Cache Shared Memory/Ll Cache
f i
\ L2 Cache ‘
200MB/s
p 400-600 cycles V .
| Global Memory H Texture Memory ][ Constant Memory ]l

Figura 3.2: Jerarquia de memoria de la GPU. Cada bus esta etiquetado con valores tipicos de ancho de banda y latencia,
imagen tomada de [17].

= Registros: son la memoria més rdpida y de menor capacidad disponible en la GPU. Se
utiliza para almacenar datos y variables locales dentro de un hilo y tienen un tiempo de
acceso extremadamente ripido.

= Memoria compartida: es una memoria de tamaiio limitado que se comparte entre hilos dentro
de un bloque. Permite una comunicacién rdpida y cooperativa entre hilos de un bloque y
tiene un tiempo de acceso mds rapido que la memoria global pero mas lento que la memoria
de registros.

= Caché L1: es una memoria caché de bajo nivel que almacena datos y fragmentos de datos
que se acceden con frecuencia. Proporciona un acceso rapido a datos que se encuentren en
la memoria global y ayuda a reducir la latencia de acceso a memoria. La principal diferen-
cia entre la memoria compartida y la caché L1 es que el c6digo administra explicitamente
el contenido de la primera, mientras que la segunda se administra automdticamente, sin
embargo CUDA permite administrar que fraccion de la memoria disponible se utiliza pa-
ra memoria compartida y memoria caché L1. Se espera que ambas tengan un rendimiento
similar.

= Memoria global: es la memoria de mayor capacidad en la GPU y se utiliza para almacenar
datos accesibles por todos los hilos de la GPU. Tiene un tiempo de acceso mas lento en
comparacién con los registros, la memoria compartida y la caché L1. Es la tnica parte de
la memoria que es accesible desde la CPU (host) mediante las funciones de la biblioteca
CUDA.

= Caché L2: al igual que la memoria caché L1, este segundo nivel de memoria caché almacena
datos y fragmentos de datos que se acceden con frecuencia. La gestiéon de memoria en L2
también es manejada automdticamente por el hardware. La diferencia entre ambos niveles
de memoria caché radica en que L2 es compartida entre todos los SMs mientras que L1
sélo se comparte entre procesos dentro de un mismo SM, lo que implica una diferencia de
rendimiento (L2 es comparable con la memoria global y L1 proporciona un acceso varias
veces mas rapido). El flujo de datos desde un proceso dentro de una funcién que solicita a
memoria global pasa primero por L1 y ante la falta pasa a L2 y ante una falta nuevamente
finaliza la solicitud en la memoria global de la GPU.

= Memoria constante: es una memoria de solo lectura que se utiliza para almacenar datos
constantes que son accesibles por todos los hilos de 1a GPU. Proporciona un acceso rdpido
a los datos constantes y es util para almacenar constantes matematicas o tablas de consulta.

= Memoria de textura: es una memoria especializada que se utiliza para el mapeo de texturas
en aplicaciones gréficas.
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Las memorias administradas para las implementaciones son: la memoria global (donde residen
todos los vectores y arreglos almacenados durante la ejecucién del c6digo), la memoria shared
(donde se cargan los datos leidos desde la memoria global, el tiempo de vida es el tiempo que se
ejecute el bloque), la memoria de registro (donde se alocan variables auxiliares y permite el rehdso
de datos ya accedidos, el tiempo de vida es el tiempo de cada hilo).

Para finalizar se describe la terminologia fundamental que se utiliza en el contexto de progra-
macion en CUDA:

= Thread (hilo): Es la unidad més pequefia de ejecucién en una GPU. Cada hilo realiza una
porcién de trabajo independiente. Los hilos se agrupan en bloques y se ejecutan en paralelo.

= Warp: Un warp es un grupo de hilos que se ejecutan simultineamente en una GPU. En las
GPUs de NVIDIA, un warp consiste en 32 hilos. Los hilos dentro de un warp se ejecutan en
paralelo y siguen la misma instruccion, pero operan con diferentes datos.

= Block (bloque): Un bloque es un grupo de hilos que se ejecutan en un multiprocesador de
la GPU. Los bloques se dividen en warps, y cada multiprocesador ejecuta multiples bloques
de forma concurrente. Los hilos dentro de un bloque pueden colaborar y comunicarse entre
si a través de memoria compartida.

» Grid: Un grid es una coleccion de bloques. Define la estructura de la ejecucion en paralelo
de los hilos en una GPU. Los bloques dentro de un grid pueden ejecutarse en paralelo en
diferentes multiprocesadores.

= Kernel: Es una funcién o rutina que se ejecuta en la GPU. Un kernel se lanza en la GPU y
se encarga de coordinar la ejecucion de los hilos, bloques y grids. Cada instancia de kernel
se ejecuta en un solo multiprocesador y puede manejar multiples bloques y miles de hilos.

Para resumir, los hilos son las unidades de ejecucién mds pequefias, los warps son grupos de hilos
que se ejecutan en paralelo, los bloques son grupos de hilos que se ejecutan en un multiprocesador,
los grids son colecciones de bloques y el kernel es la funcidn principal que coordina la ejecucién
de los hilos, bloques y grids en la GPU.

3.2. Solucion de sistemas lineales en GPU

La discretizacion de las ecuaciones de gobierno para casos estacionarios o en el caso de méto-
dos implicitos en casos transientes, resulta en una serie de sistemas lineales de ecuaciones al-
gebraicas que deben resolverse. Las matrices son dispersas y con estructura de banda, segtn el
esquema de discretizacidn espacial que se utilice. Las técnicas para resolver los sistemas lineales
se agrupan en métodos directos o iterativos. Los métodos directos rara vez son utilizados en arqui-
tecturas masivamente paralelas y en problemas de gran escala. En general se prefieren los métodos
iterativos por el menor costo computacional por iteracion y el bajo requerimiento memoria.

Una estrategia de computo muy utilizada es almacenar las diagonales de la matriz, esto es
viable en GPU principalmente para el caso de SPD en problemas donde la diagonal principal
es funcién de las subdiagonales y se requieren almacenar 2 o 3 diagonales para el caso 2D y
3D respectivamente, para con ello realizar el producto matriz vector (operacién SPMV). Por otra
parte, en el contexto de las GPUs una estrategia eficiente en cuanto a requerimientos de memoria
es utilizar el estilo conocido como matrix free donde se genera una funcién que realiza la operacién
lineal u operacion tipo stencil, esto es y < f(x) tal que f = Ax ensamblando dindmicamente los
coeficientes del sistema para multiplicar por las componentes de x. Esta funcién se puede pasar
como objeto al resolvedor lineal para realizar la operacién SPMV requerida en el algoritmo.

Los métodos iterativos pueden clasificarse en dos grandes grupos, los métodos estacionarios
(por ejemplo métodos de Jacobi, Gauss-Seidel GS, Sobre-Relajacién Sucesiva SOR) y los méto-
dos no estacionarios (entre los métodos més utilizados se encuentran Gradientes Conjugados CG,
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Gradientes Biconjugados BiCG, Gradientes Biconjugados Estabilizado BiCGStab, Residuo Mini-
mo Generalizado GMRES). Los métodos estacionarios tienen poco requerimiento de cémputo por
iteracién pero su convergencia en general es lenta. Para grandes sistemas de ecuaciones se pre-
fieren los algoritmos conocidos como métodos del subespacio de Krylov que forman parte de los
métodos no estacionarios. Los métodos de Krylov convergen en una cantidad K de pasos donde
K es directamente proporcional al tamafio del sistema.

Por otro lado, el paso que més consumo de tiempo insume en los algoritmos para resolver las
ecuaciones de NS es la resolucién del sistema para obtener la correccion para la presion, ecua-
cion de Poisson (PPE) [80, 189]. Una estrategia ampliamente utilizada para reducir los tiempos
es utilizar la Transformada Répida de Fourier (FFT) [40, 69, 161], que en el contexto GPU se
puede realizar de manera muy eficiente con la biblioteca de ultima generacion cuFFT [1] nativa de
CUDA, este método clasificaria como un método directo y permite obtener el resultado con solo
O(N log N) operaciones siendo N el nimero de celdas.

Al resolver el problema de la PPE mediante un método de Krylov, se ha observado que hay
una caida de la tasa de convergencia incluso en sistemas de mediano tamaiio, luego de eliminar los
errores iniciales. A raiz de ello se han desarrollado la técnicas multigrilla (MG) [26, 70, 168, 179].
Si bien los métodos MG forman parte de los métodos iterativos estacionarios, para la PPE tienen
un costo de O(N) operaciones e incluso pueden obtenerse tasas de convergencia independiente
del tamafio de grilla. Por otro lado, Feng et al. [58] han mostrado que en GPU el método multigrilla
geométrico GMG tiene un desempeio superior a la estrategia FFT para el problema de Poisson,
en concreto, GMG resulta entre 33 % y 23 % mas rapido que FFT para el problema Poisson 2D y
3D en GPU.

Para esta tesis se implementan los métodos CG, BiCGStab, MG y diferentes precondicionado-
res para CG y BiCGStab, los primeros métodos se describen en el presente capitulo mientras que
el método MG se trata en el siguiente capitulo.

3.2.1. Método de Gradientes Conjugados

El método CG fue originalmente desarrollado por Hestenes y Steifel [73] y se aplica para
matrices SPD. El método se basa en actualizar el sistema en cada iteracién mirando direcciones
de bisqueda p; conjugadas una de otras. La tasa de convergencia del método CG se deteriora si
hay autovalores pequefios en el espectro de la matriz A del sistema, para acelerar la convergencia,
se puede transformar el sistema lineal aplicando una matriz M. M es llamada precondicionador
y para CG se asume que también es SPD de manera que preservard las propiedades de la matriz
A original del sistema. La idea es elegir M tal que el sistema transformado M~!Ax = M~'b
tiene un niimero de condicién menor que el original, es decir x(M~'A) < x(A). Por otro lado,
la matriz M no se computa nunca explicitamente, en lugar de ello el algoritmo de gradientes
conjugados precondicionado (PCG) se formula usando la operacién M ~!. El algoritmo 4 presenta
los pasos del método PCG en la forma que fue implementada en esta tesis. Nétese que si en la linea
6 (paso de precondicionamiento) se realiza una copia (z; <— r;) o se utiliza M = I, se obtiene
directamente el método CG.

3.2.2. Método de Gradientes Biconjugados Estabilizado

El método BiCGStab es una modificacién de CG, propuesta por Van der Vorst [172], mientras
que CG puede mantener vectores de residuos ortogonales si la matriz es simétrica, BiCGStab
puede aplicarse a matrices no simétricas, para ello, se utilizan dos pares de vectores residuos,
direcciones de busqueda y constantes, uno para A y otro para su transpuesta. Las caracteristicas
similares a CG lo hacen atractivo como solver para matrices no simétricas. El algoritmo 5 presenta
la implementacién utilizada en la tesis.
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Algoritmo 4: Algoritmo de gradientes conjugados precondicionado PCG.

1 rg < b — Axq // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), xq: solucidn inicial ;
2 179 < (ro,ro);

3 rr < 1ro;

4 1+ 0

5 mientras (\/77 > tolyys + \/TTotolyer) & (1 < itermsx) hacer
6 z; < M~ !'r; // paso de precondicionamiento;
7 Pi < <I'i, Zi>;

8 si ¢ == 0 entonces

9 ‘ Pi < %

10 fin

11 en otro caso

12 Bi < pi/pi-1;

13 Pit1 < 2z + BiPi

14 Yi+1 < Apit1;

15 @i = pi/ (Yi+1, Pit1);

16 Xi+1 < X + oPi+1;5

17 11 < T — Q;Yitls

18 rr <— <I'Z'+1, I'Z'+1>;

19 141+ 1;
20 fin
21 fin

3.2.3. Precondicionadores

Entre los precondicionadores mds simples y adecuados para paralelizar se encuentran: el pre-
condicionador de Jacobi (o precondicionador diagonal) y los precondicionadores basados en la
Series de Neumann Truncadas [68]. Designados respectivamente como D y T'N, en cada caso, la
matriz de precondicionamiento luce como:

Mp = D, Mzyi = (I+LD ') D (I+ (LD H)T) 3.1)

donde I es la matriz identidad, D es la parte diagonal y L la parte triangular inferior estricta de
la matriz del sistema A, ambos precondicionadores son simétricos. La inversion del sistema en el
primer caso es trivial, mientras que para el segundo precondicionador, se aplica la aproximacion
de las series de Neumann. En efecto, el factor (I + LD_I)_1 puede definirse con la serie:

I-LD '+ (LD ')’ — (LD ')’ +...
eligiendo la serie truncada de primer orden como la inversa del precondicionador:
M7y, = (I-D'LT) D' (I-LD™) (3.2)

Definiendo E = I — LD !, se puede escribir M;}Vl = ETD~'E. Entonces para la implemen-
taciéon en GPU en este caso, la matriz D se almacena explicitamente y luego, la inversién del
sistema Mz = r (es decir z <+~ M~ !r) se lleva a cabo en dos operaciones: primero el producto
Zimp = D 'Er y luego el producto z = Ethmp.

Aunque estos dos precondicionadores basicos son muy faciles de implementar en GPU, no
resultan tan efectivos para algunos problemas. Los precondicionadores mas efectivos utilizados en
la actualidad en los resolvedores rapidos para la PPE son los basados en la FFT [161], los basados
en técnicas MG (precondicionadores multinivel) y los basados en técnicas de deflacién [12, 125].
Sin embargo, la implementaciéon en GPU de estos dltimos no es tan eficiente ya que parte del
cddigo se ejecuta en CPU, véase por ejemplo [22].
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Algoritmo 5: Algoritmo de gradientes bi conjugados estabilidado precondicionado
PBiCGStab.

1 rg < b — Axq // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), xq: solucidn inicial ;
2 Po < ro;

3 f‘o < Iro;

4 1o < (ro,ro);

5 7T < TTQ;

6 1<+ 0;

7 mientras (\/77 > tolys + /TTotolyer) & (1 < itermsy) hacer
8 Mp; <+ M~ !p; // paso de precondicionamiento;

9 AMp, < AMp,// operacion tipo stencil;

10 Q <— <AMpZ,f‘Z>,

11 s; < r; — a;AMp;;

12 §8; < <Si,Si>;

13 si \/ss; < tolyps + +/rrotoly, entonces

14 x; < x; + aMp;;

15 interrumpir;

16 fin

17 en otro caso

18 Ms; + M™!s; // paso de precondicionamiento;
19 AMs; < AMs;// operacién tipo stencil;

20 Wy < <AMSZ', Si> / <AMSZ', AMSi>;

21 Xi1 & X5 + Oéz‘Mpi + wMs;;

22 rjt1 < S; — wiMsi;

2 Bi = (rit1, 1) / (ri, £i) (i /wi);

24 Pit1 < rip1 + Bi(pi — w;AMDp;);

25 rr 4 (Tit1, Tit1);

26 11+ 1;
27 fin

28 fin
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3.2.4. Implementacion GPU de los algoritmos PCG y PBiCGStab

Se implementaron los algoritmos 4 y 5 en GPU. La iteracién PCG consta de las siguientes
operaciones bdsicas de dlgebra lineal: 3 op. AXPY, 3 op. de producto interno, 2 op. tipo SpMV
(una correspondiente a la resolucién del sistema del paso de precondicionamiento). Por su parte
la iteracién PBiCGSTab consta de 6 op. AXPY, 4 op. tipo SpMV (dos de ellas corresponden a la
resolucion del precondicionamiento) y 6 op. de producto interno.

La paralelizacién en GPU de la operacion AXPY es trivial, en este caso por cada indice se
requieren 2 lecturas (X e Y) y 1 escritura (resultado) en memoria global, con lo que no hay margen
para optimizar la operacién y se utiliza directamente una implementacién propia. En cambio el
producto interno requiere una operacion de reduccién y comunicacién global entre hilos (CUDA
threads), entre las librerias e implementaciones propias siguiendo diferentes estrategias, la mas
eficiente fue la implementacion que proporciona la libreria de NVIDIA CUBLAS [2], por otro
lado, al ser una libreria nativa, no se pierde el soporte al usar diferentes versiones de la herramienta
CUDA (CUDA Toolkit) como sucede por ejemplo si se utiliza la libreria CUSP [42] o Thrust
[5] donde la mayoria de veces no se tiene migrado el total de funciones de una versién a otra
impidiendo el funcionamiento de las implementaciones al cambiar la versién del compilador nvcc.
Finalmente las operaciones SpMV consideran el paso de precondicionamiento y el producto Ax
de los algoritmos. Para el paso Ax se implementan segin el problema a resolver, en general se
utiliza el estilo matrix-free donde cada hilo procesa el equivalente a una fila de A computando a
partir de algin campo de variables los coeficientes de la plantilla (stencil) requeridos. La segunda
estrategia que se ha probado consiste en almacenar A en formato diagonal (DIA), que por ejemplo
para el problema de Poisson para la presién en 2D, al tratarse de una plantilla de 5 puntos simétrico
donde ademds los coeficientes guardan la relacién ac = —(ag + aw + an + ag) sélo basta
con almacenar 2 diagonales. Ambas estrategias tienen un desempefio similar, demandando menos
tiempo la segunda opcidn, con la desventaja de que requiere mas memoria para almacenamiento
de las diagonales. Respecto al paso de precondicionamiento, dependen del precondicionador en
particular.

3.3. Paralelizacion de los métodos explicitos e implicitos en GPU

Las implementaciones en GPU desarrolladas en esta tesis se realizan teniendo en cuenta que el
almacenamiento de datos y la totalidad de cdlculo se realicen completamente en la tarjeta grafica.
Para mejorar la eficiencia se tuvo en cuenta la arquitectura SIMT (Single Instruction Multiple
Threads) de CUDA, se divide el procesamiento de la malla en diferentes CUDA kernels, de manera
que se tiene un kernel para cada caso de borde y uno para las celdas interiores de acuerdo al
siguiente esquema para problemas en 3D (ver figura 3.3): 8 kernels para procesar cada vértice del
dominio, 12 kernels para procesar las aristas, 6 kernels para procesar las caras y 1 kernel para
procesar el interior del dominio. De esta forma todos estos kernels pueden correrse de manera
concurrente en operaciones que dependan de los datos del tiempo anterior (esquemas explicitos)
o de la iteracién anterior (esquemas implicitos).

La implementacion del kernel para procesar el interior del dominio consiste en un lazo que
permite recorrer el dominio en direccién z mediante planos zy uno para cada elevacién z del
dominio discretizado (ver figura 3.4). Respecto a los accesos a los datos del dispositivo dentro
del kernel, en general para problemas 3D se requerirdn por cada celda, 7 accesos, de los cuales
2 corresponden al plano superior e inferior del plano zy que se estd procesando. La estrategia
adoptada entonces es que cada hilo (CUDA threads) procese un punto del plano actual, que el
plano actual xy sea cargado en memoria compartida y que el plano actual pase a ser el plano
posterior en la siguiente iteracién del lazo interno del kernel, evitando asi los accesos redundantes
a la memoria global del dispositivo. Para los planos del borde se procede igual que los planos xy
interiores del dominio, usando memoria compartida. Los cdlculo asociados a las aristas y a los
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vértices se realizan sin usar memoria compartida debido a que no se observaron mejoras en el
rendimiento. Con este esquema se busca explotar el paralelismo de manera de alcanzar un método
que sea escalable al aumentar el tamafio del dominio computacional. De lo contrario, en caso
de utilizar arreglos de hilos tridimensionales, se corre el riesgo de estar limitado en cuanto a los
indices de los bloques [23, 114].

Yf/l Lo

aCa

.

Figura 3.3: Division del procesamiento del dominio computacional en el caso 3D. 4 funciones para vértices, 12 fun-
ciones para aristas, 6 funciones para caras, 1 funcién para interior del dominio.

Figura 3.4: Procesamiento del dominio computacional por planos.

Para los algoritmos implicitos se requieren resolver sistemas lineales de ecuaciones, la estra-
tegia mayormente utilizada es el estilo matrix free. Los resolvedores lineales se implementaron
mediante el uso de clases. En concreto, se definié una clase para el operador lineal, que es llamado
para hacer el producto matriz vector Ax requerido dentro del resolvedor. Asi es que el operador
lineal que llama el resolvedor consiste en varios kernels, dividiendo el procesamiento del dominio
como se menciond antes. Como la operacion consiste en el producto de una fila de una matriz por
el vector auxiliar del resolvedor, al usar esta estrategia se evita el almacenamiento de la matriz ya



34 CAPITULO 3. ALGORITMOS EN GPU

que se ensambla directamente en el momento de usarla.
Para el caso de problemas 2D, se sigue una estrategia similar con el siguiente esquema (ver
figura 3.5):

= 4 kernels para procesar cada vértice del dominio.
» 4 kernels para procesar las aristas.

= 1 kernel para procesar el interior del dominio.

] 1 kernel interior,[_|4 kernels edges,| |4 kernels vertex

Figura 3.5: Procesamiento del dominio computacional en el caso 2D.

Cabe mencionar que para problemas 2D muchas veces hay muy poco rehdso de los datos
en las operaciones involucradas, por ello, en algunos casos se ha omitido el uso de la memoria
compartida y directamente se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria global.

3.4. Hardware y software

La totalidad de algoritmos implementados en esta tesis, inlcuyendo los de este capitulo y los
siguientes, fueron ejecutados en alguno de los siguientes 2 equipos de cémputo, el primero posee
una GPU de dos generaciones previas (Tesla K40) y el segundo con una GPU de una generacién
previa (Tesla V100).

= Equipo 1. Dell PowerEdge R720 (2013/14): 2 CPU Intel Xeon (R) E5-2620v2 (6 cores
cada uno corriendo a 2.1GHz), 128GB DDR3 de memoria RAM. 2 GPUs NVIDIA Tesla
K40 (2880 CUDA cores, corriendo a 745MHz, 12GB de memoria GDDRY), conectadas
mediante el bus PCl-e.

= Equipo 2. Dell PowerEdge R740 (2018/19): 2 CPU Intel Xeon Gold 6138 (20 cores cada
uno, corriendo a 2.0GHz) con 128GB DDR4 de memoria RAM. 2 GPUs NVIDIA Tesla
V100 (5120 CUDA cores, corriendo a 1230MHz, 32GB de memoria HBM2), conectadas
mediante el bus PCI-e.

En cuanto al software, el sistema operativo en ambos equipos es CentOS Linux v7, la versién
del compilador GCC es 4.8.5. Para el compilador nvcc de CUDA, se utilizaron las versiones v9.1
en el equipo 1 y v10.1 en el equipo 2. Todas las implementaciones se ejecutan en DP (doble
precisién). Para las operaciones de dlgebra lineal, se hace uso de la libreria CUBLAS [2], entre
otras librerias provistas por NVIDIA.

A modo informativo, se menciona que en general la diferencia de rendimiento entre ambas
generaciones de GPUs estd en un factor de entre 5 a 7 en favor de la dltima generacién segtn el
algoritmo implementado. La mejora se debe en parte a la mayor cantidad de CUDA cores de una
generacion respecto de la otra y mejoras en el ancho de banda para lecturas/escrituras en memoria
global en la dltima generacion, lo que implica que muchas veces conviene hacer uso intensivo de
la memoria de registros o leer en memoria global las variables en lugar de utilizar la memoria
compartida.
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Finalmente se comenta que en el caso del cdmputo paralelo en CPU, para varias pruebas se
encontré que el desempefio de los 12 cores del equipo 1, igualan o superan veces el desempeiio
de los 40 cores del equipo 2, ejecutando el mismo cddigo en diferentes equipos. En problemas
pequeiios esto se explica en que el mayor grado de paralelismo podria penalizar, sin embargo esto
se observé incluso para problemas relativamente grandes. Esto indica que entre 2013 y 2018 (5
generaciones) no se han producidos mejoras significativas en cuanto al rendimiento de las CPUs,
mientras que en GPU, el salto de una generacién a otra implica ganancias de medio orden de
magnitud en tiempos de cémputo y de memoria.

3.5. Adveccion difusion 2D usando esquemas lineales

Este experimento pretende dar algunas pautas sobre la eficiencia a la hora de elegir una com-
binacidon de métodos explicitos o implicitos segin la plataforma paralela utilizada.

En este caso de estudio se compara la performance de varios métodos para resolver la ecua-
cion de transporte (2.1) en 2D usando diferentes implementaciones paralelas basadas en GPU y
en CPU. Los cédigos en CPU se implementaron usando C+OpenMP. Las ecuaciones se resuelven
usando FVM en mallas estructuradas con la estrategia de paralelizacion mencionada en la sec-
cién anterior. Se implementan esquemas temporales implicito (CN) y explicitos (FE y RK2) con
un esquema espacial de alto orden (HO) centrado (CD). El sistema lineal resultante del método
implicito se resuelve usando el método de gradientes bi-conjugados estabilizado (BiCGStab) (im-
plementaciones en C+CUDA y C+OpenMP). Para evaluar la eficiencia de las paralelizaciones en
diferentes arquitecturas y paradigmas, se comparan la precision, la velocidad de cdlculo y las tasas
de cémputo para diferentes tamafios de grilla. Las propiedades de convergencia de los diferentes
esquemas se evalian en relacién con la discretizacion espacial y temporal.

3.5.1. Caso de estudio: transporte de un pulso, ecuacion con solucién analitica

Se considera la ecuacion (2.1) con f = 0en Q = [—2,2] x [-2,2]:
%? +V-(uC—-vVC)=0€Q (3.3)

con el campo de velocidades u = (—y, ) en m/s y el coeficiente de difusion v = 1072 en m?/s.
La solucidn analitica para este problema viene dada por [92]:

=l conrt= (w—2)2 4 (y— ) (3.4)
Ayt ’ '

C(x,t)

donde
T =wxgcost —ypsint , y = —xgsint 4 yg cost 3.5

observe que como C'(x, t) presenta una singularidad en ¢ = 0, para las pruebas se establece como
tiempo inicial ¢y = 7/2s ~ 1,57s y tiempo final ¢4,y = 57/2s &~ 7,85s que corresponde a un giro
completo. La figura 3.6 presenta la evolucion temporal de la solucién numérica para una malla
de 128 x 128 utilizando el esquema temporal implicito CN con At y esquema espacial centrado
como se describe en las siguientes secciones. Todas las pruebas fueron ejecutadas en el Equipo 2.

3.5.2. Discretizacion espacial y temporal

Se discretiz6 el problema (3.3) mediante FVM centrado en celda. Para los pardmetros elegidos,
el problema puede resolverse utilizando un esquema espacial centrado (CD) para ambos términos,
advectivo y difusivo. Recordando la ecuacién (2.2), la ecuacién semidiscreta en este caso luce:

@(;) SR <meF—;CC —uCF;CCh> =0 (3.6)
¢ Frnb(C)
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donde iy = uy- Sy debe evaluarse para cada término entre los centros 'y C'. Note que este
esquema es lineal por lo tanto no se requiere aplicar la estrategia de correccion diferida (DC).

Para la discretizacién temporal se utilizaron los esquemas temporales explicitos FE y RK2, de
primer y segundo orden respectivamente, y el esquema temporal implicito CN (orden O(At?)).

Esquemas explicitos

La expresion para el esquema FE surge de aplicar la férmula (2.10) a la ecuacién semidiscreta.
La ecuacidn para las celdas internas es:

n n At n m . Cn + On
Cott =0+ -3 |V do(Cr-cp) - > mfFTC (3.7)
F~nb(C) F~nb(C)

Para el esquema RK2, se aplica la ecuacidn anterior dos veces, en el primer paso se obtiene el
campo C™*!, con ello se evaliia nuevamente la ecuacién en C™+! para obtener C" 12, finalmente
se obtiene la soluci6n para el nuevo tiempo mediante C"*! = 0,5(C"*2 4 C") tal como lo indica
las operaciones (2.12).

Como el campo de velocidades es variable en el dominio, el criterio de estabilidad numérica
que estimé para este caso fue:

2

At < —— .
~ dv+2h 38

La férmula anterior resulta de la condicién (2.20) para el caso 2D, evaluando el campo de
velocidades en algin punto de acuerdo a su definicion u = (—y, x). Esta condicion se utilizé para
elegir el paso de tiempo tanto en el método de FE como RK2. Aunque es una aproximacién, cabe
mencionar que en los experimentos numéricos se encontré que excediendo ese valor la solucién
numérica diverge mientras que si se elige un paso temporal muy préximo a (3.8) la solucién se
mantiene estable durante toda la simulacidn.
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Figura 3.6: Solucién numérica del problema para tiempos t = {m/2;2,09;3,27;4,84;6,41;57/2} en segundos.
Esquema temporal CN, esquema espacial CD (términos advectivo y difusivo), Az = Ay = 4/128 = 0,03125,
At =~ 0,03808s.

Esquema implicito

La ecuacién del esquema CN para celdas internas surge de aplicar la férmula (2.16):
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Este esquema es incondicionalmente estable, sin embargo en las pruebas se eligieron pasos de
tiempo de manera que el orden del error del esquema temporal sea inferior al que proporciona el
esquema espacial.

3.5.3. Detalles de las implementaciones paralelas

Se implementaron versiones paralelas de los tres métodos en GPU y CPU. Para las versio-
nes CPU se utiliz6 la interfaz de programacién de aplicaciones (API) para sistemas de memoria
compartida OpenMP. Con ello las estrategias de paralelizacién en CPU y GPU resultan bastante
similares entre si y son las descritas en la seccidn anterior, es decir usando el esquema de 4 funcio-
nes para los vértices, 4 funciones para las aristas y 1 funcién para procesar el interior del dominio.
Solamente se destacardn las principales diferencias que se tuvieron en cuenta.

Paralelizacion de los métodos explicitos

En los métodos explicitos en CPU utilizando OpenMP, los bucles se paralelizaron mediante el
uso de macros #pragma omp parallel para abrir las regiones paralelas y #pragma omp
for para paralelizar los lazos, entre otras cosas, teniendo en cuenta que el almacenamiento en
memoria y el recorrido que hacen los procesos sobre ella aproveche la ubicacién contigua en
memoria (almacenamiento tipo row-major o col-major). Ademas de lo anterior no hay mayores
diferencias en cuanto a la estrategia de paralelizacién en CPU y GPU para los métodos explicitos.

Para ilustrar el algoritmo del método explicito se utilizard la siguiente notacion: Cii ., Couput
indican punteros a los Unicos dos vectores alojados en la memoria global de la GPU. El algoritmo
6 describe el método explicito.

Algoritmo 6: Algoritmo explicito FE para la ecuacién de adveccién difusion 2D.

inicializacion: Ci*;pm
mientras ¢t < Tj,, hacer

t <t + At;

compute_kernel_interior<<<grid, block>>>(Cgpu Ciy pu 03

1 +— C" t < Thicials

2

3

4

5 compute_kernel_edge_north<<<grid.x, block.x >>>(Cgypus Cippur)s
6 compute_kernel_edge_west<<<grid.y, block.y >>>(Cgypui: Cippur):
7

8

9

compute_kernel_vertex SW << <1, 1>>>(Cgyputs Cinpur)s

sincronizacion de la GPU: cudaDeviceSynchronize ();

10 intercambio de punteros: Cj . <— Coupurs

11 fin

De hecho en la implementacidn el bloque central del c6digo es una tnica funcién next _step (
i";lput) que llama a la ejecucién de los (1+4+4) kernels que actualizan la solucién en todo el domi-

nio computacional. Note que al tratarse de un método explicito todos los kernels pueden ejecutarse
de forma concurrente o independiente debido a la no dependencia de datos. El algoritmo en CPU
es idéntico con la diferencia que no se requiere una configuracion de grillas y bloques, por ello no
se presentaran aqui.

Para el método explicito RK2 se requiere almacenar un tercer vector Cg .
presenta la implementacion utilizada.

Donde next_step () es la funcién utilizada para el método FE mientras que la funcién
AXPBY (x,y,output, a,b) realiza la operacién output <— ax + by.

Finalmente cabe mencionar que para las implementaciones en GPU, debido al poco rehiso
de datos que puede hacerse en las operaciones involucradas, se ha omitido el uso de la memoria
compartida y solo se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria global de la GPU.

5. El algoritmo 7

C*

output>
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Algoritmo 7: Algoritmo explicito RK2 para la ecuacién de adveccién difusion 2D.

1 inicializacion: Cif o <= C™; ¢ <= Tinicial;

2 mientras ¢t < Tj,, hacer
3 t <+ t+ At;
next_step (C¥ Ccx

Ol,l'[pllt’ 1nput) ’
next_step (C:utput,Z’ C(;kutput) >

AXPBY ( ;utput,Z’ Ci;put’cgutput’o's’o's) >

sincronizacién de la GPU: cudaDeviceSynchronize ();

intercambio de punteros: Ci\ <— Coutputs

L —BEN-CREN - Y  N

Paralelizacion del método implicito

Para el algoritmo implicito se requiere resolver un sistema lineal de ecuaciones Ax = rhs que
si bien en esta prueba la matriz resulta simétrica debido al uso del esquema CD, en caso de utilizar
otros esquemas de HO como por ejemplo FROMM, SOU o QUICK, la matriz resulta no simétrica,
entonces se utiliz6 directamente el solver BiCGStab implementado en GPU y CPU de acuerdo a
lo descrito secciones atrds. Cabe mencionar que si bien el costo del método BiCGStab es el doble
que CG, la cantidad de iteraciones necesarias en el sistema simétrico se reduce practicamente a la
mitad, entonces los tiempos de cémputo se ven alterados usando uno u otro esquema. En cuanto a
requerimiento de memoria, en BiCGStab se necesita almacenar el doble de vectores pero eso no
fue una limitante en este estudio.

Para el caso implicito, la diferencia principal entre la implementacién CPU y GPU es que
mientras que en GPU se realiza todo utilizando estilo matrix free, en CPU se almacenan las 5
diagonales del sistema debido al mayor espacio disponible de memoria RAM, ademds de ello, se
almacenan en vectores de igual tamafio completando con 0 las sub diagonales W,E,N y S, con ello
se logra que la operacion SMPV de producto de matriz dispersa por vector se realiza de forma
paralela sin condicionales directamente en un bucle de 0 a N, N, paralelizado mediante la API de
OpenMP. En cuanto a las operaciones de reduccion requeridas en el solver, se utilizaron directivas
como #pragma omp for reduction (+:result) parael producto interno entre vectores.

De forma resumida, se implementd una funcién que actualiza el lado derecho update RHS ()
en GPU vy otra para la versiéon CPU usando OpenMP, una funcién que realiza la operacién tipo
stencil en GPU stencil_op (x, y) mientras que en CPU se tiene una funcién que llena las dia-
gonales de la matriz y posteriormente dicha matriz es usada por la funcién SMPV (A, x, y) . El
algoritmo 8 presenta la implementacion utilizada en GPU, siendo similar, la implementacién en
CPU.

Algoritmo 8: Algoritmo implicito CN para la ecuacién de adveccién difusion 2D.

inicializacion: C’i’;pm «~— C";
mientras ¢t < Tj,, hacer
t <+ t+ At

computar RHS via kernels concurrentes: update_RHS (rhs*,

input)
llamada al solver: BiCGStab (C* rhs*);

output?
intercambio de punteros: > Cluputs

1

2

3

4

5 sincronizacion: cudaDeviceSynchronize ();
6

7 input
8

fin
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3.5.4. Validacion: convergencia del esquema temporal

Se realizé el estudio de convergencia temporal solamente para el método implicito (CN), para
ello se eligi6 el tamafio de grilla intermedio N, = N, = 4096, los pasos de tiempo elegidos para
la prueba fueron de la forma At = 27 /k s donde k representa la cantidad de pasos de tiempo en
cada caso y adopta los valores de la siguiente lista:

k = 164, 328,656, 1309, 2618, 5235, 7853, 10470, 20940 (3.10)

La figura 3.7 presenta los resultados obtenidos, aqui ||ec||2 indica el error en el campo C' evaluado
utilizando la norma L9 que es equivalente al RMS (Root Mean Square) entre la solucion numérica
y la analitica:

Nz Ny
RMS = Z (Ci,exac - CLnum)Z /NxNy 3.11)
=1

1073 -

1074 -

error

1076+ z
z 7
- 7
7
7
//
7
107> =
: =2 —— |lecll2
7 ——- 0.3A%
—— 1.9h% = 1.9(4/4096)>
108+ e R, T ————,
1074 1073 1072 107!
At[s]

Figura 3.7: Estudio de la convergencia del esquema temporal CN N, = N, = 4096.

Para més claridad, se graficaron también las rectas 0,3A¢? y la recta 1,9h? que representan los
ordenes de convergencia del esquema temporal y espacial respectivamente.

Puede observarse que €1 /e ~ (At;/At2)? con una pendiente en escala logaritmica aproxi-
mada de (loge; — logea)/(log Aty — log Ate) ~ 2 que es lo que corresponde a un esquema de
segundo orden. A su vez, el error se reduce hasta alcanzar un valor del orden de precisién del
esquema espacial (O(h?)).

3.5.5. Validacion: convergencia del esquema espacial

Se realiz6 el estudio de convergencia en malla utilizando los tamanos de grilla indicados en la
tabla 3.1. Para disefiar la prueba se siguieron estos criterios:

= Para los esquemas explicitos la condicién de estabilidad esta dada de forma aproximada por
la expresion (3.8). Se comenzd con la prueba del esquema RK2 debido a que en este caso
el error temporal (O(At?)) es muy inferior al error espacial esperado (O(h?)) debido a que
At se elije de la condicion de estabilidad. Con lo anterior puede estimarse cual es el error
real del esquema espacial en cada tamafio de grilla.
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= Para el esquema FE, si se utilizan estos mismos pasos de tiempo, se observé que los erro-
res estin casi en un orden de magnitud encima de los errores del esquema RK2. Como el
esquema FE es O(At) si se quiere alcanzar un error similar A¢ debe reducirse en la misma
proporcion de los errores de ambos métodos, esto es, si se quiere que el error del esquema
temporal sea inferior al del esquema espacial, para el método FE debe elegirse un paso de
tiempo nuevo con el siguiente criterio. Atpew/Atsable ~ ||€rk2]|/||€FE]|-

= Para el método implicito el error del esquema CN es O(At?), una primera aproximacién es
optar por elegir At; ~ (||erk2||)'/2. Sin embargo al tratarse de esquemas diferentes es muy
probable que los errores ecn y €rke difieran, aunque ambos estén en el mismo orden, esto
significa que eligiendo pasos de tiempo inferiores a Aty el error podria reducirse y en ese
caso, la posterior evaluacién del desempeio no seria justa debido a que el error del esquema
temporal supera al error del esquema espacial. En efecto, para el esquema CN se eligi6 el
paso de tiempo mds grande tal que el mismo sea inferior al error de aproximacién espacial
(observe figura 3.7).

En la tabla 3.1 se indican la cantidad k& de pasos de tiempo elegidos para cada uno de los métodos
y mallas, similar a como se indicé antes el tamafio del paso de tiempo viene dado por At = 27 /k.

N, =N, 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
#Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
ken 165 315 645 1299 2553 5235 10469 29233

krk2 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046

krE 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046

KFE fine 2960 11082 45840 187055 723200 3040455 11878680 46948506

Tabla 3.1: Dimensiones de los casos de prueba utilizados para el estudio de convergencia espacial y nimero de pasos
de tiempo adoptados para simular 27rs de simulacién en el problema de adveccién difusién 2D.

Siguiendo los criterios mencionados anteriormente, se elabor6 la figura 3.8 donde puede ob-
servarse que en los 3 métodos la convergencia es a orden O(h?). En la figura se incorporaron las
rectas h vs h 'y h vs h? para facilitar la comparacién. Puede observarse que eligiendo el maximo
paso de tiempo estable para el método FE los errores del esquema temporal estdin muy por encima
del error de la malla, aqui se observa que los errores tienden a una pendiente de segundo orden. Sin
embargo, esto no representa directamente la convergencia del método ya que esto ocurre porque
para b, — 0, en el denominador de (3.8) escrito en la forma 4v/h? + 2/h, el primer término pesa
mads que el segundo y luego al refinar la malla siempre se estd reduciendo el paso de tiempo en
proporcién a h?.

Puede observarse que el error del esquema FE al refinar el paso de tiempo (Atgpe en la grafica)
se puede reducir hasta alcanzar un error que estd en el orden de los demds esquemas, asegurando
de esta manera que la convergencia se debe a la precisién espacial sin influencia del error del
esquema temporal.
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Figura 3.8: Estudio de la convergencia del esquema espacial de los métodos explicitos (FE y RK2) e implicito (CN).

3.5.6. Evaluacion del desempeiio

Para medir la eficiencia de los algoritmos se valia la velocidad a la que se procesan las celdas
de la siguiente manera. Para el método FE se calcula:

Nyteps X Nz x Ny [Mcells}

rategg = (3.12)

tioral X 106 sec

donde Ngeps s el nimero de pasos de tiempo realizados, i €l tiempo de computo total de la
simulacién en segundos. Para el método RK2, se requiere el equivalente de 2 pasos explicitos tipo
FE y una operacién AXPBY que omitimos su costo frente al resto.

2Nsteps X Nz X Ny | Mcells
ttotal X 106

ratergo = (3.13)

sec
Para el caso implicito se estima una rate equivalente considerando que para cada paso de tiempo se
requieren realizar varias iteraciones en el resolvedor BiCGStab (incluye 2 operaciones tipo stencil,
cada una similar a un paso FE) y calcular el lado derecho (operacién equivalente a un paso FE),
de esta manera la tasa viene dada por:

(2NieBicGstab + Nsteps) X Nz X Ny [Mcells]

ratecy = (3.14)

tiotal X 106 sec

Evaluacion de la tasa de procesamiento

En la tabla 3.2 se presentan los resultados obtenidos para las tasas de procesamiento, estos
valores se graficaron en la figura 3.9-izquierda. Como se mencioné al comienzo de la seccién
las pruebas se han realizado en el equipamiento 2, utilizando 40 nicleos en la ejecucion de las
versiones CPU paralelas.

Puede verse que en la GPU se produce una saturacion recién a partir de la grilla de 4096
celdas por direccion (~ 16,7 Mcell) mientras que en CPU la saturacidn ocurre a partir de la grilla
de 512 celdas por direccion (~ 0,262 Mcell), cabe destacar que para el método implicito las tasas
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de cémputo se reducen para los tamafios grandes indicando que las operaciones de reduccién
requeridas en el solver BiCGStab deterioran el rendimiento en la medida que el problema crece en
numero de celdas.

N, =Ny 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
#Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
raterg2.gpu  203.45 829.33  2886.15 7746.68 16398 23190 25805 25688
raterg2,cpu 9629 248.6 551.2 689.5 7259 6859  685.8 586.7
rateGPU/rateCpU 2.1 3.3 5.2 11.2 22.6 33.8 37.6 43.7
raterpggpy = 242.88  953.3 3831 9823 23469 36966 42684 42210
ratepgcpy 117.67  289.08 602.5 7395 794.6 8084  819.7 811.4
rategpy /ratecpy 2.1 33 6.3 13.2 29.5 45.7 52.1 52.0
ratecN,GpU 103.9  449.1 1420 3169 5037 5991 6304 6251
ratecn,cpy  60.28 168.8 293.4 5727 3779 2674 247.1 190.2
rategpy /ratecpy 1.7 2.6 4.8 5.5 13.3 22.4 25.5 32.8

Tabla 3.2: Tasas de procesamiento en Mcell/s obtenidas para los diferentes métodos en GPU y CPU paralelo (40 cores)
en el problema de adveccién difusién 2D.

De acuerdo a la tabla 3.2 la relacién entre las tasas de cémputo en GPU y CPU que en este caso
ya es la medida de la aceleracién o speedup obtenido en cada algoritmo, puede verse que en FE
se alcanza la mayor ganancia logrando factores de 50%, en segundo lugar el método RK2 donde
se logra una aceleracion de hasta 40 x y finalmente el método implicito CN se logra aceleraciones
de casi 33x en problemas del orden de 268 millones de celdas.

10° E 1072 -
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Figura 3.9: Eficiencia de los algoritmos en base a la tasa de procesamiento (izquierda) y comparacion del error obtenido
para diferentes tiempos de computo (derecha) para los métodos explicitos (FE y RK2) e implicito (CN).

Si se comparan las tasas de computo en GPU entre los métodos explicitos RK2 y FE, el método
FE tiene un mejor desempefio (entre 1.2 y 1.6 veces mejor), sin embargo esto no compensa la
cantidad de pasos de tiempos requeridos para obtener una solucién con error del mismo orden que
el método RK2 (compare tabla 3.3 y figura 3.9-derecha) siendo mas rapido el dltimo (entre 1.6 y
3.6 veces mas rdpido). Esta relacion entre las tasas de computo de FE y RK?2 puede explicarse en
que para todos los algoritmos implementados estan limitados por el ancho de banda de la GPU en
lugar de la capacidad de procesamiento debido al bajo nimero de operaciones requeridas en los
métodos. En el caso de FE para cada paso de tiempo se requieren 2 lecturas/escrituras en memoria,
para el método RK2 se requieren 7 lecturas/escrituras (4 corresponden a los 2 pasos tipo FE y 3
corresponden a la operacion AXPBY), como en el calculo del rate ya se tuvo en cuenta un factor
de 2, si no se considera dicho factor la relacién estaria entre 1.4 y 3.2, siendo que la relacion entre
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lecturas/escrituras de cada método es de 7 a 2. Es decir en RK2 requiere 3.5 mas operaciones a
memoria global que en FE, la relacion es algo menor debido a que en los pasos tipo FE se realizan
algunos cémputos mientras y en un caso cada hilo debe leer 5 valores de un vector (lectura de la
solucidn a tiempo anterior) y un solo valor del otro vector (escritura de la nueva solucién) mientras
que en la operaciéon AXPBY cada hilo lee o escribe un valor por cada uno de los 3 vectores.

En lo que respecta al método implicito CN, las tasas de computo son entre 2 y 4 veces menores
que el método RK?2. Esto puede explicarse en la cantidad de lecturas que se requieren en los pasos
del solver BiCGStab que no fueron consideradas en el célculo (6 op. tipo AXPBY y 6 op. de
producto interno que implican ademads una operacién de reduccién a un solo valor). Sin embargo
esto se compensa en una ganancia en términos de pasos temporales requeridos para obtener una
solucidén con el mismo error respecto del método RK?2, con una relaciéon que varia entre 4.5 y 146
(compare en tabla 3.1 krgs vs kcn)-

Errores y tiempos de calculo

En la tabla 3.3 se presentan los errores de computo obtenidos (ver figura 3.8) y los respectivos
tiempos de computo en GPU y CPU, ademds se presentan los tiempos en GPU y respectivos
errores para la solucién con FE con el maximo paso de tiempo estable que puede adoptarse.

En la figura 3.9-derecha se graficaron los valores de la tabla 3.3. Puede verse que para proble-

N, =N, 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
# Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
errorggy  1.861e-03  4.689e-04 1.182e-04 2.968e-05 7.431e-06 1.858e-06 4.647¢-07 1.161e-07
timegpy 0.119 0.292 1.04 5.33 36.99 399.94 5617 89201
timecpy 0.252 0.973 5.45 59.88 835.67 13520 2.113e+05 3.905e+06
errorpg A, 2.609e-03  6.655e-04  1.627e-04  4.020e-05 1.023e-05 2.491e-06  6.198e-07  1.542e-07
timegpy 0.190 0.707 2.96 19.17 126.58 1379 18676  2.985e+05
timecpy 0.412 2.51 19.94 265.24 3817 63096 9.725e+05 1.553e+07
errorcy 2.376e-03  6.048e-04  1.499e-04  3.736e-05 9.410e-06 2.327e-06  5.814e-07  1.310e-07
timegpy 0.544 0.781 1.95 8.56 56.28 524 5528 69685
timecpy 0.938 2.08 9.42 47.37 750.23 11728 1.410e+05 2.291e+06
eITOrFE Ay, o-104e-03 3.236e-03 1.017e-03 2.937e-04 7.979e-05 2.086e-05 5.340e-06 1.351e-06
timegpy 0.050 0.127 0.392 2.10 12.92 125.44 1698 27142

Tabla 3.3: Errores y tiempos de computo en segundos obtenidos para los diferentes métodos en GPU y CPU paralelo
(40 cores) en el problema de adveccién difusion 2D.

mas de hasta 4096 x 4096, el algoritmo mas rdpido en GPU es RK2, mientras que para problemas
mads grandes, resulta mas rapido el método CN en GPU. La relacién entre los tiempos de computo
varia respectivamente entre 4.5 para 128 x 128 y se reduce en la medida que el numero de celdas
aumenta llegando a un factor de 0.78 para la grilla més fina 16384 x 16384. El comportamiento
en CPU es un tanto diferente, y el método CN resulta mas rapido que RK2 para ntimero de celdas
mayores a 512 x 512 llegando a ser hasta 1.7 veces mds rdpido CN que RK2.

El speedup entre GPU y CPU ya se discutié en la subseccién anterior, se remarca que en
todos los casos las implementaciones GPU resultan mas eficientes que su contraparte utilizando
computo paralelo en CPU.

Para finalizar cabe mencionar que aunque los tiempos de cémputo del método FE en GPU,
utilizando el paso de tiempo més grande permitido por la condicidn de estabilidad, son inferiores
que los métodos RK2 y CN los errores resultan mayores en casi un orden de magnitud que éstos.

3.5.7. Conclusiones

Entre las principales conclusiones se puede decir que los tiempos de computo en GPU del
método explicito RK2 e implicito CN no difieren en gran medida siendo més eficiente el método
RK?2 para problemas de hasta 16.7 millones de celdas, situacion que se revierte para problemas con
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mayor ndmero de celdas donde el método implicito es mds eficiente. Esta situacién se debe a que el
método explicito comienza a tener una fuerte restriccion de estabilidad que se debe principalmente
al término difusivo. Luego, en un problema de adveccién pura el método explicito resultard mas
rapido que el implicito. A pesar de esta diferencia en tiempos de computo, el método RK2 resulta
en gran medida mds sencillo de implementar que el implicito, més atin, en caso de utilizarse
esquemas no lineales (TVD o HR) el método CN requiere la implementacion de una estrategia de
correcion diferida o similar para tratar la no linealidad del esquema espacial.

En cuanto al método FE es el mds sencillo de implementar sin embargo, se mostré que para
lograr una buena eficacia en la resolucién con métodos explicitos, se requiere un método de mayor
orden como RK2 o AB para poder competir con un algoritmo implicito como CN.

Sobre las aceleraciones en GPU respecto a CPU, puede observarse que en general, se requiere
un cldster de al menos 30 o 40 computadoras de similares caracteristicas (30 x 40 = 1200 o
40 x 40 = 1600 nucleos) para poder igualar una sola tarjeta de video similar a la Nvidia Tesla
V100.

Los resultados de este estudio muestran que aunque en la bibliografia se eligen los métodos
explicitos en GPU, los métodos implicitos pueden tener una eficiencia similar en términos de
tiempos de computo aunque su implementacion es més compleja que los métodos explicitos. Fi-
nalmente la GPU resulta en una alternativa realmente econdmica para resolver problemas de gran
tamafio en comparacién con las variantes CPU que requieren de un cldster de tamafio medio.

3.6. Adveccion difusion 2D usando esquemas no lineales - TVD

El objetivo de este experimento es comparar la implementacién GPU de los métodos TVD con
las soluciones provistas por métodos lagrangianos, en un problema complejo de resolver a altos
nimeros de Péclet. Para el estudio, se realizan implementaciones en GPU utilizando esquemas de
alta resolucién (HR), donde se comparan el esquema explicito FE versus el esquema implicito CN
para resolver un problema a Pe = 100 y adveccion pura (Pe = 00).

3.6.1. Caso de estudio: evaluacion de la macro dispersion en un medio altamente
heterogéneo

El flujo y transporte en medios porosos resulta complejo debido a la heterogeneidad espa-
cial de multiescala que presenta las propiedades hidraulicas del medio. Por lo tanto, los métodos
numéricos precisos y eficientes son fundamentales para reproducir, comprender y predecir estos
procesos.

Para esta prueba, se resuelve una ecuacién de adveccion-dispersién que es similar a la ecuacion
(2.1) pero considerando f = 0y con D representando el tensor de dispersion hidrodinamica (m?/s)
definido por:

D=

1 apu? + OZTUZ (ar, — ar) uguy D,, 0
( + D,, (3.15)

—F— N 2 2
/u% N U?QJ QL — ar) Ugly aruy, + arug 0

donde oy y a7 son la dispersividad longitudinal y transversal respectivamente en m, D,, es el
coeficiente de difusién molecular en m%/s y u = (ug, uy) es el campo de velocidades en m/s.
Este problema es complejo de resolver y en la mayoria de trabajos se utilizan métodos lagrangia-
nos, entonces aqui se busca mostrar que los métodos eulerianos implementados en GPU pueden
resolver con buena precision este tipo de problemas en tiempos reducidos.

La idea es aplicar los métodos descritos en el capitulo 2 para la caracterizacién de la macro
dispersion en un conjunto de casos con diferentes grados de heterogeneidad. El experimento con-
siste realizar simulaciones de transporte en dominios 2D con campos de velocidad heterogéneos,
calculados a partir de campos de conductividad hidrdulica K (x) lognormalmente distribuidos con
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covarianza exponencial. A partir de las soluciones, se evaldan las estadisticas para los coeficientes
de macro dispersion longitudinal y transversal utilizando el método de los momentos. En el marco
de esta tesis, los resultados que se presentardn en las préximas subsecciones fueron publicados

n [21], alli se pueden encontrar més detalles sobre las pruebas llevadas a cabo y antecedentes
bibliogréificos de esta temdtica. En lo que sigue solamente se resumirdn las principales secciones.

Configuracion del dominio computacional

Se utilizaron las mismas grillas computacionales para la generacién del campo de conductivi-
dad, el cdlculo del flujo y la simulacién del transporte. Las dimensiones del dominio en cada caso
se definieron en funcién oy, g donde 012n x Tepresenta la varianza del logaritmo de la conducti-
vidad. En efecto, para obtener los valores de macro dispersion asintéticos de forma correcta, las
dimensiones consideradas fueron: L, x L, € {205\ x 204,8\; 410 x 410); 820 x 820; 820\ x
1640\}, donde A es la longitud de correlacion, de esta forma, con una resolucién de A/h = 10 (h:
paso de malla) se obtienen grillas de 4.2 a 134.4 millones de celdas.

no flux
I, I~ 0.025L, (52, 10, 201)
- l,~ 0.60L, (1232, 246, 4921) |5
= d,~0.05L, (102, 202, 40) 5
= 5
sl i L I
19 y v | ®
= . £
T mean flow direction =
Ra ]
b L, &
no flux

Figura 3.10: Definicién del dominio del problema y condiciones de borde para la ecuacién de flujo y ecuacion de
transporte.

Las estadisticas estdn basadas en experimentos tipo Monte Carlo (MC) considerando 100 cam-
pos de conductividad aleatorios para cada caso o tamafio de problema estudiado. La condicion
inicial para la ecuacién de transporte es una ventana de [, x [, ~ 0,025L, x 0,6L, de alta con-
centracion centrada verticalmente en el dominio y ubicada a una distancia d, ~ 0,05L, desde
la entrada de flujo (ver tabla 3.4). En cuanto a la ecuacién de flujo y su solucién numérica y la
generacion de los campos de conductividad K (x), no la describiremos aqui ya que se aborda en
el siguiente capitulo (ver segundo caso de estudio) o también, puede encontrarse en [21]. Para la
ecuacioén de transporte se consideran las condiciones de borde de no flujo (bordes north 'y south) y
s6lo flujo advectivo (bordes west y east). En la figura 3.10 se presenta la configuracién de dominios
utilizada.

Discretizacion espacial y temporal

La discretizacion de la ecuacion de transporte requiere el uso de esquemas HR debido a que
se trata de problemas a altos valores de Péclet, ademads de ello para el método implicito se debe
aplicar la estrategia DC para tratar la no linealidad del esquema espacial. La implementacién se
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basé en el esquema MINMOD [145]. Para la discretizacion temporal se aplicé el método (0):

(Ct+At _ Ct) h2 _

CF - CC . HR
(1-6)|h > Dy (h > — Y mgCf (3.16)
F~NB(C) frnb(C)
t+At
CF — CC . HR
I R AT S
F~NB(C) Frmb(C)
La expresion para el método explicito surge al reemplazar 6 = O:
cntl = C+g Y DyCR-cE) - > mpttl
C C h2 f F C )

F~NB(C) f~nb(C)

con 1y CTHR = [cc+— Ly ><Cf——ccﬂ|wnﬁou 3.17)

~[er+ guerrce-cp| -l

Notese que w(r?’Jr) y @D(T}L’*) implica una no linealidad que en este caso se resuelve de forma
explicita.

Para el método implicito CN se reemplaza § = 1/2, resultando en una ecuacién no lineal que
se resuelve iterativamente aplicando la técnica DC. De esta forma, en cada paso de tiempo puede
resolverse el sistema no lineal de ecuaciones mediante el siguiente esquema iterativo:

h k 1 k k . k U
7C(C+1) 1 Z Df(Cl(pH) —Céﬂ)) _ Z me](c +1)

At 2 F~NB(C) SO
1|R%_, . : -
=5 | a0+ D DpCr-ce)— Y Pt (3.18)
1 . k),HR (k),U
-5 2 mf<0} - )
frnb(C)

aqui se considera el superindice (k) para la solucion de la iteracion interna, eligiendo C' 0 = cn
en cada paso de tiempo y una vez alcanzada la convergencia se considera C"*! = C (k+1) Debe
notarse que el sistema lineal de ecuaciones debe resolverse para cada iteracién y la componente
no lineal se tiene en cuenta en el Gltimo sumando del RHS de forma explicita para cada iteracién
(ver estrategia DC descrita en capitulo 2).

Detalles de la implementacion GPU

La estrategia adoptada para la implementacién en CUDA es similar a la del ejemplo mostrado
en la seccidn anterior. En cuanto a los accesos a los datos en la memoria global de la GPU, para
el método explicito cada kernel requiere 14 accesos a memoria por cada celda (5+5 corresponden
al campo C™t!y C™, 242 corresponden a u, y uy) en el caso de adveccion pura y adveccion
difusién. Mientras que para el caso de adveccion dispersion, se requieren 26 accesos (5+9 corres-
pondientes a los campos C"*!y C™, 6+6 corresponden a u, y Uy).

El mayor nimero de accesos para el ltimo caso se debe a la necesidad de interpolar las
diferentes componentes de los gradientes en las caras (recordar que el tensor D € R?*? no es
diagonal):
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2

<8C> _1 [(CNE—CSE) . (Cn = Cs) (3.19)
oy /. 2h 2h

Ademas, para obtener todas las componentes del campo de velocidad en caras, se necesita compu-
tar algunos promedios, por ejemplo para obtener la componente y de la velocidad la cara east de
la celda se requieren los valores en las caras n, s de la celda C'y los valores vecinos de la celda E
denotados como nE'y sE:

[(uy),, + (uy), + (uy) i + (uy) ] (3.20)

|

(uy), =

El algoritmo explicito no se presentard debido a que es idéntico al implementado para el caso de
estudio anterior (mediante una funcién del tipo next_step () que ordena la ejecucion de los
kernels concurrentes).

A continuacién se discute la paralelizacién del método implicito. En este caso se requiere
resolver un sistema lineal de ecuaciones de la forma Ax = rhs con una matriz no simétrica,
nuevamente se utiliza el método BiCGStab implementado en GPU usando el estilo matrix free. La
estrategia de paralelizacién es utilizando funciones del tipo:

CkDx AkD)x s

» kernel_linear.operator (Coupu s Cippu + Uz Uy) i

s kernel_compute_RHS (rhs*, C™*, C(k)*,u;,u;;) ;

para el operador lineal utilizado en el solver BiCGStab se requieren 14 y 26 accesos a memoria
global de la GPU para cada celda, como en el caso explicito, un caso u otro dependera si se
modela o no la dispersién. Para el kernel que computa el RHS, se requieren 19 accesos (5+5+5
corresponden a C™, C%) y rhs, 242 para leer u, y uy) y 31 accesos (9+5+5 correspondientes
a C", C®) y rhs, 6+6 para leer u,, uy) de acuerdo al caso de transporte simulado (con o sin
dispersion). El algoritmo (16) describe la implementacién del método implicito.

Algoritmo 9: Método implicito para la ecuacion de transporte 2D con esquema TVD
utilizando el enfoque de correccién diferida (DC).

1 inicializacién: Ci’;pm «— C™,

2 mientras ¢ < Tg,, hacer

3 t+—t+ At;
4 copiar sol. anterior como semilla: cudaMemcpy (C'F)*,
Ci’;lput,cudaMemcpyDeviceToDevice) ;

5 dif < 1,0;

6 iter < 0;

7 mientras ( (dif > 1,0e — 6) and (iter < iterys,) ) hacer
8 computar RHS: via kernels concurrentes;

9 sincronizacién: cudaDeviceSynchronize ();
10 llamada al solver: BiCGStab (C*+1* rhge*y -

1 dif « ||C*+D — cW)||_;

12 iter < iter + 1;
13 fin
14 setear la nueva solucion: Cpy < C (k+1)x,
15 intercambio de punteros: Cj . <— Coupurs

16 fin
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Campo de conductividad y discretizacion de la malla

Se generaron campos de conductividad K (x) considerando mallas uniformes Az = Ay = hy
con longitudes de correlacion A = 10h para valores de varianzas ofn x € {0,25;1,00;2,50; 4,005 6,25}.
Las figuras 3.11, 3.12 y 3.13 muestran un campo de conductividad generado para varianza
012n x = 6,25y el campo de velocidad determinado aplicando la ley de Darcy, calculado para dife-
rentes varianzas (O‘lzn x =100y 012n x = 6,25). Puede observarse que el campo de conductividad
varia en rangos de hasta 10 6rdenes de magnitud y la alta heterogeneidad que presenta produce
grandes valores de velocidad localizada indicando caminos preferenciales para el transporte.

log o[ K)

lagyo(K)
-4.4 -3.0 -20 -10 0.0 1.0 20 3.0 4.4

Figura 3.11: Campo de conductividad lognormal con varianza o2, x = 6,25; longitud de correlacién A = 10; cova-
rianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior de [20x /A x 20z /)] (derecha).

T e : ol B
bglc,(v'|¢,! +ul ), (oln=1) b&lt)(\; uy +uy ), (g =1)

=23 -2.0 -15 -1.0 -05 -02

-2.. -2, -1 -1.0 -0.5 01

B0 100 120 140 180 180

100 105 110

%0 95 100 105 /A 110 115

20 40 60 B0 z/ ) 100 120 140 160 180 200

Figura 3.12: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de o2, = 1;
longitud de correlaciéon A = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior
de [30z /X x 30z/A] (derecha).
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T < ) 2. e
b&m(\;’u} Su? ), (o =6.25) 'c'zm(u ul +u} ), (o =6.25)

53 40 30 20 10 0.0 08 2T =l 20 28 219 08 06

80 x/A 100 12 95 100 x/X 105 110

Figura 3.13: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de of, ;x = 6,25;
longitud de correlaciéon A = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior
de [30z /X x 30z/A] (derecha).

3.6.2. Simulacion del transporte

Los casos de transporte considerados fueron adveccién pura (PA), adveccion difusién (AD)
y adveccion dispersion isotrépica (Aa) con oy, = a7, para los ultimos dos casos se definen los
nimeros de Péclet como Pey = Au/D,, y Per, = \/ay. Para las simulaciones MC se considerd
un sélo valor igual a Pey = Pej, = Pep = 100. En la tabla 3.4 se presentan las combinaciones
de casos simuladas.

Tabla 3.4: Pardmetros y tipos de casos considerados para las simulaciones numéricas.

Parametros/caso valores

ol 0.25,1,2.25,4,6.25
Tamafio de grilla Ax = Ay =h S5m

Resolucion: A\/Ax = \/Ay 10

Modelo de covarianza Exponencial isotrépica
Tipo de transporte Adveccidén pura Pe = oo

Adveccion difusion Peg = 100
Adveccioén dispersion Pey, = Per = 100
[Ly/A, Ly/ A [205,204.8] para o2, ;- € {0.25, 1}
[410,410] para o, ; = 2,25
[820,820] para o2, ; = 4
[1640,820] para o2, - = 6,25
Ventana de inyeccion ly x 1y =0,025L, x 0,60L,
Numero de simulaciones N =100

Las figuras 3.14 y 3.15 muestran cualitativamente los resultados numéricos para el mismo
campo de conductividad considerando los 3 casos de transporte (Aca, AD y PA).

Para ver la influencia de la varianza de la conductividad en el transporte, en la figura 3.16
se presenta el transporte considerando adveccion difusién (AD) en un mismo instante de tiempo
de simulacién considerando diferentes grados de heterogeneidad en el campo de conductividades
utilizado para computar el campo de velocidades u.
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Figura 3.14: Comparaci6n para diferentes tipos de transporte o7, = 2,25 al final de la simulacién (tgn = 350\ /),
de izquierda a derecha: Aa, AD and PA.
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Figura 3.15: Comparaci6n para diferentes tipos de transporte o5, ; = 2,25 al final de la simulacién (tgna = 350\ /),
en una ventana interior de [60z/\ x 21z/)], de arriba hacia abajo: Ac, AD and PA.

En todos los casos puede verse que el efecto gobernante es la adveccién ya que la masa de
soluto se mueve mds o menos segtn los valores del campo u. A su vez, en los casos de mayor
heterogeneidad pueden observarse zonas de muy baja velocidad, donde la masa queda capturada
hasta que eventualmente se puede mover por el efecto de la difusion.

Computo de la macrodispersion

Para la evaluacion del coeficiente de macrodispersion, los momentos se calcularon de acuerdo
a la siguiente expresion

My (t) = // 2"y C(x, t)dzdy (3.21)
Q
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Solute concentration C(¥,t), (Onk = 0.25) Solute concentration C(X,t), (Oinz = 1.00)
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Figura 3.16: Comparacion del transporte en un mismo instante de tiempo dado por ¢ = 100\ /@, considerando AD para
diferentes grados de heterogeneidad dados por las varianzas o2, r = 0,25, 02, = 1,00, 02, x = 2,25, 02, x = 6,25.

donde m + n es el orden del momento (con m,n € {0;1;2}) y Q el dominio de simulacién.
Con esta expresion, los coeficientes de macrodispersion longitudinal y transversal vienen dados
por:

1 N d M) M)\
Dult) = an ; dt | Moo(t) (Moo<t>> (322

_ 1 d [ Mo (Mm<t>)2'
2 \uN - dt _Mgo(t) Mo(](t)

Dr(t) (3.23)

1=

aqui @ indica la velocidad media de la pluma en la direcciéon x y N = 100 es el nimero de
simulaciones para cada conjunto de parimetros.

Validacién: comparacion con métodos Lagrangianos

Como validacién de los algoritmos eulerianos implementados, se reprodujeron los resultados
reportados en la bibliografia obtenidos con métodos lagrangianos, como por ejemplo el método
conocido como random walk particle tracking.

La figura 3.17 compara los coeficientes de macrodispersion longitudinal medio (promediado
sobre 100 realizaciones) para los casos de AD y A« y diferentes varianzas 01211 x con los resultados
obtenidos por [20, 44].

La figura 3.18 muestra los valores asintdticos para el caso PA. Puede verse que los resultados
son similares a los obtenidos en [44].
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Figura 3.17: Comparacion del coeficiente de macodispersién obtenidos con el presente método para diferentes tipos de
transporte, AD (arriba) y A« (abajo), y varianzas o2, 5 con los resultados de [20, 44] utilizando métodos lagrangianos.

Evaluacion del desempeiio de los algoritmos implicito y explicito

Se evalud la precision de los métodos implicito y explicito usando un esquema TVD mediante
un andlisis del error utilizando una solucién de referencia obtenida con el algoritmo implicito
(O(At?)) considerando un paso de tiempo suficientemente pequefio. Para hacer una comparacién
justa, se establecié una relacién entre los pasos de tiempo de cada método, que fue determinada
experimentalmente para obtener un error del mismo orden.

Especificamente, para el método explicito, se utiliz6 el paso de tiempo més grande de forma
que la solucion permanece estable durante toda la simulacién (tener en cuenta que la restriccion
ocurre debido a que en algunos pocos lugares del dominio hay velocidades muy grandes).

Para el caso implicito, el paso de tiempo se eligi6 para que el error cometido sea del mismo
orden que el caso explicito. A modo de referencia, los pasos de tiempo utilizados en el método
implicito son entre 8 y 34 veces méas grandes que el considerado en el método explicito. La figura
3.19 muestra la evolucién de la macrodispersividad longitudinal y transversal obtenida por ambos
métodos para un caso en particular. Como puede verse ambos resultados estdn en el mismo orden.

La tabla 3.5 muestra el desempefio en términos del tiempo de computo requerido para cada
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Figura 3.18: Coeficientes de macrodispersion longitudinal y transversal asintéticos como funcién de la log conductivi-
dad para el caso de adveccion pura. Las barras verticales indican la desviacién estdndar.

caso de transporte (promedio de 100 realizaciones), de acuerdo al tipo de transporte simulado, el
método utilizado y el hardware donde se ejecuto la simulacién.

Debe notarse que los tiempos de computo para los casos de transporte PA y AD son muy
similares. Esto se debe al hecho de que las operaciones que se agregan en el caso AD corresponden
a una multiplicacién usando un valor fijo (D,,) que no implica una lectura a la memoria global de
la GPU.

Para el caso Aa se agregan mds operaciones y lecturas a la memoria global para poder in-
terpolar el tensor de dispersividad en los centros de caras, lo cual afecta significativamente el
desempeiio.

Tabla 3.5: Comparacién del tiempo de computo para los métodos implicito y explicito para los casos de transporte:
Adveccién Pura (PA), Adveccion-Difusion (AD), Adveccion- Dispersion (Aar) ejecutados en diferentes equipos de
cémputo.

ol x 0.25 1 225 4 6.25
Nx x Ny [Mcell] 4.198 4.198 16.81 67.24 134.48
thinal /A 190 190 350 600 1000
Equipo - GPU Método Caso de Transporte  Tiempo de computo promedio [min]
Explicito PA/AD 0.68 152 185 368 2333
Explicito Aa 1.23 388 60,1 1046 6331
Eq. I - Tesla K40  Implicito PA 598 7.68 66,6 571 *
Implicito AD 388 592 553 525 *
Implicito Aa 6.35 9.05 763 697 *
Explicito PA / AD 0.10 022 3,69 46,6 311
Explicito Aa 0.17 052 8,16 122 833
Eq. 2 - Tesla V100 Implicito PA 122 157 123 101 409
Implicito AD 078 122 10,2 926 391
Implicito Aa .15 1.65 129 115 443

* Excede la memoria RAM de la GPU del equipo 1.

Los tiempos reportados en la tabla 3.6 muestran que el algoritmo explicito es mucho mds
eficiente que el implicito en la mayoria de los casos. Por otro lado, como en el método implicito
se requiere resolver un sistema no lineal de ecuaciones en cada paso de tiempo, el tiempo de
computo total es sensible a los parametros seteados en el solver BICGStab y la tolerancia del bucle
externo utilizado para la técnica de correccién diferida. El tipo de transporte simulado también
afecta el desempeio, puede verse que las soluciones en los casos AD y Aa, al ser mds suaves la
convergencia es mas rdpida.

En la tabla 3.6 se comparan la proporcion entre los tiempos de computo de los métodos implici-
to y explicito para diferentes casos. Esta tabla muestra que el efecto que tiene el tamafio del pro-
blema en el desempefio de los métodos para los tres tipos de transporte es que la proporcion se
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Figura 3.19: Coeficiente de dispersién longitudinal y transversal normalizado, para una realizacién con oZ, ;- = 4,
obtenida usando el algoritmo explicito e implicito respectivamente.

reduce a medida que el problema crece.

Esto se explica principalmente porque cuando el sistema lineal crece, el esquema numérico
considerado para el método implicito se vuelve més eficiente, debido a la estrategia utilizada que
vincula el solver BiCGStab y la técnica DC. Dado que el resultado del solver lineal se usa dentro
de un ciclo iterativo, se establecié un nimero maximo de iteraciones en lugar de forzar al solver
a alcanzar una cierta precisién. Esta estrategia se puede adaptar dindmicamente monitoreando
el residuo y aumentando o disminuyendo el niimero de iteraciones maximas del solver en cada
iteracién de lazo DC.

También puede observarse que si la solucidon es mds suave como en el caso Aa, para el tamafio
de dominio mds grande el método implicito puede ser hasta 2 veces mas rapido que el explicito.
Por otro lado, el método explicito, a pesar de ser mds lento que el implicito, requiere menos
memoria, lo que permite resolver problemas de mayor tamaiio. Este es una aspecto particularmente
importante ya que la memoria de las GPU es limitada.

Como puede verse en las tablas 3.5 y 3.6 el caso de 134.48 millones de celdas no se puede
resolver en la GPU K40 (el tamafio méximo para el método implicito es 107.08 Mcell y 299.63
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Tabla 3.6: Relacion entre los tiempos de computo de los métodos implicito y explicito para los diferentes casos de
transporte y ejecucién en diferentes equipos de computo.

ol 0.25 1 225 4 6.25
Nx x Ny [Mcell] 4.198 4.198 16.81 67.24 13448
thinal/ A 190 190 350 600 1000
Equipo - GPU Caso de transporte Relacion: timpiicit/Texplicit
PA 8.8 5.1 3.6 1.6 *
Eq. 1 - Tesla K40 AD 5.7 3.9 3.0 1.4 *
Aa 5.1 2.3 1.3 0.7 *
PA 11.8 7.0 33 2.2 1.3
Eq. 2 - Tesla V100 AD 7.6 54 2.8 2.0 1.3
Aa 6.8 3.2 1.6 0.9 0.5

* Método implicito excede la memoria RAM de la GPU del equipo 1.

Mcell para el caso explicito). Para la GPU V100 el tamafio maximo que se puede resolver es de
302.76 Mcell para el método implicito y 841 Mcell para el explicito.

3.6.3. Conclusiones

En este ejemplo se presentd la implementacion de dos métodos en GPU para resolver el pro-
blema de transporte en el caso de adveccién dominante. Para ello se implementaron esquemas HR
o TVD dando como resultados algoritmos con una precisién espacial de O(h?). Para el algoritmo
implicito el esquema TVD se implementé usando la técnica iterativa de correccion diferida. Segtin
la revision bibliografica esta es la primera vez que se utiliza este enfoque completamente euleriano
para determinar la macrodispersion en medios altamente heterogéneos en un contexto de estudios
MC.

Se mostré que los algoritmos resuelven correctamente problemas con gradientes pronuncia-
dos para adveccidn pura, adveccién difusién y adveccién dispersion para valores de Pe = 100
considerando dominios de hasta 134.48 millones de celdas.

Para probar los métodos se consider6 el problema desafiante de la macrodispersion longitu-
dinal y transversal para varianzas de la log conductividad hasta 6,25. La comparacion con datos
numéricos publicados obtenidos a partir de métodos como random walk particle tracking de alto
rendimiento validan los esquemas numéricos propuestos.

Los tiempos de computo muestran que el método explicito, a pesar de ser un método O(At)
y por lo tanto requiere un paso de tiempo mds pequefio, tiene un mejor desempeiio en GPU en la
mayoria de los casos. Este método, ademas de tener un algoritmo relativamente simple de imple-
mentar, requiere menos memoria que el implicito. El método implicito presenté mejor desempefio
para problemas grandes. Este comportamiento se debe a la no linealidad del esquema advecti-
vo utilizado. El motivo principal es que a medida que el sistema crece, la estrategia de computo
adoptada en el método implicito se vuelve mas eficiente debido al vinculo entre los pardmetros
del solver BiCGStab y la técnica DC. La desventaja de este método es que requiere mis memoria
GPU, lo que puede ser en varias ocasiones una limitacién importante.

Los tiempos de cémputo reportados en este caso de estudio muestran que es factible llevar a
cabo estudios de macrodispersion para medios altamente heterogéneos utilizando métodos total-
mente eulerianos en GPU. Esto representa una alternativa potencialmente atractiva para resolver
problemas que involucran la interaccidn de fases mdviles y estacionarias, o el acoplamiento entre
flujo y transporte, ya que los calculos de flujo y transporte podrian realizarse sobre la misma malla
(a diferencia de los métodos lagrangianos utilizados solamente para el transporte escalar).
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3.7. Ecuacion de difusion no lineal

Esta prueba consiste en la resolucion de una ecuacion de difusion no lineal en 3D usando
el FVM, comparando diferentes esquemas temporales, explicito e implicito, considerando para
el ultimo, el método de NR y el solver CG (Gradientes Conjugados) para el sistema lineal de
ecuaciones. El objetivo es evaluar el desempefio de cada esquema en GPU comparando preci-
sién, velocidad de célculo, tamafio de malla y también considerando el criterio de convergencia
usado. Para evaluar las propiedades de convergencia de los diferentes esquemas en relacién a la
discretizacion espacial y temporal, se propone una solucion analitica arbitraria, la cual satisface la
ecuacion diferencial mediante la eleccién de un término fuente elegido en funcién de la misma.

Se considera el problema parabdlico no lineal en 3D para t € [0,7],7 > 0,

o¢ _

=V (A(@)V9) + f, en Q€ R,
¢ = 0, sobre 02, (3.24)

con ¢(0) = ¢°, en Q

donde A(¢) = diag (a1(¢),a2(¢),as(¢)), es una funcion matricial a valores reales, acotada y
estrictamente definida positiva. En adelante asumimos que existe una funcién ¢(x,t), con x =
(z,y,z) € Q, suficientemente suave solucién del problema (3.24). Para este ejemplo se conside-
rard directamente el caso de difusién isotrépica con a;(¢) = a(¢), i = 1,2, 3.

3.7.1. Discretizacion de la ecuacion de difusion no lineal

Se transforma el problema (3.24) en un sistema de ecuaciones algebraicas usando el método
de los volimenes finitos (FVM), para luego resolver el problema discretizado en GPU.

Para la discretizacion espacial se considerd un dominio cibico © = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1], con
mallas estructuradas de paso constante en cada direccion Az = Ay = Az = h = 1/m, siendo
m la cantidad de celdas por direccién, con condiciones de borde ¢(x,t) = 0 sobre 9Q y ¢ > 0.
Se consider6 un coeficiente de difusion a(¢) = k(¢ + 1), donde « es andlogo al coeficiente de
difusioén lineal, para las simulaciones se usé x = 1. Se considero la siguiente solucién analitica:

d(x,t) = 160e " (x — ) (y — y*) (2 — 2%) (3.25)
y se calculd f de forma ¢(x,t) safisfaga (3.24):

f=160e "zyz(z — 1)(y — 1)(z — 1)

—320kzye (z — 1)(y — 1) (160zyze " (z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1)
—320kzze "(z —1)(2 — 1) (160zyze "(z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1)
—320kyze (y — 1)(z — 1) (160zyze "(z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1)
—256002%y%e ™2 (22 — 1)%(x — 1) (y — 1)?

—256002%2%e 7% (2y — 1)%(z — 1)%(z — 1)?

—25600y2 2% 2 (22 — 1)%(y — 1)%(2 — 1)?

(3.26)

Con esta solucién propuesta, la condicién inicial para el problema es ¢(x,0) = ¢° = 160(x —
2?)(y — y?)(z — 2%). Mediante esta solucién es posible evaluar los errores para las diferentes
implementaciones que se realizaron.

Para aplicar el FVM al problema (3.24), primero se integra sobre la celda C"

Yo - [ voa@veyav+ [ fav (3.27)

Ve ot Ve Ve
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usando el teorema de la divergencia para el segundo término y el teorema del valor medio para el
término temporal y fuente:

06 B
(30) ve= [ a@voyas+ove

99 (3.28)
(90) Ko 5 Moo o = Y alop Vo s
¢ f~nb(C) Fromb(C)

donde la sumatoria abarca todos los centros de cara f de la celda C. Haciendo la suma de las
contribuciones a través de todas las caras de la celda C, usando diferencias centradas para el
gradiente sobre las caras e interpolacion lineal para el coeficiente de difusion a(¢) se obtiene la
forma semi-discretizada de (3.28):

Jd¢ 3 52 ac +ar\ (¢r — ¢c
((%>Ch =h > < 5 )( - >+fch (3.29)

F~NB(C)

Para la discretizacion temporal se aplicé el método theta (0) (2.17) a la ecuacion (3.29):

n

<¢n+1At— ¢n>ch3 — h%(1—0) Z (CLC;GF> <¢F;¢C> + foh

F~NB(C)

Jo (330)

120 Z (%;w) <¢F;¢C) foh

F~NB(C)

donde 0 € [0, 1], de forma que para § = 0 se obtiene el esquema FE y para § = 1/2 se obtiene el
esquema implicito CN.

Esquema explicito - Diferencias hacia adelante

Reemplazando 6 = 0 en (3.30), re-ordenando y agrupando se obtiene el método explicito o
FE:

At
Gt =g+ o | S (k) (6F — o) + 2780 (331)
F~NB(C)

Aqui se destaca que si bien aparecen términos en la sumatoria no lineales en la variable ¢ en la
ecuacion (3.31) debido a que se consideran los casos en que agy = a(¢g:), todos son evaluados en
tiempo actual, resultando en una expresion explicita que se puede evaluar en tiempo futuro n + 1
conociendo la solucién actual, esto es lo que constituye la principal ventaja del método explicito.
Esquema implicito - Diferencias centradas

Para el esquema CN se reemplaza § = 1/2 en (3.30):

(z)n-l—l _n h2 a® + an ¢n _ ¢n "
CAt Ch3:? Z C2F FhC +fCh
F~NB(C)

h2 CLnJrl + an+1 ¢n+1 o ¢n+l .
_|_? Z ( c 5 r r - C +fc+1h
(@)

F~NB

(3.32)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.32) indica que para calcular la solucién en
instante n 4 1 es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas. Para el caso en
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que a es independiente de la variable (ecuacién de difusion lineal) el sistema que se debe resolver
es lineal. Cuando a depende de la variable se debe resolver un sistema no lineal, asi por ejemplo
si se considera un coeficiente de difusién a(¢) = (¢ + 1) el sistema no lineal luce:

oG — b5 _ Wk (@& + D)+ (G + 1) (=,
st 2 () (R ) e
F~NB(C)
(3.33)
h2l-£ (¢7é+1+1)+(¢?+1+1) ¢7}+1_¢g—&-1 il
+7 Z < B) 3 + fC+ h
F~NB(C)

Para resolver el sistema no lineal que surge de considerar a la ecuacién (3.32) para todo el dominio
se utiliza el método de NR. Reescribiendo (3.32) en forma de residuo se obtiene:

A
R(™1) = o — 5+ S8 (84 + f2) +

At n n n n n n n n (3.34)
gz O (AR AR (6 - 0t) + (AR + AR (03 - ap)] =0
F~NB(O)
El método de NR consiste en resolver iterativamente el sistema linealizado
R(9) = R(6®) + 3(6™M) (604 — 60) =0 (3.35)
Definiendo Ag*+1) = 4B+ _ (k) 13 ecuacién (3.35) puede expresarse como
R(d)(k)) + J(¢(k))A¢(k+1) -0 (3.36)
o equivalentemente
-1
P+ — k) _ ( J(¢<k>)) R(¢®) (3.37)

donde J (qb(k)) es el Jacobiano del residuo R evaluado en ¢(*) que corresponde a la variable en
tiempo futuro ¢" ! en la k-ésima iteracién.

3.7.2. Algoritmos

Se implementaron en GPU dos algoritmos: uno explicito y otro considerando el esquema CN.
La implementacién del esquema explicito (ecuacién (3.31)) es trivial ya que por cada paso de
tiempo hay una tnica instruccion.

A falta de un andlisis con el método de Von Neumann para la estabilidad global del método
explicito, en esta ecuacion no lineal, se opt6 por hacer una comprobacién de la estabilidad restrin-
giendo el paso de tiempo de acuerdo al nimero de F'o local, que para el problema 3D resuelto es
At < #2)6. Como el coeficiente de difusion va cambiando al cambiar el tiempo, el paso de tiem-
po es adaptativo de forma que Flo =~ 0,998 durante toda la simulacion, en particular, se actualiza
At cada 2000 pasos de tiempo determinando ¢,,4, en el dominio lo que permite calcular el Aty 4«
de acuerdo al estado de la solucién.

Para ilustrar el algoritmo para el método explicito se usa la siguiente notacién: ¢i*nput Y Poutput
indican los punteros a los dnicos dos vectores almacenados en la memoria global del dispositivo.
El algoritmo implementado para el caso explicito se presenta en 10.

Para el algoritmo implicito se requiere resolver el sistema lineal de ecuaciones, la matriz es
SPD (simétrica definida positiva) asi que se utiliz6 el resolvedor CG, con estilo matrix free. En
este caso, los cdlculos de una celda consisten en el producto de una fila de la matriz J (gb(k))
por el vector auxiliar del resolvedor. Con ello se evita el almacenamiento de la matriz J ya que
se ensambla en el momento de usarla. Respecto al computo del residuo R(qﬁ(k)), se realiza con
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Algoritmo 10: Algoritmo explicito para el problema de difusién no lineal 3D en GPU.

inicializacién qﬁmput < ¢" apunta al vector que contiene el estado inicial ¢";
Poutput < #"*1 apunta al vector donde se guardara la nueva solucién ;
mientras ¢t < Tj,, hacer

t—t+ At

compute_kernel_Interior (@uiput: Pinput) >

compute_kernel Vertexl (guiputs Pnput) >

L]

compute_kernel Edgel (¢guiput, P

mput

O X N QA AW N -

compute_kernel_Sidel ( gboutput,qﬁmpm

sincronizacién: cudaDeviceSynchronize ();

intercambio de punteros: ¢g¢put < Pinput

-
Rl

12 fin

Algoritmo 11: Algoritmo implicito para el problema de difusién no lineal 3D en GPU.

1 inicializacién qﬁinpu
2 ¢Zutput < ¢™*+1 apunta al vector donde se guardaré la nueva solucién ;
3 k+0,t+0;

4 mientras ¢t < Tj,, hacer

. < ¢" apunta al vector que contiene el estado inicial ¢™;

5 t—t+ At
6 célculo del vector residuo inicial R(¢(?)) con kernels concurrentes;
7 sincronizacion: cudaDeviceSynchronize ();
8 cdlculo del la norma del residuo inicial (?) (usando rutinas basadas en CUBLAS);
9 k + 0;
10 mientras 7*) > tol,.; 7(©) + tol,;, hacer
1 seteo del operador lineal para el producto Ax (funcién de qb(k));
12 solucion del sistema usando el resolvedor CG;
13 PR — o) 1 Ag(K) operacién axpy con kernels concurrentes;
14 sincronizacion: cudaDeviceSynchronize ();
15 célculo del vector residuo R(¢(¥)) con kernels concurrentes;
16 sincronizacion: cudaDeviceSynchronize ()}
17 cdlculo del la norma del residuo (*) (usando rutinas basadas en CUBLAS);
18 fin
19 ¢n+1 i ¢(k+1);
20 intercambio de punteros: ¢g¢put < Pinput

21 fin
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la misma estrategia de paralelizacién que el caso explicito, mediante procedimientos del tipo:
kernel( R*, ¢"*, (b(k)*). El algoritmo 11 presenta la estrategia implementada en GPU.

En el método implicito se evaluaron variantes de los algoritmos encontrdndose que en los
casos en que el sistema es muy no lineal, resolver una sola iteraciéon NR implica la solucién del
sistema lineal con CG hasta una precision aceptable y esto requiere de una cantidad considerable
de iteraciones CG, mientras que si el sistema se resuelve de manera aproximada en CG, esto es, por
ejemplo fijando la cantidad maxima de iteraciones CG y actualizando el sistema lineal a resolver
(iteracion NR) se obtienen ganancias de tiempo de computo en un factor de 10 para un mismo
error final en la solucién obtenida al salir del lazo de NR. Por el contrario, en la medida que el
problema se vuelve mas lineal, es mas conveniente hacer una sola iteracién de NR y resolver el
sistema con CG hasta una precision aceptable.

Los mejores desempefios para el algoritmo implicito se encontraron variando dindmicamen-
te el ndmero de iteraciones CG, el criterio que se utilizé para esto fue el de incrementar en un
porcentaje dado el nimero IT,,4x c¢ (iteraciones médximas del CG) si la tasa de convergencia
del residuo del método de NR baja en menos de un orden de magnitud (log(r*) /r(*=1) ~ 1)y
reducir IT 4« o sila tasa de convergencia de NR es muy alta (log(r(k) / r(kfl)) > 3/2). De esta
manera se evita realizar iteraciones CG sin antes actualizar el sistema a resolver, es decir pasar a
la siguiente iteracion de NR en los casos que la convergencia NR avanza rapido, y resolver mejor
el sistema (aumentando [T, c) si la tasa de convergencia de NR es baja.

3.7.3. Validacion: estudio de convergencia numérica

Los algoritmos implementados se ejecutaron en el equipo 1. Para comparar los esquemas de
discretizacién temporal y espacial, se eligié un tiempo final de simulacién igual a 1.84s, conside-
rando que la condicién inicial alcanza un maximo igual a ¢° . = ¢(1/2,1/2,1/2,0) = 2.5 resul-
tando el coeficiente de difusion igual a a((b?néx) = 3,5, mientras que parat = 1,84s, ¢111;2i = 0,397
y el coeficiente de difusion vale a(¢) = 1,397. Observando que a(¢) = k(¢ + 1) — 1 al avanzar
en el tiempo, por lo tanto el problema va perdiendo la no linealidad conforme avanza la simula-
cién. En el intervalo de simulacién seleccionado el problema mantiene un componente no lineal

importante.

Se realizé un estudio de convergencia en malla para la discretizacion espacial, tanto para el
esquema explicito como para el implicito y un estudio para la convergencia respecto a la discre-
tizacién temporal, en este caso se realiz6 el anélisis solamente para el esquema implicito, debido
a que el paso de tiempo en el esquema explicito viene condicionado por el nimero de Fourier
local Fo = 6a(¢)At/h? y para valores de At menores, el error debido a la discretizacién tempo-
ral es menor al que brinda el esquema espacial usado, luego la solucién numérica obtenida resulta
practicamente igual para cualquier At menor al impuesto por el nimero Fo. Para las simulaciones
se consideraron diversas discretizaciones espaciales teniendo en cuenta la arquitectura SIMT, para
esto se eligen grillas de manera que el nimero de celdas internas N, por direccién (x,y, z) sea
multiplo de 32 (a excepcidn de las dos grillas mas pequefias), como los casos de borde se tratan en
kernel separados el nimero de celdas total por direccion resulta en (14 N; + 1). Los tamafios de
grillas analizadas en este trabajo variaron desde 10x10x10 a 898x898x898 (724.150.792 celdas).
Cabe aclarar que para el caso implicito el tamafio maximo que se pudo correr fue de 514x514x514
(135.796.744 celdas) debido a la limitacién de tamafio en la memoria del dispositivo. En la tabla
3.7 se muestran las dimensiones de los casos simulados. Por dltimo mencionamos que los resul-
tados en las grillas que exceden las 514 celdas por direccién del caso explicito se utilizaron para
evaluar el desempeiio (seccién 8) y que para el estudio de convergencia en espacial y temporal
solo se muestran las comparaciones hasta ese tamafio de grilla.

En la figura 3.20 se muestra la solucidén numérica obtenida para diferentes instantes de tiempo.



62 CAPITULO 3. ALGORITMOS EN GPU
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Figura 3.20: Solucién numérica para diferentes instantes de tiempo distribuidos uniformemente desde ¢t = Os at =

1,84s.
NyNyN. # cell NyNyN. # cell
10x10x10 1.000 322x322x322 33.386.248
18x18x18 5.832 418x418x418 73.034.632

34x34x34 39.304 450x450x450  91.125.000

66x66x66 287.496 514x514x514  135.796.744

98x98x98 941.192 | 610x610x610" 226.981.000*
130x130x130  2.197.000 | 706x706x706* 351.895.816*
194x194x194  7.301.384 | 770x770x770* 456.533.000*
258x258x258 17.173.512 | 898x898x898*  724.150.792*

Tabla 3.7: Dimensiones de los casos de prueba utilizados ((*) Solamente en el esquema explicito).

Convergencia del esquema temporal

Se evalu6 la tasa de convergencia para el esquema temporal de CN en las grillas de 663, 1302,
2583 y 5143, el tiempo de simulacién para realizar la comparacién con la solucién analitica fue de
1,84s, el error (¢) se evalud usando el RMS (Root Mean Square) entre la solucién numérica y la
analitica

N,NyN.

RMS = Z (¢i,exac - Qbi,nurn)2 /NxNyNz (3.38)
=0

En la figura 3.21 se muestran los resultados obtenidos para las 4 grillas, en todos los casos el
error se reduce hasta estabilizarse en un valor que viene dado por la resolucién espacial de la grilla,
puede apreciarse también que el esquema temporal es efectivamente de O(At?), por lo tanto se
tiene una tasa de convergencia que es cuadrética al variar el paso de tiempo. En concreto puede
apreciarse €1 /ez ~ (At1/At3)? y que la pendiente en escala logaritmica es aproximadamente de

(log(e1)—log(ea)) 2,y que por lo tanto, al reducir el paso de tiempo a la mitad el error se reduce

(log(At1)—log(At2))
en un factor de 4.

Convergencia del esquema espacial

Para evaluar la convergencia en malla hay que tener en cuenta algunos factores. El primero a
considerar es que como la estabilidad condicional del esquema explicito esta sujeta al nimero de
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Convergencia esquema temporal
T T

—>%— grilla 66x66x66

1073 F | —sk— grilla 130x130x130
—O— grilla 258x258x258
—— grilla 514x514x514 ¥

———(ay? /

error

10°

Figura 3.21: Estudio de la convergencia del esquema temporal para 4 dimensiones de grilla diferentes.

Fourier, el paso de tiempo debe acompafiar el tamafio del paso de malla bajo la relacién At ~ h?,
de esta manera en general se tiene que el error del esquema temporal no afecta el orden de la so-
lucién. El segundo factor a considerar es que el esquema implicito resulté ser incondicionalmente
estable y por lo tanto un paso de malla dado h; se pudieron correr casos para diferentes pasos de
tiempo. Entonces para realizar una comparacion entre ambos esquemas se eligi6 el paso de tiempo
de manera que el error temporal esté por debajo del error espacial. Esto dltimo permite evaluar di-
ferentes grillas que pueden dar errores mayores al de la discretizacioén temporal. El segundo factor
que se menciona puede verse en la figura 3.22 (izquierda) la cual muestra dos corridas del caso
implicito usando At = 0,115s y At = 0,0575s, de manera que para mallas cada vez mas finas, el
error se estabiliza en un valor dado por el orden de precisién del método CN como es de esperar.
En la figura 3.22 (derecha) se muestra la tasa de convergencia para el método explicito e implicito
juntos, puede verse que ambos tienen una tasa de convergencia cuadrética al refinar la malla.

Convergencia esquema espacial Convergencia esquema espacial
" ;

3 E
10 5 103
—¥— Implicito At=0.115 v Z —¥— Implicito At =0.014375 §
—F 'TP“C"O At=0.0575 g —©— Explicito At= Ax?/ (6.01 A(6))
———p 7 _—— =2
8 8/ W 8 -
104 P ~ 3 104F pe; PRI
% © 7 % ©
< @ ] = ¢ = x
b Q < 8 7 x ©
x x 8 g 8
< © — V2 < —
5 b} & x = 2 *
S 10°F % % 8 < 1 £ 10%F o 3 E
) by 2 — ° x 1
3 i
wn o~ Ve g
e o
e < x
P e ]
- x o
<
106 F > Ax=Ay=Az=h 1 10°F 2 Ax=Ay=Az=h E
P 3
4 e
7
e
10,7 L 10-7 = L
10 102 10t 103 102 10t
h (paso de malla) h (paso de malla)

Figura 3.22: Convergencia del esquema espacial del método implicito para dos pasos de tiempo diferentes (izquierda)
y comparacién con el método explicito (derecha).
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3.7.4. Evaluacion del desempeiio
Para medir la eficiencia del algoritmo explicito se evalia la velocidad a la que se procesan las

celdas de la siguiente forma:

rate = (3.39)

Nisteps X Ny X Ny X N, [Mcells}

tiotal X 106 sec

siendo Ngeps €l nimero de pasos de tiempo realizados, ;44 €l tiempo total de la simulacién
en segundos. Para el caso implicito se puede estimar una rate equivalente considerando que para
cada paso de tiempo se tienen que realizar varias iteraciones en el resolvedor CG y calcular el
residuo o lado derecho para el método de NR al menos una vez por cada iteracién, de manera que
la eficiencia viene dada por:

rate = (3.40)

ttotal X 106

(Nit,og + Nit nr) X Ny X Ny X N, [McelLS]
sec

siendo N;; ¢ el nimero total de iteraciones CG realizadas, N;; v €l acumulado de iteraciones
en el método de NR. Esto se eligi6 asi debido a que la cantidad de operaciones calculadas en
los kernels, tanto para el producto Az de CG como para el célculo del residuo R*) de NR son
similares a las del método explicito en cada paso de tiempo, las tinicas dos diferencias entre los
esquemas es que en el método explicito por cada paso de tiempo y por celda se requieren dos lec-
turas/escrituras: (@input, Poutput), Mientras que en el implicito se requieren tres lecturas/escrituras

en la memoria global: (A¢i(r]f}))ut, A¢gﬁ{put, o*))y (R®), ", ) para CG y residuo de NR res-
pectivamente, y por otro lado en el resolvedor CG se realizan algunas operaciones de reduccién
(normas, producto interno, etcétera) y del tipo axpy. Sin embargo se considera que las operaciones
mads costosas son las dos usadas para el cdlculo del rate.

Ademads se evaluaron los tiempos de calculo de cada método para diferentes resoluciones de

grilla, y los tiempos de cédlculo para obtener diferentes errores al comparar con la analitica.

Evaluacion de la tasa de procesamiento

En la tabla 3.8 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para las tasas de procesa-
miento, mas valores se muestran en la figura 3.23. Puede apreciarse que el algoritmo explicito
explota la potencia de calculo de 1a GPU hasta que se produce una saturacién en la tasa para domi-
nios computacionales mayores a los 33 millones de celdas hasta los 135 millones donde se ve una
caida del desempeiio para dominios mayores manteniéndose un valor residual de 2880 Mcell/sec.
Puede verse que el algoritmo implicito no aprovecha al maximo el hardware y la relacion entre las
tasas de procesamiento en cada método es de 1 a 3 en todas las grillas analizadas.

N, =N, =N, 66 130 258 322 418 514 706* 898*
[Mcell] 033 22 17,2 334 73,0 1358 351,9* 724,1*
rate Explicito [Mcell/sec] 521 1444 2608 2931 2940 2983 2885 2834
rate Implicito [Mcell/sec] 138 516 837 888 899 856 - -
Texp/Timp 3,77 2,79 3,11 330 3227 3,48 - -

Tabla 3.8: Tasas de procesamiento obtenidas para los dos métodos explicito e implicito ((*) Solamente en el esquema
explicito).

Errores y tiempos de calculo

Se evalud el tiempo computacional o de calculo requerido por celda por cada segundo de simu-
lacién, un tiempo de cémputo mayor por segundo de simulacién significa que el algoritmo es mas
rapido. El costo computacional de la simulacion es proporcional al nimero de celdas procesadas
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Figura 3.23: Eficiencia de los dos algoritmos en base a la tasa de procesamiento.

N = N;NyN, y ala cantidad de pasos de tiempo requeridos en cada segundo de simulacion, es
decir costocempy = O(steps/sec x N) = O(N/At), considerando que en el método explicito el
paso de tiempo estd restringido por el nimero de Fourier, deducimos que:

At=0(h?) =0 ((1/1\@)2) ~0 ((1/]\71/3)2) — O(N~2/3) (3.41)

esto es:
COStOcomp = O(N/N72/3) = O(N/3) (3.42)

entonces se espera que el tiempo computacional se incremente a la potencia 5/3 del niimero total de
celdas procesadas para un mismo tiempo de simulacion. En la figura 3.24 (izquierda) se muestra
que la tendencia final en el método explicito es la esperada mientras que para el implicito la
pendiente es un poco menor y proxima a 4/3, esto se explica debido a que el paso de tiempo se
mantuvo constante en dichas pruebas, en particular, se fijé At = 0,014375, o en otras palabras
se fij6 la cantidad de pasos de tiempo en cada simulacién. Por otro lado en el método implicito el
costo computacional por cada paso de tiempo es dado por la cantidad de iteraciones del resolvedor
CG siendo esto tltimo proporcional a la cantidad de celdas por direccién (/N) como puede verse
en la figura 3.24 (derecha). Entonces se espera un costo computacional para el método implicito
igual a:

COStOcomp = 1/ At X Nyt G total X N = O(N1/3 x N) = O(N4/3)

const

(3.43)

Respecto a los errores, en la figura 3.25 (izquierda) se muestra que decrecen a una tasa del
orden O(N -2/ 3) en ambos casos (explicito e implicito) esto es equivalente a lo mostrado en el
analisis de convergencia de la discretizacién espacial debido a que h = N~ 1/3.

Finalmente en la figura 3.25 (derecha) se comparan los errores obtenidos en los dos esquemas
para sus respectivos tiempos de célculo, se observa que para problemas pequefios (menores a 0.3
Mecell ~ 66°) es mas eficiente el método explicito y para problemas mas grandes la relacién se
invierte, siendo mas eficiente el método implicito, esta diferencia crece al aumentar el nimero de
celdas llegando una relacion de 1/10 en los tiempos de cdlculo requeridos por el método implicito
y explicito respectivamente. Esto se debe a que el At 4, en el esquema explicito esta fuertemente
condicionado con el nimero de Fourier y el implicito permite pasos de tiempo mayores (en este
ejemplo Atimplicito = 0,014375), ademds de esto, en el método implicito se pueden variar los
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Figura 3.24: Tiempos de cdlculo por segundo de simulacién versus el tamafio de la grilla (izquierda) y nimero de
iteraciones de CG acumuladas en la simulacion (derecha)
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Figura 3.25: Error obtenido para ¢t = 1,84s versus el tamaiio de la grilla (izquierda) y comparacién del error obtenido
para diferentes tiempos de célculo en el método explicito e implicito (derecha).

criterios de convergencia del resolvedor CG y el lazo de NR permitiendo un fuerte incremento en
la performance del algoritmo.

3.7.5. Conclusiones

Los resultados muestran que ambos algoritmos (explicito e implicito) explotan al maximo las
capacidades de la GPU, logrando simular problemas con muy alta resolucion en el caso explicito
(hasta 724 millones de celdas) sin embargo en el caso analizado se tiene una fuerte restriccién en
la estabilidad numérica del método requiriendo pasos de tiempo relativamente pequefios.

Respecto al método implicito se comprobd que a pesar de tener valores de rates mas bajos
respecto al algoritmo explicito, variando los criterios de convergencia en el resolvedor CG segin
la evolucién del residuo en el método de NR, es posible obtener un buen desempeiio global. En
particular, se gana mucha eficiencia fijando las iteraciones maximas del resolvedor CG en cada
iteracién de NR en lugar de forzar la solucién de CG hasta cierta precision. En relacién a esto,
se probd que el orden de precisién temporal en el método de NR no cambia al realizar mads itera-
ciones, pero como contrapartida se vié que para problemas cada vez mas no lineales, resolver una
unica vez el sistema de ecuaciones con el resolvedor CG (una sola iteraciéon de NR) requiere un
nimero considerablemente mayor de iteraciones CG. Por lo tanto se obtuvieron mucho mejores
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resultados resolviendo de forma inexacta el sistema en el resolvedor (fijando el nimero de itera-
ciones CG dindmicamente) y actualizando mas veces el sistema lineal a resolver (iteraciones NR)
hasta obtener una precisioén deseada al salir del lazo NR. Esta misma caracteristica se encuentra
en los algoritmos segregados por ejemplo el método SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure
Linked Equation) usados para resolver las ecuaciones de Navier Stokes en los cuales no se resuel-
ve el sistema de forma precisa en cada iteracion interna del algoritmo sino que solo se fuerza la
conservacién de masa al final de cada paso de tiempo [61].

Cabe mencionar que los algoritmos implementados alcanzan el limite del ancho de banda de
la tarjeta antes de alcanzar el limite en la capacidad de procesamiento de la GPU. Esto se debe a
que las operaciones realizadas por cada CUDA Threads tiene una intensidad aritmética muy baja
y se consume m4s tiempo en la lectura-escritura de datos requeridos para los cdlculos. Lo anterior
explica el porqué de los resultados obtenidos en términos del rate explicito versus implicito, ya
que en el dltimo se requiren tres veces mas operaciones de lectura-escritura en memoria global.
Finalmente se destaca que la combinacién de criterios y métodos en el algoritmo implicito aceleran
la convergencia global del problema, requiriendo menos operaciones totales para llegar al mismo
resultado que el algoritmo explicito.

3.8. Comparacion de algoritmos SIMPLE y FS

En esta prueba se resuelven las ecuaciones para flujos incompresibles en estado estacionario
y transiente, en dominios 2D y 3D, implementando dos métodos en GPU, FSM y SIMPLE. Se
realiza ademds una evaluacidn utilizando diferentes métricas para medir el desempefio, discutiendo
tasas de procesamiento para diferentes tamafios de malla. El caso de estudio es el test del flujo en
una cavidad cuadrada (ctibica en 3D) con tapa deslizante.

3.8.1. Discretizacion espacial y temporal

Para esta prueba, se resolvieron numéricamente el conjunto de ecuaciones de NS aplicando
los algoritmos 2 y 3 desarrollados en el capitulo 2 que implementan el método SIMPLE y FSM
respectivamente, como esquema de discretizacion espacial, se utilizo CN para SIMPLE y la com-
binacién CN y AB (difusién y adveccion respectivamente) en el FSM. Para la discretizacion espa-
cial se utilizaron el método CD en las pruebas 3D mientras que para las pruebas 2D se utilizaron
los esquemas CD y QUICK de acuerdo al nimero de Reynolds a simular.

A continuacién se brindan algunos detalles sobre la implementacion de cada algoritmo en
GPU.

Implementacion del algoritmo SIMPLE en GPU

Para implementar el algoritmo SIMPLE se elaboraron las siguientes funciones:
» aC_RHS_residuo();

» stencil_op_momentum() ;

» rhie_chow_interp();

= RHS pressure () ;

» stencil_op_PPE();

m updatemf () ;
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Todas las funciones se componen de 9 kernels (caso 2D) o 27 kernels (caso 3D) con ejecucién
concurrente donde el kernel que procesa el interior del dominio en el caso 3D se paraleliza reco-
rriendo por planos horizontales como se explicé secciones atrds. A continuacién se describen las
variables para el caso 3D.

Todas las variables se almacenan en la memoria de la GPU, las variables almacenadas propias
del método son 22 y corresponden a los siguientes vectores: aClq,y (1 vector con los coeficientes
centrales iguales para las 3 ecuaciones de momento, los aportes de las condiciones de borde se in-
corporan posteriormente en cada caso por separado); uy,, Un, Wy, pn (4 vectores para las variables
a tiempo actual); u., v, ws (3 vectores para las variables de iteracién dentro del lazo SIMPLE);
ug, Vg, Wo, pp (4 vectores para los campos de velocidad a tiempo pasado y el campo de correccién
de la presion); m., my,, m; (3 vectores con los flujos en caras); rhs;, rhsy, rhs., rhs, (4 vectores
con los lados derechos de cada ecuaciéon de momento y ecuacion para la correccion de la presion);
resy, resy, res, (3 vectores para monitorear el residuo de las ecuaciones de momento). Ademads
de los 22 vectores, se requieren 8 vectores auxiliares utilizados en los solvers BiCGStab y CG.

La funcién aC_RHS_residuo () ; calcula el vector de coeficientes centrales aC',,,, que se
utiliza para ensamblar las ecuaciones de momento, para la interpolaciéon de Rhie Chow y para la
ecuacion de correccién de la presion, calcula el RHS de las ecuaciones de momento y el residuo
de las mismas para chequear el proceso de convergencia.

La funcién stencil_op-momentum () ; realiza la operacion tipo stencil para llamada por
el solver lineal de las ecuaciones de momento. Utilizando un esquema centrado o upwind segun si
se utilizan esquemas TVD via técnica DC o no.

La funciéon rhie_chow_interp () ; realiza la interpolacién de Rhie-Chow para los flujos
Me, My, My €n caras que se utilizaran como RHS en la ecuacién de la presién (PPE).

La funcién RHS_pressure () ; calcula el desbalance en los flujos mésicos y determina el
vector RHS de la PPE.

La funcién stencil_op_PPE () ; realiza la operacion tipo stencil que requiere el solver para
la presion utilizando el vector aC'yyqy-

La funcién update_mf () ; corrige los campos de velocidad, de flujos en caras y el campo
de presiones.

Cabe destacar que en estas funciones se hace un rehiiso intensivo de los datos leidos en me-
motia global de la GPU es por ello, que por ejemplo la funcién aC_RHS_residuo () ; realiza
las operaciones requeridas para las 3 ecuaciones de momento ya que coinciden muchas cosas al
momento de ensamblar los sistemas (principalmente lado derecho y computo del residuo para
chequear la convergencia). Para los vectores que mds se van a utilizar se los carga en memoria
compartida shared memory para liberar la memoria de registros de la cual también se hace uso
intensivo para permitir el rehiso de variables auxiliares durante el cdlculo del kernel. Finalmente,
el algoritmo 12 presenta la implementacion basada en GPU que se realizo.

Implementacién del algoritmo FSM en GPU

La implementacién del FSM es relativamente mds sencilla que en SIMPLE. En este caso se
implementaron las siguientes funciones:

» RHS momentum() ;

» stencil_op_momentum() ;
» update_Ufaces () ;

= RHS pressure () ;

= stencil_op_PPE();

» update_p_uU();
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Algoritmo 12: Implementaciéon GPU del algoritmo SIMPLE en 3D.

1 inicializacién de los campos;
2t 0;
3 mientras ¢t < Tj,, hacer

conv < 0, iter « 0, tol < 1,0;
mientras conv == 0 hacer

4
5
6
7
8

9
10
11
12

13
14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27 fin

fin

iter < iter + 1;
coeficientes para ecs. momento y RHS: aC_RHS_residuo ();
calculo de la norma de residuos para chequeo de convergencia:
residuo, < ||resy||, residuoy < |[resy||, residuo, < |[res,||;
llamada al solver: BiCGStab (ux, rthsy) ;
llamada al solver: BiCGStab (vs, rhsy) ;
llamada al solver: B1CGStab (wy, rhsy) ;
actualizacién de flujos mésicos via interpolaciéon de Rhie-Chow:
rhie_chow_interp (aCypw,Me,Mp,Me,pnt) ;
computar RHS para PPE: RHS _pressure (me,my,,my¢,rhsp) ;
calculo de la norma del res. p. chequeo de conv.: residuoy, < |
llamada al solver: CG (pp, rhs)) ;
correccion de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presion:
update_mf ();
chequeo de convergencia: tol «— max(residuo,, residuoy, residuo,, residuoy);
si fol < 1e — 8 entonces
‘ conv < 1;
fin
si iter < itery s, entonces
‘ conv < 1;
fin

rhspy|l;

intercambio de punteros para los campos de velocidad;
t—t+ At




70 CAPITULO 3. ALGORITMOS EN GPU

Las variables almacenadas en GPU propias del método son 18: y corresponden a los siguientes
vectores: pn, pp (2 vectores, uno para el campo de presiones y el campo de correcién de la pre-
sién); uy, vn, Wy (3 vectores para las velocidades a tiempo actual); u,, v, W, (3 vectores para los
campos de velocidad a tiempo pasado); U,, V,,, W, (3 vectores con los flujos en caras a tiempo
actual); Uoyo, Voo, Woo (3 vectores con los flujos en caras a tiempo pasado); rhs;, rhsy, rhs., rhsy
(4 vectores con los lados derechos de cada ecuaciéon de momento y ecuacién para la correccién de
la presién). Ademds de los 18 vectores, se requieren 4 vectores auxiliares utilizados en el solver
CG. En este caso las operaciones que realiza cada funcién no necesitan describirse. El algoritmo
13 presenta la implementacién disefiada para GPU de este método.

Algoritmo 13: Implementacién GPU del algoritmo FSM en 3D.

1 inicializacién de los campos;

21+ 0;

3 mientras ¢t < Tj,, hacer

4 calculo de los RHS de las ecuaciones de momento: RHS_momentum () ;

5 intercambio de punteros de velocidades y flujos a tiempo pasado para las tres
direcciones: U, <> Upo, Up <> Upo, . . .5

Ilamada al solver: CG (u,, rhs,,) ;

llamada al solver: CG (v,, rhs,,) ;

llamada al solver: CG (w,, rhs,,) ;

actualizacién de flujos mésicos via interpolacién de Rhie-Chow:
update_Ufaces (Ug,Vo,Wo,Us,Vo,Wo,pn) ;

10 computar RHS para PPE: RHS_pressure (U,,V,,W,,rhs;) ;

11 llamada al solver: CG (pp, rhs)) ;

12 correccion de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presiones:

update_p_u_U (Ug, Vo, Wo, Uy, Vo, Wy, pn) 3

13 t+— t+ At;

14 fin

NI CHEE S BN

3.8.2. Validacion: Caso 2D - cavidad cuadrada con tapa deslizante

En la figura 3.26 se presenta el esquema para el problema 2D y las respectivas condiciones de
borde aplicadas.

u=1,v=0,
ey
K o et e bl
Q dp/on =
u= u="u
1m v=0, v=0,
ap/on p/on =0,
dp/on =0,
u=0,v=0,
hd 1m
° )

Figura 3.26: Dominio y condiciones de borde para el problema 2D de la cavidad cuadrada con tapa deslizante.
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Caso estacionario

El problema se resolvio para diferentes valores del nimero de Reynolds a saber: Re = 100, 1000, 3200, 5000, 7
Los 3 primeros casos se resolvieron utilizando el FSM con el esquema CD hasta alcanzar el esta-
do estacionario, mientras que para los tltimos 3 casos se utilizé SIMPLE estacionario porque al
tratarse de problemas a altos Re el estado estacionario demora mds tiempo en alcanzarse con un
método transiente, ademds de ello, se utiliz el esquema QUICK que es mas preciso para flujos a
mayor Re. En todos los casos se utiliz6 una grilla de 128 x 128.

Figura 3.27: Solucién numérica para Re = 100, 1000, 3200 utilizando el algoritmo FSM y un esquema espacial CD
para el término advectivo y difusivo.

Figura 3.28: Soluciéon numérica para Re = 5000, 7500, 10000 utilizando el algoritmo SIMPLE estacionario y un
esquema espacial QUICK para el término advectivo y CD para el término difusivo.

Para validar los resultados, se compararon los perfiles de velocidad en las lineas centrales
del dominio con los resultados obtenidos por Guia et. al. [63]. Las figuras 3.29 y 3.30 presenta
la comparacién para diferentes valores de Re, puede verse que la solucién provista por ambos
algoritmos es realmente aceptable considerando que se utiliz6 una grilla relativamente gruesa para
la prueba.

A modo de referencia en cuanto a tiempos de cdmputo, la solucién del problema estacionario
utilizando el algoritmo SIMPLE en grillas de 128 x 128 y 256 x 256 requiere 34s y 84s respecti-
vamente en el equipo 1 (GPU Nvidia Tesla K40), mientras que en el equipo 2 (GPU Nvidia Tesla
V100) el tiempo de cdmputo es de 16s y 28s respectivamente, en ambos casos, la tolerancia en
los residuos del método fue le-6. Cabe mencionar que estos tamafos estin lejos de aprovechar las
capacidades de computo de la GPU debido al tamafio del problema.
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Figura 3.29: Perfiles de velocidad para las lineas centrales para la cavidad en 2D, Re = 100, 1000, 3200 utilizando el
algoritmo FSM y el esquema espacial CD para el término advectivo y difusivo, comparacién con los resultados de Guia
et. al. [63].
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Figura 3.30: Perfiles de velocidad para las lineas centrales para la cavidad en 2D, Re = 5000, 7500, 10000 utili-
zando el algoritmo SIMPLE y un esquema espacial QUICK para el término advectivo y CD para el término difusivo,
comparacién con los resultados de Guia et. al. [63].

3.8.3. Validacion: Caso 3D - cavidad ciibica con tapa deslizante

En esta prueba se resuelve el problema de la cavidad en 3D a Re = 1000 utilizando los 2
algoritmos. En el primer caso se resuelve la ecuacion hasta el tiempo 7§, = 40s donde se asume
que ha alcanzado el estado estacionario.

Enla figura 3.31 se presenta la solucion numérica obtenida sobre una grilla de 130 x 130 x 130
para diferentes instantes de tiempo.

La figura 3.32 presenta las isosuperficies de vorticidad y las lineas de corriente una vez alcan-
zado el estado estacionario. En la figura 3.33 se comparan los perfiles de velocidad en las lineas
centrales z y z con los resultados obtenidos por Ku et al. [89] utilizando métodos pseudoespec-
trales. Puede observarse que los resultados coinciden con los valores de referencia para el caso
3D. Si bien para los perfiles de la figura 3.33 se utiliz6 la solucién provista por FSM, el resultado
que se obtiene utilizando el algoritmo SIMPLE en estado estacionario es idéntica, por ello no se
incorpor6 en la figura.

Desempeiio en GPU de los algoritmos SIMPLE y FSM

En este segundo caso, se ejecutaron ambos algoritmos en el equipo 1 para diferentes tamafios
de grilla, en la tabla 3.9 se muestran los nimeros de celdas por direccién de cada grilla. La simu-
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Figura 3.31: Solucién numérica de la cavidad cubica a Re = 1000 para diferentes instantes de tiempo.

lacidn se llevé a cabo hasta un tiempo fisico de simulacién T§,, = 16s, con un paso de tiempo
At = 0,0025s con lo que la cantidad de pasos de tiempo realizados es £ = 6400. Se calcularon
las tasas de procesamiento en Mcell/s para cada grilla y algoritmo de acuerdo a la expresion:

rate — Niteps X Nz X Ny x N, | Mcells (3.44)
tioal X 106 sec
Ny =Ny=N, 34 66 130 258 354
[Mcell] 0.039 0.29 220 17.17 44.36

ratespmpLg [Mcell/sec]  18.5  109.6 3375 4723 550,8
rategs [Mcell/sec] 482 252.0 673.1 786.3 7169
rategs /rateSIMpLE 2.60 2.30 1.99 1.66 1.30

Tabla 3.9: Tasas de procesamiento en Mcell/s obtenidas para el algorimto FSM y SIMPLE en GPU utilizando el Equipo
1.

La figura 3.34 presenta las tasas de procesamiento versus el nimero de celdas del dominio
computacional para las pruebas ejecutadas en el Equipo 1. Puede observarse que el algoritmo
FSM tiene un mejor desempefio que el método SIMPLE, aunque para problemas grandes puede
observarse una caida en el rendimiento, esto podria explicarse en que el algoritmo FSM es mds
sencillo que SIMPLE y tiene una intensidad de computo pequefia en relaciéon a los accesos a
memoria global, luego, a medida que el problema crece el ancho de banda de la GPU comienza a
degradar el rendimiento.

El algoritmo SIMPLE por el contrario, como se explicé al comienzo de la seccidn, posee gran
intensidad de cémputo con mucha re-utilizacién de los datos una vez leidos desde la memoria
global, en consecuencia el rendimiento tiende a mejorar al incrementar el nimero de celdas totales
de la grilla porque se aprovecha mejor la capacidad de cémputo de la GPU en relacién al ancho
de banda.

En cuanto a los tiempos de computo, el FSM es més rdpido que SIMPLE vy la relacién de
tiempos se reduce en la medida que el problema crece. Para problemas suficientemente grandes,
ambos algoritmos consumen un tiempo de computo similar.
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Figura 3.32: Isosuperficies de vorticidad y lineas de corriente (arriba), lineas de corriente en los planos centrales (abajo)
para el problema de la cavidad cibica a Re = 1000.

Conclusiones para problemas 3D

Ambos algoritmos poseen buen desempefio en GPU, explotando las capacidades de computo
de la misma, logrando simular problemas con resolucién de hasta 44 millones de celdas en el
equipo 1 (GPU Tesla K40). Sin embargo debe destacarse que el FSM es en gran medida mas facil
de implementar en comparacién al método SIMPLE. Ademds de ello, el uso del esquema temporal
AB para el término advectivo, permite que en caso de incorporar esquemas TVD sea mucho mas
sencillo debido a que se trata explicitamente, mientras que en SIMPLE, al tener un lazo interno,
implica que para usar esquemas TVD, debe utilizarse una técnica DC o alguna linealizacion.

Por otro lado, en caso que se requieran resolver problemas estacionarios, el algoritmo SIMPLE
es mas adecuado ya que permite obtener la solucién en tiempos reducidos en comparacién al FSM,
esto es particularmente til en problemas a altos Reynolds.

Finalmente, aunque el algoritmo SIMPLE posee tasas de computo mds bajas, para problemas
grandes, los tiempos de célculo se comienzan a parecerse a los del FSM. Lo anterior se explica
en que el SIMPLE es un método segregado y no se requiere resolver a alta precisiéon en cada
iteracion del lazo, esto permite acelerar velocidad de convergencia global del método en cada paso
de tiempo.

Cabe mencionar que ambos métodos se podrian mejorar considerablemente si se utiliza la FFT
o métodos multigrilla para la resolucién de la ecuacion de la presion. Sin embargo, estas técnicas
son mas faciles de implementar en el FSM por ser constantes los coeficientes de la matriz, cosa que
no ocurre en SIMPLE debido a que los coeficientes en la PPE dependen del campo de velocidades.

En base a los resultados obtenidos, para los capitulos siguientes se utilizard el FSM, donde se
incorporardn las técnicas de fronteras embebidas para poder resolver las ecuaciones en dominios
con fronteras irregulares.
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Figura 3.33: Perfiles de velocidad para las lineas centrales en el problema de la cavidad ctibica a Re = 1000 utilizando
el algoritmo FSM solucion en estado estacionario (tfna = 40s), utilizando un esquema espacial CD para el término
advectivo y difusivo, comparacién con los resultados de Ku et al. [89].

Computing rates in GPU Computing times in GPU, A t = 0.0025s, T“I1a| = 16s, steps = 6400
800 . ! ! 7
10 T T T
—+&— SIMPLE —&— SIMPLE Lo
700 | —©—Fs | e s 3
=
10°F = & i
600 3 3 ] = 2 3
2 = T 3 & o z
T 500 f = N 3T 4 & = 2 3 3
8 5 i = & ] fwp 8 : g T
g 2 o = o 8 2 < x = <
8 400 @ 8 s I | B 3 s 3 & &
= 3 @ - = 2 S x ° o = “
= S © ~ < £ 3 - - <
E = - - g @ 104 E f: © :1 ﬁ 4
S 300 - 3 e R x o < 2 x
2 2 < £ @ © 3
< « 8 = 4 ®
3
200 F x ol x X
3 Q ° 3L o 1
S x 10 2
100 & b 1 8
0 L L L 102 L L L
10* 10° 10° 107 108 10* 10° 10° 107 10°
NN N_ [#cell] NN N_ [#cell
Xy z Xy z

Figura 3.34: Solucién numérica de la cavidad cibica a Re = 1000 para diferentes instantes de tiempo.
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Capitulo 4

Métodos multigrilla

A partir de una revision bibliografica, se identific6 que existen pocas implementaciones di-
sefadas para ejecutarse enteramente en GPU, la mayoria son aceleraciones de resolvedores ba-
sados en CPU y por otro lado, las implementaciones en general resultan muy complejas. Esto
motiva a implementar un algoritmo multigrilla (MG) en GPU. Para esta tesis se implementa un
método MG centrado en celda (CCMG) basado completamente en GPU que puede utilizarse como
precondicionador multinivel o directamente como resolvedor independiente.

Las estrategias MG consisten en la combinacién de resolvedores iterativos cldsicos con una
jerarquia de discretizaciones que proporcionan un método con convergencia acelerada, constitu-
yendo asi uno de los solucionadores més eficientes disponibles en la actualidad. En estos métodos,
el error se corrige como un subproblema en una grilla gruesa, donde se resuelve un problema
con menos incognitas y luego se interpola esa correccién a la grilla fina (esto se conoce como
correccion de grilla gruesa).

4.1. Método Multigrilla en GPU

En el contexto GMG, hay dos formas de aplicar el engrosamiento (coarsening), MG centrado
en vértices (VCMG) o centrado en celda (CCMG) [179]. En la primera, cada grilla gruesa se
obtiene quitando vértices sucesivamente, partiendo de la cuadricula fina, la segunda consiste en
unir sucesivamente las celdas finas para obtener una celda en la grilla gruesa, por ejemplo se forma
una celda en la malla gruesa uniendo cuatro celdas de la malla fina. Por lo tanto, en VCMG, cada
grilla mas gruesa es un subconjunto de nodos de la grilla fina anterior, mientras que en CCMG
dan como resultado grillas no anidadas, pero resulta en un camino natural si se aplica el FVM.
Cuando de trata de problemas con coeficientes de difusion muy variables entre celdas del dominio,
VCMG requiere un operador de transferencia dependiente del problema [119, 168, 179], tales
operadores dependientes apuntan a aproximar la condicién de salto correcta usando informacién
del operador discreto. Se han introducido algunos operadores dependientes en [9, 46] demostrando
ser efectivos.

En [150] presentan un algoritmo SMG (Semicoarsing Multigrid) adecuado para ese tipo de
problemas, este método se paraleliza més tarde en CPU usando memoria distribuida (version MPI)
en HYPRE [27, 55, 56]. Este método ha sido aplicado como solver directo o como precondiciona-
doren PCG [11, 52].

Por otro lado, dentro de las implementaciones basadas en GPU del método MG, destacamos
la libreria de Nvidia AmgX que contiene métodos multigrilla algebraicos AMG basados en agre-
gacidn, en [122] reportan hasta 5x de aceleracion usando una GPU Nvidia Tesla K40 versus la
version paralela en CPU de HYPRE ejecutada en una estacién de trabajo con un CPU Intel Xeon
E5-2690v2 10-cores a 3.0GHz. En [110, 111] disefian e implementan una version basada en GPU
del SMG de [150], en el estudio de escalabilidad para casos 2D, reportan tiempos totales (etapas
de configuracion y solucién) del mismo orden comparado con AmgX de Nvidia para tamafios
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hasta 16M de celdas en una Tesla K40, sin embargo este método involucra la solucion de algunos
sistemas con métodos como el algoritmo de Thomas [150] o en una opcidén mds compatible con
las GPU como las estrategias PCR (Parallel Cyclic Reduction) [3, 47, 110].

El algoritmo MG mads bésico se conoce como ciclo de dos grillas y puede resumirse como:

1. Realizar algunas iteraciones en el sistema original, A, ®; = b, en la grilla fina (con paso
de malla h). Llamando ® a la solucién obtenida en esas iteraciones, el residuo se calcula
comory = b, — A,P.

2. EL residuo se traslada desde la grilla fina a la gruesa con paso de malla 2h (op. de res-
triccién), se realizan pocas iteraciones en esta grilla pero en una ecuacion para el error:
Aspesn, = rop comenzando desde una solucidn inicial homogénea eqy, = 0.

3. El error ey, se transfiere a la grilla fina y se realiza la correccion: @new =P+ eh.
4. Repetir el proceso.

Entonces, los pasos principales que deben definirse para una estrategia GMG consisten en:
operacion de suavizado o relajacion, restriccion, interpolacion o prolongacion, tipo de ciclo 'y
operador en grilla gruesa. La relajacion reduce los errores de alta frecuencia (suavizado) usando
unos pocos pasos con un método iterativo muy simple (por ejemplo Jacobi o Gauss-Seidel). La
restriccion es la etapa en la que el residuo en la grilla fina se transfiere a la grilla gruesa para
resolver el error. La prolongacion consiste en interpolar esa correccion calculada en la malla gruesa
sobre la malla fina. El tipo de ciclo es el tipo de recursividad que se realiza usando el ciclo de dos
grillas. El operador de grilla gruesa es el operador diferencial discreto que nos permitird obtener
la matriz del sistema para la malla gruesa Ao,

En el CCMG para esta tesis, la grilla gruesa se construye via celdas. Es decir, cada celda gruesa
es la unién de cuatro celdas maés finas resultando grillas con tamafios de celda 2h; 4h, 8h, . ... De
esta forma, los centros de las celdas de una grilla gruesa no pertenecen a la grilla més fina anterior.

4.1.1. Operador en grilla gruesa y enfoque de discretizacion

Para obtener el operador en grilla gruesa Aoy, representacion de Ay (grilla fina), hay dos
técnicas: aproximacion de grilla gruesa de Galerkin (GCA) o aproximacion de grilla gruesa por
discretizaciéon (DCA). GCA se basa en operaciones algebraicas desde los operadores de restriccién
y prolongacidn, esto es Ay, = R,thAthh, donde R,th y Pgh son los operadores de restriccion
y prolongacién respectivamente. DCA en cambio, consiste en obtener Aoy aplicando la misma
técnica de discretizacion utilizada en Aj. Aqui surge el principal problema en CCMG, y es que
si se usa GCA, el stencil que da como resultado Asg; crece en la mayoria de los casos si se
utilizan operadores de transferencia de segundo orden [119]. Es por ello que generalmente se
elige DCA para CCMG, obteniendo resultados de convergencia similares a VCMG para casos
homogéneos, sin embargo, en el caso de problemas muy heterogéneos, se pueden obtener tasas de
convergencia muy pobres, incluso puede ocurrir divergencia si los coeficientes de difusién para
construir el stencil Ay, no se eligen correctamente [168]. Segtn los requisitos de la arquitectura
de computo de las GPUs, se prefiere operadores que mantengan un stencil compacto en la grilla
gruesa. Aunque dichos operadores podrian causar una tasa de convergencia baja, en esos casos,
eso se resuelve mediante una combinacién con el método CG con un precondicionador CCMG.
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4.1.2. Operadores de transferencia

El operador de prolongaciéon mas simple que se puede usar es una interpolacién constante a
trozos (CP) y su adjunto escalado como operador de restriccion (CR):

1 1 [ 172"
Py, = | R =2 (@.1)

11, r 1],

la expresion (4.1) indica en notacion de stencil los pesos con los que el valor correspondiente de la
grilla gruesa construye el valor de la celda fina y los pesos que multiplican los valores de la malla
fina para realizar la restriccién en la malla gruesa (ver figura 4.2 - izquierda), * indica un valor
de celda en la grilla gruesa. Entre las ventajas de estos operadores, se destaca que para realizar la
restriccién en una celda gruesa, sélo se requieren 4 lecturas de memoria en la grilla fina y para
la prolongacién se lee un solo valor en la grilla gruesa para cada celda de la grilla fina. Debe
tenerse en cuenta que, dado que son operadores compactos, no se requieren modificaciones para
las celdas de frontera, lo que facilita la implementacién. Por otro lado, se puede demostrar que
la construccion del operador discreto via GCA en forma escalada, es decir Ay, = %RihAth‘h
es equivalente a DCA en la grilla gruesa usando coeficientes de difusién v(x) que surgen de
promediar aritméticamente el coeficiente de cada grilla [90, 120]. Este proceso se representa en
la figura 4.1: en un primer paso se obtienen los valores en las caras v a partir de los coeficientes
en los centros de celda vy usando la media armonica, luego vy en las mallas gruesas se calculan
como la media aritmética de los dos valores mds cercanos.

[m]
O
[m]
m}
(]

O>0<O o ——6—>0e—c—— H
| n 1 O
AM | [
Pw = % H |1 icell in 4h-grid
A C | O cell value in 4h-grid
N © © . ¢ Gn) o face value in 4h-grid
1
o o 10) o { HM: Harmonic Mean
| { AM: Aritmetic Mean
s
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Figura 4.1: Estrategia de promediado para obtener los coeficientes de difusion en el proceso DCA escalado en diferen-
tes grillas.

Los operadores compactos tienen la desventaja que son hasta primer orden, donde el orden se
refiere al orden del polinomio que se puede interpolar exactamente mds 1. Para obtener tasas de
convergencia independientes del ndmero de celdas de la grilla (tamaiio de la grilla) en CCMG, la
condicién que debe cumplirse entre los érdenes polindmicos de los operadores de prolongacion
(mp) y restriccién (mp) comparando con el orden de diferenciacion de la ecuacion diferencial en
derivadas parciales (EDP) (m) [70] es:

mp+mpr>m “4.2)

en [119], basados en el Andlisis Local de Fourier (LFA) en el contexto del CCMG, considerando
los 6rdenes de baja y alta frecuencia para el operador, resaltan la condicion débil de [72] que es
menos restrictiva que (4.2) y enumera los 6rdenes del error de alta frecuencia que pueden diferir
del orden polinomial (ver [119] para mas detalles y el orden basado en las frecuencias del error):

mE e >, (4.3)
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la condicién (4.3) solo es vélida para GCA, por lo que la combinacién CP-CR es una buena
candidata en este tipo de problema porque tiene la equivalencia entre DCA y GCA vy satisface
(4.3) aunque violen la condicién (4.2), ademads de ser fécil de implementar [90, 91, 119, 120]. En
el caso de DCA, el orden del polinomio debe incrementarse en al menos uno de los operadores de
transferencia para cumplir la condicién (4.2).

Entre los operadores de interpolacién de orden superior se pueden mencionar los siguientes:
(BP) interpolacién bilineal, (WP) Wesseling-Kalhil [81, 178], (KP) Kwak [93] y (MP) Mathiou-
dakis [112]. Las expresiones para los diferentes operadores de prolongacién se muestran en (4.4)
y (4.5), el operador de restriccion se determina en cada caso como el adjunto escalado de P.

13 31 11 oof[
1 3 9 9 3 1 1 3 2 0
Pgp = 16 * , Pwp = 1 * , 4.4)
3 9 9 3 0 2 3 1
1 3 3 1 oh 0 0 1 1 oh
o1 10" 1o 01"
1 1 1 1 0 3 3
PKP:Z * ;PMP:Z * ) 4.5)
1 2 2 1 0 3 3 0
01 10}, 1o 01l

En la figura 4.2 (derecha) estan representados ambos procesos de transferencia entre grillas
(BP y BR), hay que tener en cuenta que (4.4) y (4.5) solo son vélidas para celdas interiores y
deben modificarse en las celdas de borde, si bien hay férmulas generales, también puede hacerse
mediante el uso de nodos fantasma (ghost nodes), en la figura 4.2 se muestran dichos nodos en
caso de restriccion (cuadrados oscuros) o para prolongacién (circulos obscuros). Si la condicién
de borde es tipo Dirichlet, los valores de los nodos G y g se extrapolan linealmente asumiendo un
valor cero a lo largo del borde [119]. Para la condicién de borde tipo Neumann, la extrapolacion se
realiza considerando que una funcién constante en el borde se transfiera correctamente (Neumann
homogénea). Entonces los valores extrapolados hacia los nodos fantasma para restringir el residuo
y prolongar en correccién de grilla gruesa son:

Dirichlet __ h Neumann __ _h
Tg = ~Tinterior> Tg = Tinterior (46)

Dirichlet __ 2h Neumann __ _2h
€G = ~Cinteriors €G — Cinterior (47)
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Figura 4.2: Representacion de los operadores de transferencia para el caso de funcién constante a trozos CP/CR (iz-
quierda) y funcidn bilineal a trozos BP/BR (derecha). Los cuadrados y circulos indican los centros de celda de la grilla
fina y gruesa respectivamente. Las operaciones de restriccién y prolongacién se indican en azul y naranja respectiva-
mente.

4.1.3. Estrategia para obtencion de los coeficientes de difusion del operador A, en
la grilla gruesa

Como se menciond antes, al usar GCA la plantilla crece demasiado en casi todas las combi-
naciones anteriores, esto deteriora la eficiencia de los algoritmos ejecutados en GPU debido a la
mayor cantidad de lecturas en las etapas de restriccion, prolongacién y suavizado, siendo crucial
la dltima ya que se requiere realizar muchas veces la operacion tipo stencil (A®). En [119] se
muestran los crecimientos de las plantillas de los operadores Aoy, para diversas combinaciones de
operadores de transferencia partiendo del caso de plantillas de 5, 7 y 9 puntos en Aj,.

A continuacién se presenta a modo de ejemplo como luce la plantilla del operador Ay, si se
escoge la combinacion BP-CR en el caso 2D. Considere la figura 4.3, el operador en la celda C' de
la grilla gruesa se obtiene como:

Ao = <R%LhAhP§h )C

(i), = (nopho),« (apho) + (amne) |

1
4

en donde el primer término se obtiene

1 1
(Athhéf))l = 1—6@’11 (99 + 3¢c + 3¢NE + On) + Tﬁw? (99c + 36N + 3dw + dnw)
1 1
+En}f (99N + 3¢c + 3¢NE + dp) + ES? (9¢c + 3¢5 + 30k + ¢sp)
1
+EC? (9¢c + 3éE + 39N + ONE)
4.9)
procediendo igual para los términos restantes, se obtiene el operador en la grilla gruesa:
Ao = o+ wow + 0 on + s ps + o 4.10)

+ne*'onp + nwdnw + se*psp + swpgw
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cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como:

1
e?h = 64(3*(01+c4+62+63+n4+51)+9*(61+€4)+(”?+SZ)>
1
w?h = 6—4(3*(C2+c3+n3+52+w1+w4)+9*(w2+w3)+(”3+5g))
1
n2h_6z(3*(c§‘+c’§+e§+n§+nﬁf+wi‘)+9*(n?+n'£)+(e?+w3))
1
= (3 (ch+ bl ol o) + 9 (s ) + ()
1
ne?t = = (3 (e} 4+ ) + (ch + e +nl))
614 @.11)
nuw? = = (3 (n} + ) + (&5 +wf + b))

1
se?h = 1 (3  (sh 4+ wh) + (ch + sh + wff))

1
swh = o1 (3*(844‘64)4—(62-’-6%4—8?))
2h 3
C = 32<€1+€4+w2+W3+n1+n2+33+34>

= — (e + w? —l— n2h + 52k + neh + nw?" + se?h + sth)

Luego, la plantilla de 5 puntos en la grilla fina se transforma en una plantilla de 9 puntos en la grilla
gruesa, desde donde se mantiene de 9 puntos para las sucesivas grillas mas gruesas (4h, 8h, .. .).
Si se hubiese elegido la combinacién BP-BR, la plantilla de 5 puntos del caso 2D se transforma
en una plantilla de 21 puntos, y la situacidon es més critica para los problemas en 3D.

Con ello puede verse que resulta muy poco préctica la implementacién en GPU usando GCA
con operadores de alto orden. Las tinicas combinaciones que satisfacen (4.2) manteniendo una
plantilla compacta en todas las grillas son CP-CR, WP-CR o CP-WR, mas atin, en el tdltimo caso
DCA equivale a GCA si se eligen los mismos coeficientes de difusion que surgen del proceso que
mostrado para CP-CR (figura 4.1) [81]. En efecto dichos coeficientes para la celda C' de la grilla
gruesa usando CP-CR (figura 4.3-izquierda) se obtienen usando la operacién escalada:

Anp = (RIAIPY0)

1 (4.12)
L [(aPho), + (AiPbe), + (AP, + (ko)
en donde el primer término resulta como:
(AnPY0) = elor +wldc +nlon + stoc + oo (4.13)
procediendo igual para los términos restantes, se obtiene el operador en la grilla gruesa:
Ao = "o + v ow +n* oy + 5 ps + Hoc (4.14)

cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como (compare con
figura 4.1):
on _ L (n on on _ L ( h h on _ L ( n h
e :é(el+e4> ;w :g(wQ—i-wg) 3 n :§<n1+n2)
1 (4.15)
$2h — S (Sg +82> C2h— (e% 1wl 4 p2h +32h>

El uso de operadores de mayor orden via DCA motiva a investigar una manera de obtener los
coeficientes de difusion para las grillas mds gruesas buscando no degradar la velocidad de conver-
gencia debido a heterogeneidades en los coeficientes de la ecuacion de difusiéon. Desde un punto
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de vista heuristico, pensando en que llevar el problema original en la grilla fina a las grillas cada
vez mds gruesas sucesivamente, corresponde a un proceso de homogeneizacion, en esta tesis se
propone restringir (upscaling) los coeficientes de difusién utilizando el promedio geométrico de
4 celdas cada vez, en la regién andloga al operador CR (ver figura 4.2 - izquierda). Si a,b,c y
d denotan los centros de celda en la grilla A, usados para formar la celda A de la grilla 2h, el
coeficiente v se computa asi:

va = (Vg Vp Ve I/d)l/4 =exp % (In(vg) + In(vp) + In(ve) + In(ry)) (4.16)

una vez obtenidos los coeficientes de difusién v en centros de celda, la discretizacion en la grilla
2h se realiza aplicando directamente el promedio geométrico (esquema CD) o bien utilizando la
media armodnica en caso que los coeficientes sean fuertemente variables.
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Figura 4.3: Plantilla del operador en grilla gruesa A2, para un operador A}, de 5 puntos en la grilla fina utilizando las
combinaciones CR-CP (izquierda) y CR-BP (derecha). Se muestra la operacion de restriccion parala celda C' € 2h-grid
y la operacién de prolongacién para la celda N1 € h-grid vecina superior de la celda Cy € h-grid.

Al realizar los experimentos que se presentan en las secciones posteriores se ha verificado que
utilizar (4.16) permite obtener una ganancia de tiempo en un factor superior a 3 x respecto al enfo-
que usado en [90, 120] (figura 4.1). Esto se debe a que la media geométrica es mas representativa
para los casos heterogéneos, a la vez que se utiliza la informacién de més informacion de las cel-
das finas al ensamblar el sistema para la grilla gruesa. Se destaca que el principal beneficio de este
enfoque, es que permite utilizar todas las combinaciones de operadores. Por otro lado, en las prue-
bas realizadas también se encontré que las combinaciones CP-CR y BP-CR son las més efectivas,
obteniendo los mejores desempefios aunque no muy distintos entre si. Los métodos VCMG por
su parte pueden armarse usando operadores-dependientes que son més efectivos, pero involucran
mads operaciones para su configuracion y requieren mas almacenamiento, mientras que CCMG re-
sulta m4s fécil de implementar en GPU por el grado de paralelismo que puede obtenerse, incluso
puede implementarse usando estilo matrix-free, debido a que en cada grilla solamente se requiere
de v(x) en centro de celda para ensamblar el sistema cada vez, y por otra parte los operadores Pgh
y R?Lh no requieren almacenamiento ya que se toman directamente como una funcién que opera
entre dos niveles de grilla.
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4.1.4. Operadores de relajacion o suavizado

El disefio de operadores de suavizado efectivos es problema dependiente. Como en esta tesis
interesan operadores compatibles con implementaciones que usan paralelismo de grano fino para
aprovechar la potencia de computo de las GPU modernas, se decidié a utilizar dos técnicas de
suavizado cldsicas:

= Weighted Jacobi (WJ)
= Gauss-Seidel Red-Black ordering (GSRB)

WIJ es completamente paralelo, es decir en cada iteracidn se puede actualizar cada punto de forma
independiente. GSRB es més efectivo sin perder tanto grado de paralelismo ya que se actualiza
la mitad de las celdas por vez (primero nodos Red, luego nodos black). GSRB tiene la desventaja
de que solamente puede usarse en el caso de stencil de 5 puntos (o 7 puntos en 3D), pero en los
casos que se requieren la combinacién CP-CR conserva el tamaio del stencil, en otros casos, por
ejemplo, stencil de 7 0 9 puntos (en problemas 2D) o ya sea que se elija operadores de transferencia
de mayor orden, deben usarse WJ o elegirse otra variante por ejemplo four color Gauss-Seidel. El
costo de cada iteraciéon MG es directamente proporcional al nimero de iteraciones de relajacién o
suavizado ademds de su influencia en la tasa de convergencia. En general basta con 1 a 3 pasos de
suavizado, pero si el problema es fuertemente variable en los casos estudiados se han usado hasta
4 pasos como méximo. Los algoritmos 14 y 15 presentan ambas estrategias de suavizado.

Algoritmo 14: Método Weighted Jacobi (WJ)

1 entrada: xg (solucién inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal principal
matriz del sistema), w (factor de amortiguamiento), Ny, s, (nimero de iteraciones);

2 salida: x (solucion relajada/suavizada);

3 parat =1,..., N3, hacer

4 r;,—1 < b — Ax;_1// actualizacién del residuo;

5 X;  X;_1 + wD™1r;_1// actualizacién de la solucién;
6 fin

Algoritmo 15: Método Gauss-Seidel Red-Black ordering paralelo (GSRB)

1 entrada: xq (solucién inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal principal
matriz del sistema), N4« (ndmero de iteraciones);

2 salida: x v (solucién relajada/suavizada);

3 dividir los nodos en 2 conjuntos disjuntos (damero Red-Black)

4 xR xB, ARB) A(BR)

s parat = 1,..., N3, hacer

6 x? — DEi{ (bR — A(R’B)X?_l)// actualizacion solucion nodos Red;

7 x? — D_IBB (bB — A(B’R)xﬁ)// actualizacion solucion nodos Black;

8 fin

>

4.1.5. Tipos de ciclos multigrilla y precondicionador multinivel

Partiendo del ciclo de dos grillas y el uso de la jerarquia de grillas, hay tres combinaciones
principalmente usadas basadas en la recursion de ese algoritmo, conocidas como ciclo V, Wy F.
El primero constituye el ciclo mds simple, el ciclo W esta pensado para pasar mds tiempo en las
grillas mds gruesas y recordando que los barridos son més rapidos que en las grillas finas, general-
mente resulta superior a un ciclo V cuando los algoritmos estdn basados en CPU. El ciclo F (full
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multigrid cycle) es una serie de ciclos V invertidos, comenzando desde la malla m4s gruesa. En la
bibliografia se puede encontrar mucha informacion sobre esto. Aqui por simplicidad algoritmica
para la implementacidn solamente se discuten los ciclos V 'y W.

El ciclo W puede ser mds efectivo en el sentido de que requieren menos iteraciones MG tota-
les para llegar a una tolerancia de error dada, siendo mds adecuado para trabajar en arquitecturas
paralelas donde el nimero de procesos en paralelo es O(10) ~ O(100), pero en las GPU actuales
el orden de procesadores en general es de O(1000), entonces el uso de esa estrategia afecta la efi-
ciencia del método ya que el nivel de paralelismo no es suficiente para la cantidad de procesadores
disponibles.

Finalmente en el algoritmo 16 se describen los pasos del la estrategia MG que puede usarse
ya sea como solver iterativo independiente (CCMG) o como operador M de precondicionamiento
en PCG (ME}J wc)- Por otro lado, en el método PCG, se requiere que la matriz de precondiciona-
miento M, sea un operador lineal definido positivo y preferentemente simétrico. Cuando se utiliza
MG como un precondicionador, esto se puede garantizar si se respetan las siguientes condicio-
nes: usar operadores de relajacién simétricos y aplicar la misma cantidad de pasos de pre y post
relajacion [168, 179].

Para simplificar aqui A denota una estructura que contiene los elementos necesarios para
computar el producto A;x; en el nivel [ de grilla correspondiente. Considerando que A; es simétri-
ca, una opcion es almacenando las 2 diagonales inferiores por matriz (diagonales de los vecinos
Wy S), luego los elementos de la diagonal principal C' se determinan como la suma de los ele-
mentos restantes de la fila. vpre Y Vpost corresponden al nimero de iteraciones (WJ or GSRB) en la
etapa de pre y post relajacion, que en MG-puro pueden diferir, sin embargo, en PCG se debe elegir
Vpre = Vpost para mantener la simetria del precondicionador. -y permite seleccionar entre ciclo V'y
ciclo W, debe tenerse en cuenta que el algoritmo se simplifica un poco al considerar solo el ciclo
V a la vez que requiere el almacenamiento de 2 vectores menos ya que no se debe acumular las
correcciones sobre los ciclos. En la linea 8 se resuelve de forma aproximada el sistema en una
grilla gruesa de (4 x 4) usando GSRB or CG, en las pruebas no se han observado diferencias en la
convergencia global al resolver a precision maquina en una grilla gruesa de (1 x 1). Respecto a las
operaciones de transferencia entre grillas, denotadas anteriormente en forma matricial como R%Lh
y Pgh, una de las ventajas de CCMG es que las operaciones se pueden computar de forma muy
simple sin que se requiera almacenar explicitamente alguna matriz.

4.1.6. Detalles de la implementaciéon del método CCMG en GPU

En el solver implementado se requieren definir los vectores de diferentes tamafios segun el
nivel de grilla, para esto se deben alocatar en GPU y en algunos casos pre calcular algunas canti-
dades, como W; y 5;, subdiagonales de la matriz del sistema A;, como también la configuracion
de grillas y bloques para ejecutar los kernels en el nivel que corresponda. Esta etapa corresponde
a un setup y se realiza mediante punteros a vectores de punteros en GPU. Esto permite realizar
todo de forma dindmica (alocatacién y prellenado si corresponde). En particular para el ciclo V se
definen los vectores de punteros al device _‘W*,_S*, rx, k.., _ex que contienen los punteros a

new?
arreglos en el device de diferentes tamafios uno para cada nivel de grilla.

Paralelizacion de los operadores de transferencia

La estrategia adoptada para la implementacion de los kernels es que cada hilo (CUDA threads)
procese un punto de la grilla. Como en una transferencia hay involucradas dos grillas (fina y
gruesa), se distinguen estos dos casos, para restriccion se consideran la cantidad de nodos de la
grilla gruesa y en la prolongacion se considera el niimero de nodos de la grilla fina. Debido al poco
rehdso de datos en las operaciones involucradas, se ha omitido el uso de la memoria compartida y
solamente se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria global de la GPU. Respecto a esto,
para el operador CR se requieren 5 operaciones a memoria global (1 escritura de ryy en grilla — H
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Algoritmo 16: Ciclo multigrilla para usar como resolvedor o precondicionador

1 entrada: [ (current level), by, (RHS), A (system matrix for all levels), v/, (number of
pre-smoothing steps), Vpost (number of post-smoothing steps), v (number of cycles,
v = 1:V-cycle, v = 2:W-cycle);

salida: e;, (correction at level [);

e <+ 0;

ey, < smooth(Ay, by, ey, Vpre) // pre-smoothing;

r, < by — Apey, // update the residual ;

r < restriction(ry) // transfer residual to coarse level;

si [ == 0 entonces

solve A ey = ry // obtain error at coarse level,

fin

en otro caso

ey + 0;

para i = 1, hacer

r'gnew < TH — Apgey // update the residual;
e new < MGeycie(l — 1, T Honew, A, Vpres Vpost, 7 )// Tecursion;
€H < eq + eq new // accumulate corrections over cycles;

fin

e o NN A WN

L <
A U AW N = O

fin

en.coe — prolongation(eyy) // transfer coarse-grid correction to fine grid;
ey, < ey + ey, cac // add up correction;

ey, < smooth(Ay, by, ey, Vpost) // post-smoothing;

D bk e e
S e e 3

y 4 lecturas de ry, en grilla — h) y para CP solo 2 (1 escritura e, y una lecturas desde ef;). Como
la paralelizacion resulta trivial, no hay mas detalles. La paralelizacién del operador de restriccidon
CR se puede realizar directamente en un solo kernel, pues no hay modificaciones en las celdas
que limitan el dominio. Para CP en cambio, se distinguen los casos (interior, ejes, vértices). Si se
quiere implementar operadores de mayor orden, tanto restriccién como prolongacién convienen
realizarse en diferentes rutinas ya que deben modificarse en los contornos. Respecto a la cantidad
de operaciones a memoria involucradas, es mucho mayor que al usar operadores compactos (CP-
CR) y esto se acentiia en las GPUs mds antiguas.

Configuracion del operador lineal en grillas gruesas

El operador lineal en cada nivel A; se implementa a través de lo arreglos W} y \S; que contienen
las diagonales inferiores (west y south) para el problema de Poisson en caso 2D con coeficientes
variables. Estas diagonales se pueden computar mediante el proceso descrito en la figura 4.1 pa-
ralelizado mediante una funcién (Wap, Sap) < f(Wh, Sn), (Wap, San) < f(Wan, Sap),...)
que llena las diagonales de cada nivel a partir de la del nivel anterior. Otra opcién para el caso
heterogéneo es almacenar directamente un solo vector en cada nivel con los coeficientes de difu-
sién v; calculados mediante (4.16) y operando en cada nivel con estilo matrix-free con la misma
funcién del nivel mas fino pero cambiando la configuracién de grillas y bloques de hilos. Ambas
estrategias tienen una performance similar siendo la segunda mds simple de implementar. Cabe
mencionar que para el caso homogéneo, el stencil en cada nivel es con los mismos coeficientes y
no es necesario crear ninguna funcién adicional para ello.
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4.2. Desempeiio del método MG en GPU en la solucién de problemas
tipo Poisson

Para mostrar las ventajas en términos del rendimiento para las implementaciones basadas en
GPU presentadas en esta tesis, se realizan comparaciones con bibliotecas de algebra lineal bien
establecidas como HYPRE y AmgX, en problemas tipo Poisson (equivalentes a la PPE) en el
caso 2D con coeficientes constantes (ver ecuacion (2.75)) y variables en el dominio (ver ecuacién
(2.60)).

La biblioteca HYPRE de resolvedores lineales hace posibles simulaciones detalladas més
grandes, al resolver mas rapido que los métodos tradicionales a gran escala. Ofrece un conjunto
integral de resolvedores escalables para simulacién cientifica a gran escala, que presenta métodos
MG paralelos para problemas en grillas estructuradas y no estructuradas. La biblioteca HYPRE es
altamente portdtil y admite varios lenguajes.

AmgX es una biblioteca acelerada por GPU flexible que agiliza la solucién de grandes sistemas
lineales, permitiendo al usuario construir mediante una API-C varios resolvedores y confecciona-
dores optimizados para el paralelismo masivo en GPU y extendiendo a multiGPU mediante la
biblioteca MPI.

Para realizar los experimentos numéricos, se utilizé el equipo 2 (GPU Tesla V100) conside-
rando 32 cores para las ejecuciones en CPU paralelo. Para los campos de conductividad variables
se utilizo la librerfa CURAND [4] para la generacién de secuencias aleatorias.

4.2.1. Prueba 1: Problema de Poisson 2D con coeficientes uniformes

Esta prueba consiste en la solucién numérica via FVM del problema de Poisson en un cuadrado
unitario 2 = [0, 1] x [0, 1] con coeficientes de difusion constantes y condiciones de contorno tipo
Dirichlet homogéneas (¢ = 0):

~V%(x) =1 (4.17)

Para las pruebas se consideran las siguientes variantes basadas en CPU y GPU:

1. Variantes basadas en GPU:

» CG sin precondicionador: C'Ggpy.

= PCQG, precondicionador basado en las series de Neumann truncadas a primer orden y
un solo nivel de precondicionamiento: PC'GNs; -

» PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste en un
ciclo V o W usando 2 pre/post pasos de relajacion (V(2,2) o W(2,2)) de GSRB o WI:
PCGngv.gs, PCGmgv-wy y PCGrgw-Gs-

= CCMG como solver independiente con las mismas variantes de ciclos y operadores de
suavizado que los precondicionadores: M Gv.gs, M Gv.wr y M Gw.s.

» PCG precondicionado con un ciclo V Multigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia AmgX,
con la configuracion V(2,2) y L1-Jacobi Smoother: PCG Amgx.
2. Variantes en CPU:

» CG sin precondicionador versién paralela OpenMP: CG cpu-omp-
» CG sin precondicionador versién paralela MPI de HYPRE: CG cpy-hypre-

= Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE con la configuracién V(1, 1) y relajador
GS: SMGhypre-

= PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configuracién
que SMGhyprei PCGSMG—hyp-
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A excepcion de AmgX, todas las variantes basadas en GPU corresponden a implementaciones
desarrolladas en la tesis. Las versiones paralelas en CPU se ejecutaron con 32 procesadores (im-
plementaciones propias basadas en OpenMP y otras basadas en MPI utilizando HYPRE). La solu-
cion en todos los casos se lleva a cabo hasta una reduccién relativa de 6 érdenes de magnitud en la
norma Lo del residuo, es decir ||r¥||/||r°|| < 1075, donde el residuo en la iteracién k se computa
como r® = b — A®*. Los dominios computacionales para las pruebas varian desde 1024 a 16384
celdas por direccion dependiendo de la memoria RAM disponible en la GPU o en la CPU. En los
algoritmos que involucran CCMG (como solver o precondicionador) en GPU la grilla mis gruesa
es de 4 x 4 celdas.

Resultados y conclusiones de la Prueba 1

La figura 4.4 muestra la solucién numérica para el problema (4.17). La tabla 4.1 presenta los
tiempos de calculo y el nimero de iteraciones CG/PCG o ciclos MG realizados para llegar al nivel
de error definido.

hydraulic head - ¢(z,y) (solution: V-(V¢)=1)
0,00006  0.010 0.020 0.030 0.040 0.050 0.060 0.07367

Figura 4.4: Solucién numérica de la ecuacion (4.17).

Tabla 4.1: Tiempos de calculo en segundos y nimero de iteraciones para diferentes variantes del solver y diferentes
tamafios de dominio. Las 4 primeras variantes se ejecutan en CPU y el resto corresponden a variantes en GPU.

N, =N, 1024 2048 4096 8192 16384
Ny x Ny 1.049 M celdas 4.194 M celdas 16.77 M celdas 67.11 M celdas 268.4 M celdas
Solver t[s] # iter t [s] # iter t[s] # iter t [s] # iter t [s] # iter

CG cpu-omp 3.19 1672 4290 3377 3400 6819 3256.6 13756 33542.4 27745
CG cpu-hypre 3.32 1672 37.8 3377 3909 6819 3418.8 13756 39264.6 27745

SM Ghypre 0.31 9 1.63 9 8.34 10 23.6 10 122.9 11
PCGsmghyp 0.32 5 1.66 6 7.37 6 22.0 6 83.57 6
CGopu 0.74 1672 3.64 3377 244 6819 186.0 13756 1494.4 27745
PCGrNsi 0.49 885 2.58 1985 17.2 3604 129.5 7273 1110.2 14666
PCGpgv.gs 0.035 6 0.078 7 0.23 7 0.85 7 3.68 7
PCGpgvwy  0.056 12 0.113 13 0.34 13 1.41 14 5.78 14
PCGrgwes 1.22 5 2.47 5 4.97 5 9.77 5 20.75 5
MGv.gs 0.042 9 0.078 9 0.24 10 0.96 10 3.92 10
MGv.wy 0.18 47 0.39 58 1.26 72 5.31 89 25.52 111
MGw.gs 1.31 6 2.65 6 5.29 6 11.1 6 23.97 6
PCGamgx 0.13 9 0.43 9 1.67 10 6.50 10 - -

En base a estos resultados se pueden destacar las siguientes conclusiones:
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= Los algoritmos en CPU paralelo (utilizando los paradigmas OpenMP y MPI) usando 32
procesadores tienen un desempefio similar entre ellos. Mientras que con la implementacién
GPU (CGygpy) se tiene una ganancia en los tiempos de entre 4x a 22x mejorando en la
medida que el problema crece en nimero de celdas.

= Puede verse que para problemas grandes, es mandativo el uso de precondicionadores. Si
se comparan las versiones en GPU CGgpy y PCGtns1 puede observarse que a pesar que
las iteraciones se reducen en un 50 %, los tiempos de cémputo se reducen solo en 70 %
(ganancia en un factor de 1,4 x)debido al costo del precondicionador basado en las series
de Neumann truncadas a ler orden, requiriendo a su vez el almacenamiento de otro vector
adicional para realizar la operacion.

» Comparando la efectividad de los operadores de relajacion Weighted-Jacobi 'y Gauss-Seidel
Red-Black puede verse que al usar CCMG como solver independiente con un ciclo V (com-
pare M Gv.gs vs. M Gv.wy), GSRB a pesar de tener un grado de paralelizacién de la mitad
respecto de WJ, la operacion de suavizado resulta més efectiva pues en la medida que el
problema crece, la cantidad de ciclos V usando WJ es hasta 10 veces mds para llegar al
mismo nivel de error, efecto que se traduce a los tiempos de computo, ganando més de 5x
de tiempo al usar M Gvy.gs para la mayoria de los tamafios. En caso que se utilice CCMG
como precondicionador dentro de PCG el aumento en la iteraciones no es tan marcado lle-
gando hasta el doble, y los tiempos de computo guardan una relacion de ~ 1,5x (compare
PCGmgV_Gs VS. PCGmgV.WJ).

» En cuanto al tipo de ciclo MG, comparando M Gvy.gs vs. M Gw.gs, puede observarse que
a pesar de que el segundo requiere sélo 6 ciclos mientras el primero entre 9 y 10, los ci-
clos V son mucho més baratos respecto a los ciclos W, esto se debe a que este ciclo estd
pensado para pasar mas tiempo en los niveles mds gruesos y no se aprovecha el paralelismo
de grano fino donde se tiene un nimero grande de procesadores disponibles (~ O(1000)
hilos). La diferencia de tiempo entre un ciclo y va desde 30x a 6 x en favor del ciclo V dis-
minuyendo en la medida que crece el nimero de celdas. Si se utiliza el ciclo MG W como
precondicionador se observan practicamente las mismas diferencias (compare PCGgv.Gs
VS. PCGmgW—GS)-

= En lo que respecta al uso de CCMG como solver independiente o como precondicionador
multinivel en PCG, si se compara M Gy.gs vs. PCGpgv.gs se deduce que iteraciones re-
queridas en PCG son entre 66 % y 78 % que compensado con el mayor costo por iteracion
PCG respecto al ciclo MG independiente resultan en tiempos de computo muy similares
siendo hasta un 5 % mads rdpido PCG. Cabe mencionar que el uso de CCMG como precon-
dicionador se hace necesario en problemas de Poisson con coeficientes muy heterogéneos
donde CCMG falla como solver independiente (ver siguiente subseccion).

= En la implementacién paralela CPU de HYPRE, comparando el método SMG como solver
independiente o como precondicionador (SM Ghypre Vs. PCGsmc-hypre), 1a diferencia es
algo mas notable, en este caso PCG llega a ser hasta 1,47x mas rapido que SMG en el
dominio de 163842 = 268,4 Millones de celdas.

» Comparando con la libreria en GPU de AmgX (PCGamgx), €l solver PCGpgv.gs es de
3,7x a 7,6 x mds rapido, con la ventaja que el requerimiento de memoria de la implementa-
cién propia es de 4.83GB (18.14GB resp. en tamaiio 16384%) mientras que la versién AmgX
requiere 29.03GB para el caso 81922 = 67,11 Millones de celdas siendo 32GB el limite en
la tarjeta utilizada en las pruebas (Nvidia Tesla V100).

» Comparando la version GPU PCGygv.gs con la version paralela en CPU PCGsmG-hyp la
ganancia en tiempo llega a ser hasta 32 en favor de la GPU, esto significa que en el mejor
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de los casos, esto es, sin considerar el tiempo de comunicacién entre nodos de un clister,
para lograr un desempefio similar, se requieren 32 equipos de cémputo similares, es decir
32 % 32 = 1024 procesadores en CPU.

= Para finalizar, la figura 4.5 muestra la comparacién de los tiempos para los diferentes ta-
mafios de grilla, de las versiones PCGygv.Gs, PCGamgx Y PCGsMG-hypre- Puede apreciar-
se que la tendencia en los 6rdenes de tiempos de computo se mantiene en la medida que se
refina la malla.

102 3 T T T T A E
—o— total time PCGmgV-GS
—+8— total time AmgX
—A— total time HYPRE
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Figura 4.5: Tiempos de célculo en segundos versus tamafio de la grilla, comparacién de los resolvedores en GPU
PCGgv-gs, PCGamgx y la version paralela en CPU PCG sma-nypre-

4.2.2. Prueba 2: Problema de Poisson 2D con coeficientes altamente variables

A los efectos de mostrar el desempefio de los métodos implementados en problemas con coefi-
cientes variables, se resolverd un problema que resulta un verdadero desafio. El problema consiste
en resolver el flujo en un medio poroso con alto grado de heterogeneidad en las propiedades
hidréulicas del medio. Esto requiere resolver un problema de Poisson con coeficientes de difusion
aleatorios con fuertes discontinuidades. La variacion de la permeabilidad absoluta es directamente
proporcional a la variacién en la discontinuidad de los coeficientes de la matriz del sistema, al-
canzando muchos 6rdenes de magnitud, por ejemplo, por encima de 12 6rdenes para un campo de
conductividad K lognormal con una varianza o, - = 9.

Considere las ecuaciones de Darcy sin divergencia [19]

u=-KVo¢ (4.18)

donde u es la velocidad de Darcy, K el tensor de conductividad hidraulica y ¢ el potencial hidrauli-
co. Combinando (4.18) con la condicién de incompresibilidad (2.37) se obtiene la ecuacion de flujo
en un medio poroso:

V- [K(x)Vo(x)] =0 (4.19)

aqui se considera K(x) = diag(k;(x), k2(x)) y k1 = ko = k(x), tratando el caso donde k(x) es
discontinuo entre celdas. Se consideran campos de conductividad con distribucién lognormal con
funcion de correlacion exponencial para varianzas de In(K) hasta un valor de 9.
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El grado de heterogeneidad es gobernado por las propiedades estadisticas A y o1, x que son la
longitud de correlacién y la desviacién estandar del logaritmo de K.

Para las pruebas se consideran dominios cuadrados L, = L, = L con una resolucién de malla
A/Ax = A/Ay = 10 con un paso de malla Az = Ay = h = 5m. El tamafio del dominio fisico
(L) se escal6 de acuerdo al nimero de celdas por direccion (N, = N,) y la longitud de correlacién
A, del siguiente modo: L/ A € {25,6; 51,2; 102,4; 204,8; 409,6; 819,2; 1638,4}, resultando en
grillas desde ~ 0,07 a ~ 268,4 Millones de celdas.

Las condiciones de borde para la ecuacién de flujo (4.19) son:

= Condicién tipo Neumann (no flujo) para bordes north y south.
= Condicién tipo Dirichlet (valor fijo) para bordes east y west.

En la figura 4.6 pueden verse las condiciones de borde y dominios definidos para las pruebas.

no flux

-‘a -
g mean flow direction o
g 5
o

8 ~

< i
T L, Z
5 el
S Ly .%
L.= Ly (102.41,204.81,409.61,819.2 1,1638.4 1)

no flux

Figura 4.6: Configuracién del dominio y condiciones de borde para la ecuacién de flujo (4.19).

Campo de conductividad

El campo de conductividad se generé en GPU utilizando el método propuesto por [154, 155].
El campo se determina a partir de K(x) = I exp(f(x)), donde:

N
2 i i i
f(x) =4/ NJIQHK E_l cos (mg )z + mg )y + 6 )> (4.20)

aquf o2 ;- es la varianza de In(K); x = (x,y) son las coordenadas de un punto en el dominio
computacional; ng)Q se muestrean de acuerdo con una funcién de densidad de probabilidad con-
junta elegida de acuerdo con el tipo de correlacién requerida. #() ~ U (0, 27) se muestrea usando
una distribucion uniforme. Para el caso de correlacién exponencial, k% debe muestrearse con la

distribucién bidimensional de Cauchy-Lorentz:

( ) 1 A2
p\imi,mg)= —

27 [(my A)? + (ma))? 4 1]/
Para obtener m; y mo se busca una funcién de distribucidén acumulada (CDF) de la ecuacién (4.21)
integrando p en R2. Utilizando el cambio de variables m; = pcos @/ y ma = psin /), con el
siguiente jacobiano para la transformacioén p/\? resulta en:

// A2 dxdy -
ml)\ (mg)\)2 + 1]3/2

R2
T R (4.22)

lim // L pdpdp ol L |y
R—o0 27Tp +13/2_R—>00 VvVRZ+1 N
0

4.21)
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entonces la CDFes O(r) =1 — \/r;ﬁ = u y su inversa:
1—(1—u)?]"?
T [ <1(— u>2) } )

Eligiendo u; ~ U(0,1) y ¢; ~ U(0, 27) uniformemente distribuidos, m() se determina como:

mgi) =ricos i/, mg) = r;sing; /A (4.24)

Los campos generados tienen la siguiente funcién de correlacion:

Cexp(r) = ‘712nK exp (—|—§\|) (4.25)

donde || es la distancia entre dos puntos.

En las pruebas se resuelve el problema (4.19) para diferentes varianzas de la log-conductividad
en los siguientes rangos 012n x € {1;2,25;4;6,25; 9}, eligiendo los solvers que fueron més eficien-
tes en la prueba 1. A modo de ejemplo, en la figura 4.7 se muestra un campo de conductividad
generado aleatoriamente con el método (4.20) para una grilla de 512 x 512 y los campos de
conductividad para las grillas mds gruesas utilizadas en el precondicionador basado en CCMG,
calculados mediante la estrategia (4.16) propuesta en esta tesis (grillas de 256 x 256, 128 x 128,
64 x 64, 32 x 32y 16 x 16).

Figura 4.7: Estrategia de restriccion (4.16) para el campo de conductividad en las grillas méds gruesas
(h,2h,4h,8h,...). Grilla desde 512 x 512 a 16 x 16.
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Discretizacion espacial

Integrando (4.19) en la celda C'y aplicando los teoremas de la divergencia y del valor medio,
se obtiene:

/ V- [k(x)Vo(x)]dV = / k(x)Vo(x)-d
Ve (4.26)
= Y. (x)Ve(x));-S;=0
fr~nb(C)
Como la conductividad hidrdulica es variable en el dominio, una forma adecuada de evaluar £V ¢
en el centro de una cara es usando el promedio arménico entre los valores de la celda que compar-

ten la cara (C'y F):
1/1  1)\\*! 2hkckp
N e = == 4.27
& <2<kc+/€F>> <k0+kF> @2

finalmente, utilizando un esquema espacial CD para aproximar el gradiente, (4.26) se puede rees-
cribir de manera discreta para la celda C' como:

2kckp oFr—dc\,
> <k0+kF>< - >h—0 (4.28)

F~NB(C)

Al considerar todas las celdas, con los cambios correspondientes en (4.28) si alguna de las cel-
das vecinas se ubican fuera del dominio, se obtiene el sistema lineal de ecuaciones de la forma
A® = b, donde A, ® y b representan respectivamente la matriz del sistema, el vector del lado de-
recho (RHS). En este caso la matriz del sistema es como antes, simétrica definida positiva (SPD),
por lo que se aplican los mismos métodos que en la prueba 1, sin embargo el sistema estd muy mal
condicionado y al usar PCG se requiere un buen precondicionador para lograr la convergencia en
tiempos de cémputo aceptables.

Eleccion de los resolvedores

En las pruebas realizadas, se observd que para varianzas altas en dominios grandes, el método
CCMG como solver independiente tiene tasas de convergencia muy bajas e incluso muchas veces
el método termina en divergencia. Sin embargo si se lo utiliza como precondicionador dentro de
PCG se obtiene un algoritmo bastante robusto. Este hecho se debe a que unos pocos modos propios
tardan en converger. Es decir, el espectro de la matriz de iteracion M del algoritmo CCMG, estara
muy agrupada en torno a unos pocos valores, situacién que resulta favorable al utilizar el método
CG debido a que pocas iteraciones serdn suficientes para reducir los errores en las frecuencias que
no convergen en CCMG (para mds detalles sobre este problema se pueden consultar: [179] p. 202
a 204, [168] p. 278 a 280, [129]).

En base a lo anterior, para resolver el sistema lineal finalmente se utilizaron los siguientes
resolvedores basados en PCG:

= PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste en un ciclo
V, usando 2 pre/post pasos de relajacion (V(2,2)) de GSRB: PCGgv-Gs.

= PCG precondicionado con un ciclo V Multigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia AmgX, con
la configuracién V(2,2) y L1-Jacobi Smoother, con interpolacion D2: PC'G Amgx.

= PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configuracién que
SM Ghypre: PCGhypre-

Donde la primera corresponde a la implementacién propia, la segunda, a la implementacion de
Nvidia AmgX, ambas variantes basadas completamente en GPU y la tltima variante es basada en
CPU paralelo usando MPI, implementada en la interfaz HYPRE.
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Como los campos de conductividad son aleatorios, para medir los tiempos y el nimero de ite-
raciones, siempre se realiza el promedio sobre 100 pruebas en el dominio indicado con el método
elegido. La figura 4.8 muestra dos campos aleatorios de conductividad y las respectivas soluciones
numéricas de la ecuacién (4.19) en un dominio fisico de 25,6\ x 25,6\ sobre una grilla compu-
tacional de 256 x 256.

Resultados al aumentar el tamano del dominio

Esta prueba consiste en mantener fijo el paso de malla (Ax = Ay = h) y la resolucién
A/h = 10, incrementando el tamafio del dominio variando desde 256 x 256 (~ 65 mil celdas)
hasta 16384 x 16384 (~ 268,4 Millones de celdas), considerando una varianza olzn x = 9. En
todos los casos la solucién se lleva a cabo hasta una reduccion relativa de 6 6érdenes de magnitud
en la norma Ly del residuo (ver prueba 1).

conductivity - x(z.y) hydraulic head - o(x.y) (solution: V-(xVa) =0)
0.00018 0.001 0.010 0.100 1.000 10.000 100.000 691.00287 0.70188 100.000 200.000 300.000 400.000 500.000 600.000 700.000 87497998

conductlwty w(x,y) hydraulic head - ¢(z,y) (solution: V.(kVa)=0)
10.000 100.000 238894312 0.17504 100.000 200.000 300.000 400.000 500. 000 600.000 700.000 874.92773

000

- Y]

0.00136 0.010 0.100

Figura 4.8: Campos de conductividad generados aleatoriamente con una varianza de o2, , = 6,25 (izquierda) y la
solucién de la ecuacién de flujo (derecha) para dichos campos. Grilla computacional de 256 x 256, dominio fisico a
25,6\ x 25,6\, A: longitud de correlacién.

La tabla 4.2 presenta los resultados obtenidos para los 3 resolvedores elegidos para la prueba,
puede observarse que el algoritmo mds robusto es el de AmgX debido al bajo nimero de itera-
ciones requeridas en cada tamafio de dominio. Mientras que los otros dos métodos mantienen la
cantidad de iteraciones en el mismo orden (variaciones entre 8 % y 36 %) siendo menos robusto
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la implementacién de esta tesis. Sin embargo puede observarse que a partir de 1 millon de celdas,
el algoritmo mads eficiente en cuanto a tiempos de cdlculo es la implementacién de este trabajo
(PCGmgv-Gs), llegando a ser hasta 2 y 20 veces mds rdpida que el de la libreria AmgX e HYPRE
respectivamente.

En la figura 4.9 se presentan los resultados de la tabla, puede observarse que al incrementar el
tamafio del dominio, la tendencia de los tiempos mantiene la tendencia de crecimiento como en la
prueba 1.

Tabla 4.2: Tiempos de cilculo en segundos y niimero de iteraciones para el problema de Poisson con coeficientes
variables, fijando la varianza alzn x = 9, laresolucién A/ = 10, con h = 5m e incrementando el tamafio del dominio
desde (25,6))? hasta (819,2))2. Comparacién entre los diferentes resolvedores. El speedup se computa para el tiempo
de PCGmgv,Gs.

Omk =3 (08 =9)

Ny x Ny, PCGngv.gs PCG Amgx PCGhypre (32 cpu cores)
. . speedup . speedup
[Mcell] t[s] #iter t[s] #iter mgV-GS t[s] #iter mgV-GS

0.07 0.056 10 0.021 6 0,37x  0.091 8 1,61 x
0.26 0.079 13 0.040 0,51x  0.189 11 2,40 %
1.05 0.100 13 0.111 1,11x  0.655 12 6,54 x
4.19 0241 19 0402 1,67x  3.308 15 13,74 x
16.78 0.699 22 1394 1,99 % 15.31 17 21,89x
67.11 2771 26 5.507 1,99x 5627 19 20,31

o0 00 N I

]_02 T T T
—o— total time PCGmgV-GS
—H— total time AmgX
—A— total time HYPRE
10 5
@
© 0L 4
£ 10
10t 3
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Figura 4.9: Tiempos de célculo en segundos versus tamafio de la grilla, para la prueba de Poisson con coeficientes
variables, fijando la varianza of, ;- = 9, la resolucién 2/ = 10, con h = 5m e incrementando el tamafio del dominio
desde (25,6)) hasta (819,2))2. Comparacién entre los diferentes resolvedores.

Resultados al aumentar el grado de heterogeneidad del medio

Esta prueba consiste en fijar el tamafio del problema en 819,2\ x 819,2), la resolucién y el
paso de malla e ir incrementando la varianza del campo de conductividades en los rangos 012n K €
{1;2,25;4;6,25;9}.

En la tabla 4.3 se presentan los tiempos de computo y nimero de iteraciones promedio para
cada grado de heterogeneidad. La figura 4.10 presenta los tiempos de cémputo versus el grado de
heterogeneidad dado por la varianza de la log conductividad.
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Puede observarse que para problemas con baja heterogeneidad se tiene mejor desempeiio del
método PCGpgv.gs reduciendo los tiempos de computo hasta 1 orden de magnitud respecto a la
implementacion de AmgX y hasta 45 veces mds rapido que el resolvedor de HYPRE. En la medida
que la heterogeneidad crece, el desempefio empeora debido al nimero de iteraciones requeridas,
mientras que el resolvedor de AmgX muestra ser robusto manteniendo el nimero de iteraciones
y en consecuencia los tiempos de cémputo, en un valor casi constante acorde al tamaifio del pro-
blema e independiente del grado de heterogeneidad. En cuanto a la version CPU de HYPRE, el
comportamiento es similar al PCGgyv.gs pero es mas robusto en problemas heterogéneos. No
obstante, los tiempos de computo mds bajos en todos los casos se obtienen al utilizar PCGygv.Gs
logrando ganancias entre 2 y 10 veces respecto a la version AmgX y factores entre 20 y 45 en
comparacién con la versiéon CPU paralela de HYPRE.

Tabla 4.3: Tiempos de célculo en segundos y nimero de iteraciones para el problema de Poisson con coeficientes
variables, fijando la resolucién h/X\ = 10, con h = 5m y el tamafio de malla en (819,2))? e incrementando la
varianza o2, ;- desde 1 hasta 3. Comparacién entre los diferentes resolvedores. El speedup se computa para el tiempo
de PCGmgv,Gs.

N, = N, = 8192 (~ 67,1 Mcell)

PCGygv.cs PCG Amgx PCGhypre (32 cpu cores)
omx  t[s] #iter t[s] #iter rsrf’geffég t[s] #iter I?;Si‘;g

1.0 0.542 5 5.983 8 11,05x  24.362 7 44,98 x
1.5 0.755 7 5.895 7.81x  29.112 9 38,55 %
20 1177 11  5.740 4,88x 35890 11 30,50
25 1711 16  5.601 327x 42474 15 24,82
30 2771 26  5.507 1,99x  56.273 19 20,31x

o0 OO0 OO OO

102 T T T T T T T

10 £ 1

time [s]

10°

—o— total time PCGmgV-GS

—H— total time AmgX
—&A— total time HYPRE

10.1 I I I I I I I
o,
logk

Figura 4.10: Tiempos de célculo en segundos versus varianza de la log conductividad, para la prueba de Poisson
con coeficientes variables, fijando la resolucién 2/A = 10, con h = 5m y el tamafio del dominio en (819,2)).
Comparacién entre los diferentes resolvedores.

Principales conclusiones de la prueba 2

Los resultados muestran que aunque la implementacion PCGgv.gs €s menos robusta para
problemas heterogéneos que las otras dos versiones (AmgX e HYPRE), tiene un mejor desempefio
en cuanto a tiempos de cdlculo. La aceleracion respecto a la version CPU paralela indica que se
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requeriria de un clister de al menos 20 nodos de las mismas caracteristicas que el equipo 2 (en
cuanto a la configuracion de la CPU), para igualar el resultado obtenido en una sola tarjeta.

La aceleracion respecto a la version GPU de AmgX no fue tan significativa, pero en base a la
prueba 1, el requerimiento de memoria de este resolvedor es del orden de 29GB para un problema
de 8192 x 8192 ~ 67,1 M cell, mientras que con el algoritmo CCMG implementado en la tarjeta
V100 (32GB de memoria) podrian resolverse problemas hasta un tamafio de 24576 x 24576 ~
603,9M cell debido al bajo consumo en memoria.

4.3. Efecto del CCMG para la PPE en FSM

Se extendi6 el solver CCMG para utilizarlo como precondicionador en el paso para el célculo
de correccion de la presion dentro del algoritmo FSM en 3D. Para esta prueba se ejecuté el pro-
blema de la cavidad cubica con tapa deslizante hasta un tiempo fisico de 16s en el equipo 2. El
esquema espacial es CD para todos los términos de las ecuaciones, los esquemas temporales son
AB y CN para los términos advectivo y difusivo respectivamente. El solver lineal utilizado tanto
para las ecuaciones de momento en las tres direcciones fue CG mientras que para la PPE se utilizé
CG y PCG precondicionado con CCMG.

Para evaluar la mejora en el desempefio al incorporar el método CCMG como precondiciona-
dor en el paso de la PPE, se ejecut6 el problema para grillas de N, x Ny X N,,con N, = N, = N,
para valores de 32, 64, 128 y 256 celdas por direccion, esto es, en grillas de 32.768 a 16.777.216
de celdas. En la tabla 4.4 se presentan el nimero de iteraciones acumuladas en los solver CG para
las ecuaciones de momento en las tres direcciones y las acumuladas en el paso PPE a lo largo de
toda la simulacién asi como el tiempo total de cdlculo. La figura 4.11 presenta los resultados de la
tabla.

Puede observarse que la ganancia obtenida se debe a una fuerte reduccion en el nimero de
iteraciones totales del solver PCG, la diferencia se acentda para problemas mas grandes, en cuanto
a tiempos de cOmputo se observa que para problemas pequefios no hay mejoras debido a que el
costo computacional del precondicionador no es compensado por la reduccién de las iteraciones,
sin embargo para problemas de 256 se obtiene una ganancia de 13x. Si bien el efecto no es tan
notable, debe recordarse que la cantidad de iteraciones es una funcién del nimero de celdas por
direccién, esto implica que en los casos 2D, un dominio de 40962 (~ 16,77 Mcell) el nimero
de iteraciones del solver es mucho mayor, si bien no se presenta dicho estudio, para las pruebas
realizadas la ganancia en esos casos es de 50 x.
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Figura 4.11: Nimero de iteraciones acumuladas versus numero total de celdas del dominio (izquierda) y tiempo de
cémputo total versus nimero de celdas (derecha), al resolver el problema de la cavidad ctibica hasta un tiempo fisico
de simulacién T = 16s.
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Tabla 4.4: Nimero de iteraciones acumuladas para cada sistema lineal en el algoritmo FSM, para diferentes nimeros de
celdas por direccion, al resolver el problema de la cavidad ctibica hasta un tiempo fisico de simulacién de 16s utilizando
el equipo 2.

N, =N, =N, ditery itery itery iterp (CG) tiempo  #iterp (PCGMmg) tiempo

32 2227 2063 2252 48636 23.82s 2059 50.92 s
64 4208 3557 4212 136450 90.90 s 3275 65.33 s
128 5790 4832 5845 437044 541.75s 5537 145.32 s

256 9187 8263 9268 1586394 6621.39 s 9508 499.26 s




Capitulo 5

Representacion de geometrias
complejas

En esta tesis se busca resolver problemas en geometrias que pueden ser irregulares, como por
ejemplo pilas de puentes u otro tipo de objetos inmersos en una corriente liquida. Sin embargo los
algoritmos implementados en GPU utilizando grillas cartesianas uniformes, no resultan flexibles
ni se pueden adaptar bien a geometrias complejas.

A su vez, en los procesos de erosién y sedimentacion, la frontera inferior del dominio tiene
cambios a partir de las formas de fondo que se van originando y en muchos casos son estricta-
mente tridimensionales. Esto implicaria realizar un remallado cada vez que cambia esa frontera
del dominio.

Para evolucionar la posicién de la interfaz de la superficie del lecho se utiliza el método de
conjuntos de nivel o LSM por sus siglas en inglés (Level Set Method). Esta estrategia se combina
con el método de fronteras embebidas o IBM (Immersed Boundary Method) que consiste en utili-
zar una grilla que cubre el dominio completo (fluido y sélido inmerso) y la interaccién del cuerpo
s6lido sobre la corriente liquida circundante se representa mediante la imposicidn de fuerzas fic-
ticias. Estas fuerzas se agregan a la ecuacién de momento como un término fuente. Esto permite
obtener un algoritmo compatible con los requerimientos de la arquitectura CUDA principalmente
por el uso de grillas cartesianas y el bajo requerimiento de almacenamiento en memoria a la vez
que el uso de grillas cartesianas permiten el uso de solvers rapidos para la PPE.

5.1. Meétodos de fronteras embebidas - IBM

El IBM fue desarrollado originalmente por Peskin [139, 140], alli se representaba una mem-
brana elastica mediante una serie de puntos lagrangianos que pueden variar en el tiempo ubicados
por encima de una grilla euleriana fija (ver figura 5.1-izquierda), la clave del método consiste en
distribuir de manera conservativa sobre la grilla euleriana, las fuerzas aplicadas en los puntos la-
grangianos, de esta manera, se incorpora una fuerza dentro de las ecuaciones de NS discretizadas
en la grilla cartesiana uniforme. La idea es que en el proceso de discretizacién de las ecuaciones,
no se requiere que la grilla euleriana coincida con los nodos que describen la frontera inmersa y
ademds, con las fuerzas aplicadas en los puntos lagrangianos se logra satisfacer la condicién de
no slip sobre la superficie sumergida. Debe tenerse en cuenta que se plantea una fuerza aplicada
a través de la frontera inmersa (fuerza singular), dicha fuerza no puede representarse facilmente
durante la discretizacién y debe distribuirse en la grilla euleriana con un ancho de varias celdas.
En la figura 5.1-izquierda se presentan los puntos lagrangianos con las componentes de fuerza en
x e y del punto ¢, dichas fuerzas se distribuyen en la grilla euleriana sobre un ancho de 3 celdas
en cada sentido (obteniendo fc ;. fraz, '~ {NW,W,SW,N,S,NE,E,SE} y el andlogo para
las componentes y). Se piensa que al realizar la distribucién de la fuerza en la grilla euleriana la
representacion precisa de la frontera se suaviza, lo que es indeseable en flujos a altos Reynolds.

99
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Posteriormente se ha extendido el método para cuerpos rigidos, sin embargo esto planeté algunos
desafios ya que las fuerzas cerca del limite s6lido agregan problemas de inestabilidad por ser sin-
gulares sobre la frontera inmersa. Usualmente este método se conoce como enfoque de forzado
continuo [117].

Otro método, conocido como enfoque de forzado discreto, fue desarrollado posteriormente,
por ejemplo [54, 64, 118, 177], en este caso la idea es modificar el operador discreto en las celdas
fluidas mds cerca del sélido para tener en cuenta la frontera inmersa (ver figura 5.1-centro). Gene-
ralmente este tipo de métodos producen una mejor precision espacial si se incorporan esquemas
de discretizacién adecuados al desarrollar los operadores. De acuerdo a como se imponga la con-
dicién de contorno sobre la frontera embebida, este enfoque a su vez se clasifica en forzamiento
directo o indirecto [117]. En el primero se establecen directamente las condiciones de borde (BCs)
sobre las variables primitivas, u y p (ver por ejemplo [54, 118]), mientras que en el segundo se
impone una fuerza generada a partir de la ecuacién de momento, la cual contiene indirectamente
las variables primitivas (ver por ejemplo [16, 66]).

Dentro del segundo enfoque se han implementados diferentes variantes para prescribir direc-
tamente los valores de las variables (forzamiento directo), una primer estrategia es calcular las
velocidades en los nodos fluidos, adyacentes al s6lido inmerso mediante interpolacién entre los
valores fluidos hacia un lado y el valor impuesto en la frontera del s6lido hacia el otro (por ejem-
plo velocidad nula en el caso no-slip, ver figura 5.1-centro), este enfoque se puede formular con
una aproximacién de segundo orden, pero la interpolacién se desarrolla por direcciones como el
método FDM por lo que hay cierta ambigiiedad en la eleccion de la direccidn en la cual se realiza
la interpolacién. Una de las primeras referencias de este método es [54] aunque este método se ha
implementado en GPU por Krishnan [87].

O O a | O O O E O O o | ,0----00, m|
boundary fluid boundary j“ fluid
O O O N = O O O N fc O O
|| T l} BI
m| o o | o O wmth I O oo----0
solid ‘ solid '
“.IP
O O O O O O O O O O ol BT ~-[11
—?—)ﬂ forces in Eulerian grid o- from linear interpolation Bl boundary intersection point
GC ghost cell point
v, prescribed boundary values p image point
o O Eulerian cell

center

Figura 5.1: (izquierda) Representacién esquemadtica del método de forzado continuo, aqui la fuerza aplicada en el
nodo lagrangiano i, F; x y F; y se distribuyen utilizando una funcién tipo § de Dirac discreta de ancho 3h (drea
sombreada), en primer lugar se evalda la fuerza discreta en los nodos lagrangianos, luego estos valores se multilpican
por la funcién ¢ y se integran en cada celda euleriana para obtener las fuerzas fc,», fc,y del nodo C'y sus vecinos
donde se resuelven las ecuaciones de NS. (centro) esquema de interpolacién del método de forzado directo propuesto
por [54] pero en grilla colocada, la eleccion de la componente u y v fue arbitraria para ejemplificar. (derecha) Esquema
para el método de forzamiento directo utilizando la direccion normal la frontera inmersa mediante interpolacion bilineal
de los nodos mds cercanos y el valor prescripto en el borde, en el primer caso, el valor uc del nodo C' se obtiene por
interpolacion, en el segundo caso, el valor u;p se obtiene por interpolacién y posteriormente se extrapola el valor ugc
usando extrapolacion lineal ugc+ = 2upr — urp.

Para evitar la ambiguedad en la eleccién de la direccién de interpolacién, hay métodos que
utilizan directamente la direccién normal al la frontera inmersa (hacia el interior del dominio
fluido), por ejemplo [16, 76, 84].

Madjumar et. al. [107] proponen combinar esta tltima estrategia con la técnica de nodos fan-
tasma, que se conoce métodos GCM por sus siglas en inglés (ghost cell method). Este método da
buenos resultados y ha sido ampliamente utilizado desde entonces hasta la actualidad [13, 34, 43,
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141, 169], incluidos problemas de transporte de sedimentos [86].

La figura 5.1-derecha presenta la estrategia de forzamiento directo utilizando la direccién nor-
mal a la frontera, que puede realizarse por interpolacién involucrando tnicamente valores del
campo fluido y el valor impuesto en la frontera, o bien mediante el uso de nodos ficticios (nodos
fantasma) ubicados dentro el sélido donde se impone el valor utilizando los puntos IP y BI (punto
imagen:interpolado e interseccidn con la frontera: prescripto, respectivamente).

En esta tesis se realiza una implementacién IBM utilizando el FSM con nodos fantasma, ins-
pirada en el trabajo de Mittal et. al. [116], con una serie de modificaciones para facilitar la imple-
mentacion del cédigo y optimizar el desempeiio en GPU. Las principales diferencias respecto al
método original [116], son:

Aqui se utilizan esquemas TVD en lugar de un esquema CD para la adveccion.

= El esquema de interpolacién para obtener el valor de la variable en el Punto Imagen (IP)
se realiza utilizando una celda master con dominio en [0, k] x [0, h] x [0, h] mediante un
mapeo trilineal como se explica en las subsecciones posteriores. Esto mejora el rendimiento
y requerimientos de memoria en GPU.

= Eldemarcado de las celdas fantasma (GC), celdas sélidas (SC), celdas fluidas (FC), punto de
interseccién con la frontera (BI) y punto imagen (IP), asi como el cémputo de las normales
y distancias respectivas se realiza utilizando la funcién distancia con signo (SDF), es decir
métodos Level Set (LS).

= Las ecuaciones de momento se resuelven utilizando BICGStab y la de la presién se resuelve
usando PCG con un preacondicionador CCMG.

5.1.1. Formulacion del método de fronteras embebidas

A continuacién se presenta la formulacién del método de fronteras embebidas utilizando la
técnica de nodos fantasma (GC-IBM). Se parte de una representaciéon LS mediante la SDF del
objeto inmerso, este campo ¢(x, t) viene dado por:

d(x,t) >0 si x € (5 )\ 0Q)
o(x,t) =0 si x € 00 5.1
P(x,t) <0 si x€ (Q\ 0N)

donde €2y, €25 y 0S5 son las regiones ocupadas por el fluido, el sélido y la frontera o interfaz que
las separa respectivamente.

De esta manera, evaluando el signo de la funcion SDF (sgn(¢)) se pueden clasificar los centros
de celda C' segtn su ubicacién en todo el dominio, en celdas fluidas (pc > 0) y celdas sélidas
(¢c < 0). Con ello es posible definir las celdas fantasma como aquellas en las que oo < 0y ¢p >
0 para algin vecino F' de los 4 posibles (F' ~ {E, W, N, S} en grilla cartesiana).
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Figura 5.2: Esquema de trabajo para el metodo IBM implementado. La frontera separa los centros de celda fluidas
(FC, ¢ > 0), los centros de celda sélidas (SC, ¢ < 0), los centros de celda fantasma (GC), los puntos de interseccién
del segmento normal al borde con el mismo (BI) y los puntos imagen (IP) utilizados en la interpolacién.

En la figura 5.2 se muestran todos los tipos de nodos de la clasificacién que se usan en el méto-
do para el caso 2D por simplicidad. Luego de identificar los nodos GC' se considera el segmento
normal al borde que pasa por GC'y su interseccion con el borde (punto BI), con ello se define el
punto imagen (I P) que se ubica a una distancia igual a 6 = ||xgc — xpr|| utilizando la misma
normal, con ello ||x;p — xp;|| = 4.

Utilizando los métodos LS, la normal en el punto BI se puede computar mediante la funcién

marcadora: Vo Vo
== | = 52
o= (161), = (9601 e e

por otro lado § = ||xgc — xB1|| = |¢(xcc)| = |Ppae| y las coordenadas del punto imagen se
obtienen como:

Xip = Xgc + 20npr = Xge — 2¢genpr (5.3)

donde se tiene en cuenta que ¢pgc < 0.

Una vez identificados las coordenadas de los puntos imagen, se interpola el valor funcional a
partir de los valores vecinos mds cercanos utilizando interpolacidn bilineal (trilineal en 3D), por
ejemplo si la variable a resolver es la componente = de la velocidad se obtiene como:

u(z,y) = Cray + Cox + C3y + Cy (5.4)

donde los coeficientes C;, i = 1...4 (i = 1...8 en 3D) se calculan en términos de los 4 (8 en
3D) valores vecinos, es decir utilizando:

U@w?h) = U; = Clxlyz + CQ‘Ti + C3y1 + C4,C0ni = 17 27 3)4 (55)

la idea es determinar previamente los coeficientes de la interpolacién para luego computar el valor
interpolado como:

w(zrp,yrp) = urp = Crzrpyrp + Coxrp + Csyrp + Cy
4

(5.6)
S urp = Z{zul + 0(52)

i=1

aqui el término O(6?) representa el error de truncamiento de la aproximacién bilineal (trilineal)
(ver [116]). Con esto, la ecuacion para la celda GC' se calcula teniendo en cuenta ese valor, la
condicién de borde a aplicar y el valor en la frontera. Para el caso de BC tipo Dirichlet, la extra-
polacidn lineal a utilizar es:

_ [urp t+ugc
upr =\ ——5

5 > & uge = 2upr — urp (5.7
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Para el caso de BC tipo Neumann, la extrapolacion es:

ou _ urp —uGeC B ou
<an>Bl = 72(5 < UGqCc = ujrp 20 <8n>31 (5.8)

Finalmente las expresiones (5.7) o (5.8) se utilizan como ecuaciones para imponer implicita-
mente los valores en las celdas GC.

Dichas ecuaciones para GC en conjunto con las ecuaciones triviales ugc = 0 para el resto de
celdas solidas (ubicadas dentro del s6lido inmerso) y las ecuaciones que surgen de aplicar el FVM
para las celdas fluidas F'C', conforman un sistema de ecuaciones en el dominio completo (s6lido
incluido), los valores GC' permitirdan de este modo que se satisfaga la condicién de borde en la
frontera embebida.

La figura 5.3 muestra el proceso de identificacion de las celdas fantasma GC' los correspon-
dientes puntos imagen en el fluido, puede verse que al refinar la grilla, el soporte de celdas GC
aumenta.
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Figura 5.3: Identificacién de los GC en el s6lido y su punto imagen I P en el fluido ubicado a la misma distancia desde
borde, para diferentes niveles de resolucién de malla (N, = 8,10, 16, 32).

En la figura la zona sombreada indica los centros de celda que rodean al punto I P. Puede verse
entonces que al calcular los coeficientes de la interpolacién (ecuacion (5.5)), en muchos casos la
propia celda GC formaria parte de la informacion utilizada para calcular vy p quedando un sistema
mal puesto, esto se remedia utilizando la ecuacién 5.5 con el dato prescrito en el punto B, para
BC tipo Dirichlet:

upr = Crxprypr + Coxrpr + C3ypr + Cy (5.9

o su correspondiente derivada normal para BC tipo Neumann:



104 CAPITULO 5. REPRESENTACION DE GEOMETRIAS COMPLEJAS

0 0
<u> =Vung; & <u> = C1 (yprnz + wprny) + Cang + C3ny (5.10)
on) g, on) g,

donde npr = (ng, ny).
La expresion para el punto imagen, (5.6) en el caso que I P esté completamente rodeado de
nodos fluidos se puede simplificar bastante al usar una grilla uniforme (ver figura 5.4):

Ci = (ul—UQ+U3—’LL4)/h2 ; ng—Clyl—(ul—uQ)/h;
C3 = —Cix1 — (u1 —wg)/h 5 Cy =uy — Crz1y; — Coxy — Cayi; (5.11)
urp = xrpyrpC1 + x1pCa + yrpCs + Cy;

(x,y; +h) (e +h,y, +h) (0,1 o
v ! ! O (Xp1, Y1)

4 3 4 3.
o o)
1 2 1 2
O | O
(xl')’1) (x1 + h, yl) (050) (1,0)

Figura 5.4: Valores utilizados para realizar la interpolacién bilineal (caso 2D) en el punto imagen (I P) para el caso
en que 1, 2, 3 y 4 sean celdas fluidas (F'C) y cuando se utiliza como dato el punto interseccion con el borde (BI)
trabajando en coordenadas reducidas.

Para el caso en que se deba utilizar el punto de intersecciéon BI en la interpolacidon conviene
utilizar las variables en forma reducida (ver figura 5.4-derecha):

r — I

N Yy—uy
C = 5.12
Y (5.12)

h

T =
con ello, en el caso de BC tipo Dirichlet, la expresion se simplifica a:

urp = ZrpYrpCh + &rp(uz — u1) + yrp(ua — ur) + us;

ugtui(pr+9pr—1) g uy (5.13)
con C7 = e

A A~ A ?
rBrysr YBI TBI

mientras que para el caso 3D la expresion resulta en:

urp = C1Z1pyrpzrp + (u1 — ug + us — wa)TrpYrp+
(ur —ug —us +ue)Trpzrp + (w1 — ua — us + ug)yYrp2rp

+(ug —u1)Zrp + (ua — uw1)yrp + (us — u1)2rp + ug;

C uy Ug us us
conby = —F—F— = — =— — 7 —
TBIYBIZBI YBI ZBI TBI (514)

us(Zpr +ypr — 1 ug(Tpr +2pr—1 wus(Ypr + 2pr — 1
n 5(Zpr + UBrI )+ 4(ZBr BI )+ 2(UBr + ZB1 )

TBRIYBI TBIZBI UBIZBI
~wi((@pr —1)(@B1 + 21 — 1) + UB1ZBI) |
TRIYBIZBI ’

En el caso de BC tipo Neumann, las expresiones deben modificarse teniendo en cuenta la
ecuacion (5.10).
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5.1.2. Detalles de la implementacion GPU

Para la implementacién del IBM en CUDA se utiliz6 como base el cédigo del FSM desarro-
Ilado previamente, donde se incorporaron las siguientes modificaciones. Se evalua el signo de la
funcién marcadora LS (¢) para clasificar las celdas durante el computo del stencil. En particular
en la operacion tipo stencil de la ecuacién de momento, cada hilo clasifica si se trata de una celda
FC, SC o GC y en base a ello utiliza las siguientes operaciones de la fila C' de la matriz del
sistema:

1. la ecuacion (2.69) si o > 0
2. laecuacionuc =0si¢pc <0y ¢p <0 (F ~{N,S,E,W}o F ~{N,S,E,W,T, B})

3. sigpc <0y ¢r > 0 para algun F', entonces segin la BC a aplicar sobre la frontera inmersa
se utilizan:

= la ecuacidon ugc + uyp = 2upy, utilizando la ecuacién (5.13) ((5.14) en 3D) para
evaluar uyp (BC tipo Dirichlet).

0
» la ecuacion ug — uyp = —26 <u) , utilizando una versién modificada de (5.13)
N/ Br

0 (5.14) para evaluar u;p en el caso de BC tipo Neumann.

en cuanto al RHS de la ecuaciéon de momento, se modifica solamente si el hilo esta procesando
celdas SC, GC. El sistema se resuelve utilizando el método BiCGStab, debido a la leve pérdida
de simetria de la ecuacion.

En cudnto a la solucién de la ecuacion para la presion, se evaluaron diferentes variantes del
IBM:

1. Resolver utilizando BiCGStab, aplicando la BC tipo Neumann en las celdas fantasma GC,
para ello se modific6 solamente el stencil de la presién como en la ecuacién de momento.

2. Resolver utilizando BiCGStab con un preacondicionador basado en CCMG con las modifi-
caciones propuestas en el trabajo de Udaykumar [170] y la variante mas actual presentada
por Botto [24].

3. Resolver utilizando BiCGStab con una versién modificada del preacondicionador CCMG en
la cual se utiliza un ciclo V sin tener en cuenta el sélido en las grillas gruesas y previamente
antes de salir del preacondicionador se realiza un paso donde se rellenan los valores en las
celdas GC' de forma explicita teniendo en cuenta que ugc = uyp (por ej. para el caso de
BC tipo Neumann homogénea para la presion).

4. Resolver la ecuacion de Poisson utilizando PCG con el preacondicionador CCMG, sin apli-
car explicitamente las condiciones de borde en la presion y dejando que el campo de presio-
nes se ajuste de acuerdo al campo de velocidades del paso predictor.

Las alternativas 1, 2 y 3 proveen practicamente la misma solucién del sistema lineal, aunque
el mejor desempefio se tiene en la alternativa 3. Sin embargo, teniendo en cuenta el modelo de
ejecucion de la GPU, los mejores rendimientos se obtuvieron con la tltima alternativa (4).

El hecho de no aplicar explicitamente condiciones de contorno sobre el sélido al resolver la
ecuacion de la presion es algo frecuentemente discutido en las referencias. Es de esperar que al
no aplicar las BC en la PPE, en el paso de proyeccién, se modifique la BC Dirichlet en el campo
de velocidad, sin embargo, en las pruebas se comprobd que los cambios en el campo de velocidad
para las celdas préximas al borde son muy pequefios (en el orden O(10~%)) al compararlos con
los valores de velocidad entonces resulta valido despreciar tales cambios.

Entre los trabajos que resuelven la presién en todo el dominio sin considerar el sélido se
destacan los siguientes:
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= En [54] Fadlun et. al. argumentan que al aplicar la condicién no-slip, las velocidades normal
y tangencial deben anularse u,, = u, = 0, luego considerando la ecuacién de momen-
tum expresada en dichas componentes, se deduce que se estd considerando implicitamente
Jp/on = 0 ([54], pags. 58-59).

= En [131] Pan resuelven la PPE sin distinguir tipos de celda, ya que considera que como
dentro del cuerpo inmerso existe una distribucion de velocidades incompresible prescrita,
entonces no hay cambios en las propiedades a través de la superficie del cuerpo y entonces
la presion dentro del cuerpo se rige por la misma ecuacién que estd afuera. A su vez, la
naturaleza eliptica de la PPE asegura que la presién dentro del cuerpo se ajustard segtin el
campo de presién fuera de él. ([131], p. 283).

= Deen et. al. [45] y posteriormente Maitri et. al. [106] mencionan explicitamente que no
realizan un tratamiento especial al resolver la PPE en las celdas proximas al la region sélida.

= En un trabajo mas actual, Chi et. al. [34] realizan una discusion sobre el flujo de masa no
fisico que se genera a través de la superficie del cuerpo en el caso de imponer una BC tipo
Neumann en la PPE cerca de la frontera sélida como se realiza en el trabajo de Mittal et. al.
[116] ([34], pags. 15-17).

En las simulaciones se utilizard el método IBM con la variante 4 para la PPE, no obstante
en caso de que se desee resolver la PPE aplicando BC tipo Neumann en la superficie del cuerpo
inmerso, se pueden aplicar algunas de las demds variantes. Aqui cabe mencionar que, si bien
para BC tipo Dirichlet el método tiene una aproximacién de segundo orden, al aplicar la BC
tipo Neumann con el método IBM propuesto, se tendra una aproximacion de primer orden en la
frontera, sin embargo, como el gradiente de presién en las ecuaciones estd multiplicado por At y la
restriccion CFL en el esquema temporal AB para el término advectivo implica que O(At) ~ O(h),
entonces la precision de segundo orden del FSM al combinar con esta estrategia GC-IBM no se ve
afectada [116].

Por lo antedicho, no se requiere una implementacion del IBM a segundo orden para las BC
tipo Neumann para el caso de la PPE. No obstante, en el caso de una ecuacién de transporte
escalar para otro tipo de problemas, se puede realizar una extrapolacién de segundo orden aplican-
do la estrategia propuesta por Pan en [132], la cual mantiene un stencil relativamente compacto,
haciéndolo mds compatible con la arquitectura CUDA.

En las siguientes subsecciones se realizan algunas pruebas de validacion del método propuesto.

5.1.3. Convergencia en malla - Ecuacion de difusion transiente

En esta prueba se resuelve la siguiente ecuacion de difusion transiente:

99
=V-(V 5.15
o =V (V) (5.15)
en un dominio cuadrado = [0, 1] x [0, 1] donde se incluye una frontera inmersa dada por la

siguiente expresion I' = {(z — 1/2)% + (y — 1/2)* = 1/4}, para dos condiciones de borde tipo
Dirichlet en las fronteras exterior e interior del dominio:

(A) ¢ = 0sobre la frontera exterior del cuadrado unitario (0€2) y ¢ = 1 sobre la frontera inmersa
(circunferencia interior) I' y dentro de ella, considerando ¢ > 0.

(B) ¢(z) = 1622(x — 1)? sobre los bordes horizontales (borde norte y sur del cuadrado), ¢ = 0
sobre los bordes verticales (borde oeste y este del cuadrado) y ¢ = 0 sobre la frontera
inmersa I' y dentro de ella.
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La ecuacion se resuelve utilizando el FVM con un esquema espacial centrado, con el stencil
modificado en las celdas del borde del cuadrado para conservar el segundo orden. El esquema
temporal utilizado es FE con un paso de tiempo At calculado de acuerdo al nimero de Fourier, de
esta forma el error temporal se mantiene por debajo del error que proporciona el esquema espacial,
ademds se tuvo en cuenta que sea un mdltiplo de tiempo final 7' de la simulacién para poder
calcular el error para los diferentes tamafios de malla en el mismo instante. La condicién inicial es
¢(x,0) = 0. El problema se hace evolucionar hasta un tiempo fisico de 7' = 0,2s. La figura 5.5
muestra las soluciones numéricas de ambas pruebas utilizando una malla de N, = N, = 128.

D?O 0.200 wl;)ZD}g’TD:bll)).Dzs 0800 1.00 D?O 0.200 ¢l§)j1'0)glrl):6(l])l025 0800 1.00

01 02 03 04 05 06 07 O
i | i i i i i
T T " T T = "

1 02 03 04 05 06 07 o
X Axis

¢(x,y), T=0.2s

000 0200 0400 0600 0800 100 9(x,y), T=0.2s
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Figura 5.5: Solucién numérica del problema A (izquierda) y problema B (derecha), utilizando la grilla de 128 x 128.
Por claridad, en la solucién B se incorpor6 la curva de nivel 0 indicada en color negro.

Para calcular el error se utiliza la solucién numérica sobre una malla fina de 1024 x 1024
celdas. Como en el esquema colocado, los centros de celda de las grillas gruesas no coinciden
con los de la grilla fina, se realiza una interpolacién usando spline ctbico de la solucién fina en
cada grilla y en el computo del error se excluyen los nodos interiores al cuerpo. Para la prueba se
utilizaron grillas de 32, 64, 128, 256 y 512 celdas por direccién. En la figura 5.6 se presenta el
error en las tres normas usuales (L1, Lo y Loo):

M
||€||1 = Z |¢i,num - ¢i,ﬁna| (5.16)

=1

M 9 1/2
- (¢i,num - d)i,ﬁna)

|lel]2 = ; 7 (5.17)

M
HGHOO = r{lzlx ‘ﬁbi,num - (pi,ﬁna‘ (5.18)
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donde M es el nimero de celdas luego de excluir las celdas ubicadas dentro del cuerpo inmerso.
Se incluyen las rectas con pendiente de primer y segundo orden para comparacién (O(h) y O(h?)).
Puede observarse que las normas del error tienen una convergencia préxima a segundo orden.
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Figura 5.6: Normas L1, Lo y L del error versus paso de malla h.

5.1.4. Convergencia en malla - Flujo en una cavidad cuadrada con cilindro embe-
bido

En esta prueba se resuelve el problema del flujo en una cavidad con la tapa en movimiento lid-
driven cavity flow con un cilindro fijo inmerso en 2D. Como en el problema clésico, la componente
x de la velocidad en la tapa superior tiene valor constante, en general « = 1m/s, mientras que en
las paredes verticales u = Om/s, es decir hay una discontinuidad de salto en las BC, por ello, aqui
se realiza el estudio de convergencia en una variante regularizada, para ello, se utiliza la siguiente
condicién de borde para la tapa:

Uiop = (Utop, Viop) = (1627 (z — 1)%,0)m/s; x € [0, 1] (5.19)

Las BCs para el resto de lados es u = (0,0) incluyendo la frontera inmersa que es un cilindro
de didmetro 0,5m. La cavidad tiene L = 1m de lado, los parametros fisicos utilizados para la
prueba son: p = 100kg/m? (densidad), ;1 = 1kg/m/s (viscosidad dindmica), v = u/p = 0,01m?/s
(viscosidad cinemaética), el nimero de Reynolds basado en la velocidad mdxima es Re = 100. La
solucién de referencia para calcular los errores es la correspondiente a una grilla de 1024 x 1024.
El esquema temporal de discretizacién es la combinacién de AB para el término advectivo y CN
para el término difusivo, el esquema espacial es CD, el paso de tiempo elegido es At = 5 x 10™%s.
El tiempo fisico simulado es T' = 500At = 0,25s.

La figura 5.7 presenta la solucién numérica obtenida para la grilla de 128 x 128, en la grafica se
presentan el campo de velocidad, (u,v) (arriba) con la representacion de las trayectorias (abajo),
se presenta ademads el campo de vorticidad (w,) en una escala de colores arbitraria.
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Figura 5.7: Solucién numérica del problema de la cavidad cuadrada regularizada, con un cilindro fijo embebido en el
centro, para la grilla de 128 x 128. Componentes u y v de la velocidad (arriba), campo de vorticidad y médulo del
campo de velocidades junto a la representacién del campo de velocidad con puntos aleatorios (abajo).

Para el estudio de convergencia se utilizaron grillas de 32, 64, 128, 256 y 512 celdas por direc-
cién, En la figura 5.8 se presentan los errores en las tres normas usuales, calculados de la misma
forma que en las pruebas anteriores con la ecuacion de difusion. En la figura 5.8 se presentan
los resultados de convergencia en malla para ambas componentes de la velocidad y del campo de
presiones, puede observarse que el método converge a segundo orden al refinar.
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Figura 5.8: Normas L1, L2 y Lo del error versus paso de malla h para las componentes u, v de la velocidad y la
presién p.

5.1.5. Flujo alrededor de un cilindro circular a Re = 40

En esta prueba se resuelve numéricamente el flujo alrededor de un cilindro circular a nimero
de Reynolds Re = 40. La prueba consiste en un cilindro de didmetro D = 1m, colocado en
el centro de un dominio cuadrado 30D x 30D. Las BC utilizadas para la velocidad son: en la
entrada (eje vertical a la izquierda) y paredes horizontales superior e inferior son un flujo uniforme
constante Uy, = (U0, 0) con us, = 1m/s, en la salida se utilizé una BC del tipo convectiva para
ambas componentes de u calculada mediante la siguiente expresién

ou ou

5 (5.20)

para la presidn se utilizaron BCs tipo Neumann homogéneas en todos los lados y se fijé la presion
en la primer celda para proveer un sistema resoluble.

El problema se resolvié en un dominio computacional de 4096 x 4096 (h ~ 0,0073m), se
utilizaron los mismos esquemas espaciales y temporales que en la prueba anterior. El paso de
tiempo elegido es de At = 1 x 1073s y la simulacién se realizé hasta llegar a un tiempo final
de T' = 20s, alcanzando de este modo el estado estacionario. Los parametros fisicos se fijaron
de manera que resulte un nimero de Reynolds basado en el didmetro del cilindro de Rep = 40.
Se compararon los resultados de la vorticidad y los resultados del coeficiente de presion sobre la
superficie del cilindro con otros autores.

La figura 5.9 muestra las curvas de isovalores para la vorticidad comparables a las soluciones
de otros autores, para facilitar la comparacién, en la figura se muestran los resultados obtenidos
por Taira y Colonius [164] y los resultados obtenidos por Krishnan [87], puede observarse que los
resultados son satisfactorios considerando que la vorticidad en general es un pardmetro sensible a
los cambios.
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Figura 5.9: Curvas de isovalores de vorticidad para la prueba de flujo alrededor de un cilindro a Re = 40, contornos
entre valores -3 y 3 graficados cada 0.4. Resultados de la presente implementacion (izquierda), resultados presentados
por Krishnan [87] (derecha) y resultados presentados por Taira y Colonius [164] (centro).

En la figura 5.10 se muestran los resultados para el coeficiente de presién normalizado definido
como Cp = (p — peo)/5pUZ, considerando ps, = 0 como presién ambiente. Puede observarse
que la distribucion de presiones sobre la superficie se aproxima bien con los resultados numéricos
presentados por Tseng y Ferziger [169].
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Figura 5.10: Coeficiente de presion sobre el cilindro a Re = 40.
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Figura 5.11: Contornos del campo de presiones para el flujo alrededor del cilindro a Re = 40.

5.1.6. Flujo alrededor de una esfera

Otro experimento que permite probar la fidelidad del método en flujos tridimensionales es el
flujo alrededor de una esfera fija. Para nimeros de Reynolds basados en el didmetro de la esfera
inferiores a Rep = 210 el flujo es estacionario axisimétrico, para 210 < Rep < 270 el flujo es
estacionario no axisimétrico mientras que para Rep > 280 el flujo se vuelve no estacionario y no
axisimétrico.

En esta prueba se utiliza un dominio computacional de [-8D, 8 D] x [-4D, 4D] x [-4D, 4D],
donde D es el didmetro de la esfera con centro en el punto (—4.D, 0,0) (ver figura 5.12). Las BCs
aplicadas para la velocidad son: flujo uniforme us,00 = (uso, 0,0) en la entrada, BC convectiva
en la salida (como en el problema anterior), en el resto de paredes se aplicé BC tipo slip (resba-
lamiento) mientras que sobre la superficie de la esfera se aplicé una BC tipo no-slip (condicién
de adherencia) impuesta mediante el IBM. Para la presion las BCs son del tipo Neumann en las
paredes y entrada, mientras que en la salida se impuso po, = 0. En la figura 5.12 se indican la
configuracién del dominio y las BCs.

inlet
' ]z;nclalzt) \ outlet

convective

Figura 5.12: Esquema de dominio computacional para el problema de flujo alrededor de una esfera estacionaria.

La grilla utilizada es de 512 x 256 x 256, el esquema espacial utilizado es CD para el término
advectivo y difusivo, como esquemas temporales se utilizaron CN y AB para el término difusivo y
advectivo respectivamente, para asegurar la estabilidad y una buena resolucion el paso de tiempo
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se eligié como At = UO ’51’1 =. Se calculd el coeficiente de arrastre definido como:
oo 4y

Fp

Cp=—"—
FPuscAcs

(5.21)

siendo p la densidad del fluido, Acg = 7w D? /4 el drea transversal de la esfera 'y Fp la fuerza de
arrastre evaluada como se indica en [95], esto es, calcular numéricamente la forma integral de la
componente x de la ecuacién de momento:

Fp = —/fldV
Q
9 | ou  ou (:22)
= — . — —~C 423 )
Fp = at/,oudV /puu ds /pnxds—l— / I <(9xj + e > n;ds
QO aQ() GQO 890

donde )y es un dominio cibico que encierra la esfera y 02 su frontera.

Se realizaron simulaciones para diferentes valores de Rep = puo.D/u: 50,75, 100, 150, 200,
250, 300, 350 y 400. La tabla 5.1 muestra que los resultados del coeficiente de arrastre promedio
tienen un ajuste razonable al compararlo con los reportados en estudios previos. En la figura 5.13
puede observarse que estos valores se ajustan bien a la correlacion de Clift et al. [39].

Tabla 5.1: Coeficiente de arrastre promedio Cp para la esfera. (*) Resultados experimentales.

Re 50 75 100 150 200 250 300 350 400
Kim et al. [84] - - 1.087 - - 0.701  0.657 - -
Choi et al. [36] - - 1.090 - - 0.700 0.658 - -

Johnson y Patel [79] - - 1.080 - - 0.700 0.656 - -
Ross y Willmarth [146] (*) 1.603 1.291 1.073 0.894 0.728 0.712 0.629 0.633 0.584
Tabata e Itakura [163] 1.579 - 1.090 0.889 0.772 - - - -
Este trabajo 1.603 1278 1.095 0.887 0.765 0.693 0.645 0.615 0.579
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Figura 5.13: Evaluacion del coeficiente de arrastre C'p oara una esfera a diferentes niimeros de Reynolds, comparacién
con formula de correlacion de Clift et. al. [39].
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Figura 5.14: Estructuras de desprendimiento de vértices. Isosuperficies de criterio () de vorticidad, de izquierda a
derecha Re = 100, 250, 300.

5.2. Meétodos Level Set

El LSM es una técnica numérica que frecuentemente se utiliza para problemas que involucran
la interfaz entre fluidos en movimiento. El método se basa en una representacién implicita de la
interfaz, cuya ecuacién de movimiento se aproxima numéricamente usando ecuaciones hiperb6li-
cas. El LSM permite manejar problemas en los que la velocidad de la interfaz depende de manera
sensible de las propiedades geométricas locales como curvatura y direccién normal, asi como tam-
bién saltos en las propiedades fisicas y las condiciones de borde determinadas por la ubicacién de
la interfaz.

El LSM fue propuesto por Osher y Sethian [130]. En esta tesis se utiliza para modelar el lecho
que oficia de interfaz entre agua y sedimentos.

Como se explica en el capitulo 6, en cada paso de tiempo morfolégico, la interfaz debe actua-
lizarse ya sea advectando la funcién ¢ (SDF en 3D) a partir de un campo de velocidades vertical
determinado o bien calculando explicitamente una nueva aproximacion de la funcién SDF a partir
del campo 2D que provee los niveles del lecho de acuerdo a la ecuacion de Exner. En ambos casos
la funcidn distancia nueva puede que no se mantenga como tal y eventualmente debe reemplazarse
por una funcién SDF sin cambiar la ubicacién de la interfaz, es decir, sin mover el conjunto de
nivel cero (¢(z,y, z) = 0).

Este proceso se denomina reinicializacién. La funcién ¢ debe ser reinicializada luego de una
cierta cantidad de tiempo, aqui se realiza en cada paso de tiempo morfolégico.

5.2.1. Reinicializacion

El método de reinicializacién influye en la precision general del LSM y en la conservacion de
la masa. Constituyendo asi un paso importante para mantener la funcién ¢ como una funcién SDF
preservando la propiedad dada por ¢(x) = 0.

Por lo tanto se requiere realizar esto de forma adecuada y precisa para mantener la calidad del
LSM y garantizar alta precision y conservacion de masa en el cdlculo de la interfaz en movimiento.

Existen diferentes métodos para realizar esto, en [18] puede encontrarse una descripcidn, entre
estos, los dos métodos mas difundidos son: los basados en la solucién de una ecuacion diferencial
hiperbdlica y el método de marcha rdpida (FMM por sus siglas en inglés). A pesar que el FMM es
un algoritmo eficiente y preciso, su paralelizacion resulta muy dificultosa debido a la dependencia
en el flujo de datos que se crea [148]. Entre los avances recientes, Lee et al. (2016) [98] han pre-
sentado un algoritmo eficiente usando la férmula de Hopf-Lax para resolver la ecuacion Eikonal
(|IV¢|| = 1), conformando una estrategia con paralelismo trivial. Posteriormente Royston et al.
(2018) [148] han presentado una paralelizacion del método en GPU.

Como aqui la reinicializacién se requiere para corregir principalmente las propiedades cerca
del conjunto ¢(x) = 0, cosa que insume pocas iteraciones si se utiliza los métodos clasicos y
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ademds, se realizan en cada paso de tiempo morfoldgico, a los efectos de esta tesis, se optd por
seguir directamente un método basado en la ecuacion diferencial:

{ g‘f +sgn(¢”) (|[Vel| — 1) =0 (5.23)
$(x,0) = ¢°(x)

donde sgn(x) representa el signo de *. No obstante en futuras optimizaciones o en caso de in-
corporar problemas a superficie libre se recomienda realizar una implementacién basada en GPU
similar a la presentada en [148].

La ecuacion (5.23) se discretizé utilizando FDM tal como se describe en el trabajo de Min
(2010) [115], con la respectiva extensién a 3D.

En particular, la discretizacion espacial de ||V ¢|| consiste en aplicar un esquema espacial tipo
ENO (por sus siglas en inglés Essentially Non-Oscillatory) de segundo orden en los argumentos
del Hamiltoniano numérico que aqui se presenta en 2D por simplicidad:

IVol| = Ha(Df éc, Dy ¢c, D, éc, D, ¢c) (5.24)
donde D y D;t son las diferencias finitas ENO hacia un lado u otro en direccién x e y dadas por:
— Az .
Dfoc = P20 Sl minmod(Dysde, Dertr)
5 v ow  Ax (5.25)
_ c — .
Dy éc = TW - Tmland(Daw(pCv Dyzpw)

las expresiones para D;f son similares considerando los valores ¢ y ¢g. El factor D, ¢c denota
al laplaciano numérico en diferencias centradas dado por:

Dya = L7200 T 00 (5.26)

y el operador minmod(a, b) o médulo minimo dado por

0, siab< 0
minmod(a,b) = ¢ a, silal < b (5.27)
b, en otro caso

Por su parte, el Hamiltoniano numérico Hq estd dado por:

Vméx ((a7)2, (b7)2) + max ((c7)?2, (d1)?), sisgn(¢®) >0,
Ho(a,b,c,d) { o/ ( <a+> )7 T max ()5, (@), sisgn(e®) <0, O

aqui el signo en el superindice indica la siguiente evaluacién de méximo o minimo a™ = méx(a, 0),
a” = min(a,0).

Hasta aqui el esquema espacial es adecuado para puntos ubicados lejos de ¢ = 0, mientras que
los puntos cerca del contorno pueden modificar la ubicacion de la interface, por ello, en dichos
puntos deben corregirse las férmulas para imponer ¢ = 0 siempre que ¢ = 0. En concreto la
modificacién requerida consiste en reemplazar D ¢¢ (y respectivamente D;—L ¢c) por:

_ Axpt

D;(ﬁc = OA (f_c - %mland(Dmx(ﬁC:Dxa:(ﬁE)
5.29
Droe = 200 L AT mod(Dysdes D) o

Ar— 2 zxPCy VyxxzPW

donde Az~ es calculado como:
_ 0
‘M@ e %S@@’¢“F>swm%e

Axt = O (5.30)

0
A

sino

%CW’
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donde ¢, = minmod(¢ly, — 26¢ + ¢y, 66 — 20 + Opp), D = (¢50/2 = 6 — dp)* — 4650}
y teniendo en cuenta que esta ecuacién es valida cuando qﬁocqﬁ% < 0.
Mientras que para el caso ¢2¢Y;, < 0, debe usarse:

1 0 _ 40— son (6 — ¢% ) VD ‘
Ax (5 + < Ow 58 O(¢C %) .S |dea|® > €
Ax~ = o0 ra (5.31)
Ar—5 C¢O , sino
c~ Pw

con ¢g, = minmod(¢yy, — 26 + ¢y, Ot = 20 + Sy ), D = (¢5,/2 = 04 — dyy)* — 460 Sy
Para finalizar, la discretizacion temporal utilizada es FE por simplicidad. El paso de tiempo
adoptado en el caso 2D (respectivamente en 3D incoporando ) es:

At = 045min(Az", Az~ , Ay™, Ay7) (5.32)

La deduccidn de las dltimas féormulas puede encontrarse en [115].

5.2.2. Ejemplos numéricos 2D

El siguiente ejemplo ilustrativo consiste en aplicar el método de reinicializacién considerando
la siguiente funcién LS inicial:

() = (& —1)>+ (y—1)2+0,1) (\/552 T2 1) (5.33)

Aqui el conjunto ¢°(z,y) = 0 es una circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordena-
das, sin embargo ¢” no constituye una SDF, es decir no tiene la propiedad || V|| = 1. La figura
5.15 presenta la solucién final, donde puede verse que se logran obtener las propiedades deseadas
para la SDF. Para finalizar, a modo de ejemplo en la figura 5.16 se muestra la solucién final de la
funcidén marcadora utilizada para aplicar la estrategia GC-IBM en un problema lecho erosionable,
el proceso para construir la condicién inicial ¢° en este caso se describe en el capitulo 6.

scalars scalars
-0.97968 -0.500 0.000 0.500 1.000 1500 191776 -0.97968 -0.500 0.000 0.500 1.000 1.500  1.91776
| |

Figura 5.15: Contornos de nivel para la condicién inicial ¢° del problema (5.33) (izquierda) y contornos de nivel de
la solucion final ¢ luego de aplicar el proceso de reinicializacion (derecha). Para claridad se ha demarcado en negro el
contorno ¢(x) = 0 para ¢ y ¢°.
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scalars
-0.18491 -0.100  -0.050  0.000 0.050 0.100 0.18356

Figura 5.16: SDF utilizada para demarcar el lecho erosionable en un problema 2D luego de aplicar el proceso de
reinicializacién.
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Capitulo 6

Ecuaciones y modelos para el
transporte de sedimentos

6.1. Introduccion

El transporte de sedimentos se divide en: carga de lavado (material muy fino transportado
en suspension, es aquel que no influye en la hidrodindmica local), y el transporte total de lecho
(sedimento transportado en el fondo mas el transportado en suspension, dependiendo del tamafio
del sedimento y de la velocidad del flujo). Las propiedades principales del sedimento son el tamafio
de particula, la forma, densidad, velocidad de caida, porosidad y concentracién, mientras que las
principales propiedades del transporte de sedimento son las variables hidraulicas interrelacionadas
tales como la descarga, la pendiente de fondo, la seccién de flujo, velocidad, turbulencia, rugosidad
hidraulica. La erosién y sedimentacion constituyen procesos que pueden requerir simulaciones en
largos perfodos de tiempo.

El movimiento de los sedimentos involucra procesos complejos. El campo de velocidades del
flujo de agua es tridimensional, con zonas de recirculacién y flujos secundarios. Las formas del
lecho que surgen muchas veces aumentan la rugosidad, pudiendo modificar incluso el régimen
del curso. Como consecuencia del transporte total (carga de fondo y suspendida), la superficie del
lecho cambia y su evolucién temporal se modela usando la ecuacion de Exner.

Hay varias férmulas de transporte q, empiricas para diferentes aplicaciones, las mas difundi-
das son las correspondientes a Shield [153], Meyer-Peter & Muller [113], Einstein [49], Engelund
& Hansen [51], Engelund y Fredsge [50], Yalin [185], Fernandes-Luque y van Beek [60], Van
Rijn [176], entre otros. Los pardmetros que se requieren son: el tamafio medio ds de los granos
(dsp en general), la densidad del fluido p, 1a densidad relativa s = ps/p, siendo p, la densidad del
sedimento, la aceleracién de la gravedad g, el esfuerzo de corte critico 7., y el esfuerzo de corte
en el fondo 7.

En el presente capitulo se abordan los aspectos tedricos de la formulacién para ambos tipos de
transporte, sin embargo, en el caso de aplicacion propuesto solamente se considerara el transporte
en modalidad de fondo.

6.2. Transporte de fondo

Los granos comienzan a moverse cuando la tensién en el lecho 7, exceda un valor critico
(10). En las primeras etapas de transporte, las particulas se mueven deslizdndose y rodando sobre
la superficie del lecho, pero un pequefio aumento en el esfuerzo 7, hard que los granos salten
desde el fondo siguiendo trayectorias de tipo balisticas. Este ultimo modo de transporte sélido por
carga de fondo, se conoce como saltacién [62]. Dentro de una delgada capa cercana al fondo, se
establece una zona de intercambio entre el lecho y el sedimento transportado en suspension.

119
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6.2.1. Formulas para transporte de fondo q,

La mayoria de estudios numéricos dividen la carga de transporte en carga de fondo y carga
en suspension. Las férmulas de transporte por carga de fondo correspondientes al movimiento
adyacente al lecho se basan principalmente en el concepto del esfuerzo de corte critico 7., que
establece un valor para el cual, una vez alcanzado por el esfuerzo de corte que genera el flujo
sobre la superficie, el sedimento serd transportado.

Las siguientes férmulas frecuentemente han sido aplicadas para predecir el transporte de fondo
en simulaciones numéricas 2D y 3D, por ejemplo en [8, 30, 83, 86, 103, 123, 147]:

= Meyer-Peter y Miiller (1948) [113]:

3/2
b Th
= =8 -7 (6.1)
& (s —1)gds, <P(5 — 1)gdso )

siendo q; la tasa de transporte adimensional, q la tasa volumétrica de transporte de fondo
[m3/s/m], T, el esfuerzo de corte en el lecho [N/m?], g = ||g|| la aceleracién de la gra-
vedad [m/s?], dso en [m] el didmetro efectivo 50 del sedimento oficiando en cierta manera
como el didmetro promedio, s = pg/p la densidad relativa del sedimento respecto al agua,
usualmente se utiliza s = 2,65, 77 = 0,047 el valor de esfuerzo de corte critico adoptado
con frecuencia en arenas. La férmula es empirica y se verificé con datos para arena grue-
sa y grava uniformes. Notar que para problemas 2D q;, = ¢, , mientras que en problemas
3D se utiliza g5 = (gb.2,qpy) y de manera similar debe considerarse 7, = (734, 7,,) €n
problemas 3D.

Wong y Parker (2006) [180] trabajaron en un re-andlisis de los datos usados por Meyer-Peter
y Miiller (MPM), logrando un mejor ajuste mediante las siguientes dos formas alternativas:

a; = 4,93 (7 —0,047)"° (6.2)

q = 3,97 (7% — 0,0495)%/2 (6.3)

donde Tl;* es el esfuerzo de corte adimensionalizado.

» Engelund y Fredsge (1976) [50]:
ap = 18,74 (r; — ) [()? = 0,7 (r)"?] (6.4)

donde se adopta 7 = 0,05. Esta ecuacidn da resultados muy préximos a los de la férmula
de MPM, aunque en las pruebas numéricas para esta tesis se observd que esta formula
en general da tasas de transporte mayores. No obstante ambas férmulas sobreestiman el
transporte de fondo para grandes valores de esfuerzo de corte [62].

= Van Rijn (1984) [176]:
T2’1
qQ = 07053 D073 (65)

la ecuacion esta basada en el tamafio de particula adimensional y el pardmetro de etapa de
transporte (transport stage parameter) T', definidos respectivamente como:

1\ U/3
D, = dsg (g (5V2 )) = RY? (6.6)
7T " Tc 6.7)
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donde R, se conoce usualmente como el nimero de Reynolds de las particulas del lecho

pues viene definido por
Rep _ V g(S — 1)d50 d50 (6.8)
14

con v la viscosidad cinemdtica del fluido. 7;° es el esfuerzo de corte debido a la resistencia
de grano, frecuentemente estimado (ver por ejemplo [8]) como Ts = pu, siendo u, la ve-
locidad de corte considerando un perfil logaritmico cerca del lecho u, = ux/In (30z/ks),
con u la velocidad a una altura z medida desde el fondo, x = 0,41 la constante de Von
Karman y la rugosidad equivalente Nikuradse estimada como ks = 3ds5g. 7, como antes,
es el esfuerzo de corte critico para iniciacién del movimiento del diagrama de Shields. Esta
férmula puede usarse para estimar las tasas de transporte de fondo en casos de particulas
con tamafios en un rango de 0.2 y 2.0 mm [62].

= Nielsen (1992) [126]:
af = 120 (7p — 1) (6.9)

férmula de transporte de fondo adecuada para arenas y gravas con tamafio uniformes.

» Fernandez-Luque y van Beek (1976) [60]:

af = 5,7 (1 —7)%? (6.10)
donde 7} se elige variable segtn el didmetro ds¢ entre 0.05 para didmetros de 0.9 mm y
0.058 para material de 3.3 mm.

La lista anterior, lejos de ser exhaustiva, menciona los modelos de carga de fondo encontrados
generalmente al revisar trabajos de simulacién numérica de transporte de sedimentos.

6.3. Transporte en suspension

Como sdlo los granos muy finos se transportan como material en suspension, para describir el
transporte de este tipo de material se utiliza la ecuacién de adveccidn-difusion. La idea es que esta
fraccion de sedimento tenga un tamaifo de grano lo suficientemente pequefio para poder omitir el
efecto inercial de las particulas [103].

Se considera todo el material arrastrado en suspensién como una concentracién de masa C en
el fluido, la ecuacién de conservacidn es la ecuacién (2.1) donde se agrega un término adevctivo
que contempla la sedimentacion por peso propio:

oC Oc

PYe. o (6.11)
& —+ Ve <uC—w5—VtVC> =0
ot |Igl|

donde u es la velocidad del fluido, 14 es la difusividad con valores muy pequefios, en el orden de
10~ "m?/s [28] y frecuentemente se adopta igual a la viscosidad de remolino turbulenta [103], el
término adicional que simula el transporte por gravedad, tiene en cuenta la velocidad vertical de
sedimentacién wg, que puede estimarse mediante extensiones de la ley de Stokes a partir de datos
experimentales, por ejemplo:

= Zanke (1977) [188]:

1 1(s — 1)gd3,\ /?
w, = 207 | () 0016 — D)gdse ) " (6.12)
ds0 v?
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= Ferguson y Church (2004) [59]:

2
wy = (s = Ddso ” (6.13)
Civ + (0,75C5(s — 1)gd3)
en la dltima férmula C1 es la constante de la ley de Stokes, valor tedrico para esferas (C7 = 18),
C5 forma parte del ajuste a datos experimentales realizado por [59], quienes recomiendan adoptar
C5 = 1,0 y hasta un maximo de Cy = 1,2 para granos con forma angular.

Las condiciones de borde adoptadas para la ecuacion son del tipo Dirichlet C' = ¢ sobre
el lecho y BC tipo Neumann dC/0n = 0 en el resto de fronteras del fluido, siendo cf es una
concentracion de referencia en una capa cerca de la superficie del lecho. Sin embargo en caso que
se modelen problemas a superficie libre, puede considerarse una BC tipo mixta (ver por ejemplo
[86]) o bien BC tipo Dirichlet homogénea (ver por ejemplo [103]).

En cuanto a la solucién numérica de la ecuacién (6.11), se realiza utilizando los algoritmos
desarrollados en los capitulos 2 y 3 teniendo en cuenta la estrategia CG-IBM descrita en el capitulo
5 para tratar las geometrias complejas.

6.4. Modelo de evolucion del lecho - Ecuacion de Exner

La ecuacién que gobierna los cambios de nivel del lecho, es la ecuacién de Exner [53] que
surge a partir de la conservacion de masa sobre el fondo. La ecuacién en su forma mas simplificada
luce como:

23

5 = —V-qp (1) (6.14)

en donde se explicita la dependencia de la tasa de transporte con el esfuerzo de corte en el lecho,
que a su vez, es una funcién del campo de velocidades del flujo u, por otro lado £ representa el
nivel del lecho medido desde una referencia (ver figura 6.1).

Hay ecuaciones mds complejas que contemplan el intercambio entre carga de fondo y carga
en suspension, como también correcciones cuando se esta fuera de las condiciones de equilibrio.
Para esta tesis se utiliza la siguiente version simplificada de la férmula propuesta por [181]:

3 1

TR [=V-ay (1) + Dy — Ep] (6.15)

aqui n es la porosidad, mientras que Dy y Ej corresponden a la tasa de deposicién y de arrastre
hacia suspension respectivamente, de manera que el término adicional (Dj, — Ej) representa el
flujo neto que atraviesa la interfaz entre la capa adyacente al lecho y la capa de sedimento que
viaja en suspension (ver figura 6.1), esto permite lograr el acoplamiento del modelo de evolucién
del lecho junto con el modelo de carga en suspension Las BC aplicadas sobre la ecuacién (6.15)
en general son del tipo Neumann homogéneas.

En cuanto a las tasas de deposicidn y erosion, hay diversas férmulas para su estimacién. Bur-
kow y Griebel (2018) [30] adoptan lo siguiente:

Dy = max (C' — cref, 0) (6.16)

73]
p(s — 1)gdso

donde M = 2,2 x 10~3s/m es un pardmetro empirico. En caso que D, sea positivo, cuando las
concentraciones en el fondo superan el valor de referencia, se incrementa el nivel del lecho en un
valor igual a A{ = Dyh/ps donde h es el paso de malla de la grilla.

La idea es, que al utilizar la condicién de borde C' = ¢ cerca del lecho en el modelo de
adveccion-difusion (6.11), permite que si hay masa disponible para deposicion (ecuacion (6.16))

Ey = M méx (||m|| — 7¢,0) (6.17)
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FIG. 1. Flow Configuration

Figura 6.1: Esquema de configuracién del flujo, imagen extraida de Wu et al. [181].

entonces eso significard un aumento en el nivel del lecho, en caso contrario, la cr prevalece y
el fondo permanece erosionable. Incluso ellos proponen modificar la BC de la ecuacién (6.11) de
acuerdo lo siguiente:

E
C=cef+ —2 — D, (6.18)
[[u, ||

donde u,, es la componente de la velocidad normal al del lecho, cerca de él.
Otros autores como Ahmad et al. (2018) [8], Afzal et al. [149] (2015) utilizan el modelo
propuesto por Wu et al. [181] que adopta lo siguiente:

Dy = wscy (6.19)

donde ¢}, es la concentracion de sedimento en el primer centro de celda sobre el lecho, que provee la
solucién numérica de (6.11). Mientras que la tasa de arrastre hacia suspension la calculan mediante
la férmula de van Rijn [144]:

Ey = wg Cbed,susp.load (6.20)

1,5
()

50 Te
Cbed,susp.load = 0,015—

a (dso ((5;21)9)1/3>0’3

siendo Cped susp.load 12 concentracion en un nivel de referencia a, cerca del lecho, usualmente se
elige una distancia a = 0,05H desde el lecho, donde H es la profundidad del agua.

(6.21)

6.4.1. Discretizacion de la ecuacion de Exner

Para la discretizacion de la ecuacién de Exner, (6.14) o (6.15), se requieren calcular previa-
mente las tasas de transporte de fondo mediante alguna de las férmulas empiricas presentadas en la
seccion 6.2 para lo cual se requiere estimar los esfuerzos de corte como se indicard mds adelante.
Aqui se asumird que se cuenta con los valores de q; calculados en centros de celdas en un dominio
computacional para el lecho compuesto por una grilla 2D. La misma consideracion se tiene para
el término Dy — Fj.

Integrando miembro a miembro la ecuacién (6.15) sobre la celda C, aplicando el teorema del
valor medio y de la divergencia se obtiene la ecuacidn semi discretizada:

o __ [ _
(c‘%)c Vo = 1—n) / q-dS + (Dy — Ey)cVe 6.22)

Vo
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Aplicando el teorema de valor medio al término de integral de superficie se tiene:

/Qb'dsz Z qp,f Sy (6.23)

Ve frnb(C)

donde las componentes normales en las caras verticales y horizontales son respectivamente gj, ;
Y Qb,y> para simplificar la notacion en esta parte, el vector de las tasas de transporte por fondo se
denotard como (gp ., @v,y) = (Q@",QY) = Q. El esquema mds simple de usar es el esquema CD,
que implica:
> @ Sr=(QF -QL+QL QA
frmb(C)
x z Yy _NY

Z Clbef—<Q . Wy N2Q5>h

frmb(C)

(6.24)

este esquema, a pesar de ser segundo orden, tiene problemas de estabilidad si no se utilizan pasos
de tiempo relativamente pequefios en el esquema temporal explicito (debe elegirse At ~ O(h?)).
Por ello es deseable aplicar un esquema HR, sin embargo, en este caso el esquema de interpolacién
no se estd realizando sobre la variable a resolver (£) sino que se estd aplicando lo que podria
llamarse “término fuente”, para ello la estrategia que se propone es computar el término como:

Y @y Sp= > mQFF (6.25)

frnb(C) fromb(C)

donde se utiliza la ecuacién (2.5) para calcular Q% y en este caso se define un flujo unitario
my = sgn (Qys-S¢)|[Sy||, donde la funcién sgn(x) da el signo del escalar . Esto permite aplicar
los métodos TVD desarrollados en el capitulo 2. Entonces considerando la direccién del vector
Q; (de manera andlodo a la velocidad uy) que atraviesa el centro de cara f de la celda C, por
ejemplo para la cara e se debe calcular de la siguiente forma:

1 1
1 QIR = [Qx + () (@ - Q%)] [Ire, Ol = [Q;ﬁ; +59(re) Q¢ - Q@} [ = 7ie, Ol
+_ Qe —Qw - Qe —QEp
e Qz Q%’ Qx ro ’

con 7

the = sgn(QE + Q) h
(6.26)
para la cara s luce:

rin QI = [QHW( >(Q§é—@%>}\ms,ou—[cz%;w(r;)( %—Qg)}u—ms,ow;

2
QL -Qk _Qb-Ql
TQE-Qk T Qb

con T

ms = _Sgn<Qzé + Qg) h
(6.27)

Aplicando esquema temporal explicito de segundo orden AB, el nivel del lecho actualizado en
cada celda se computa como:

At

n+1 n
&t 5C—m

Y Q" — (D — Ejo)h?
fmb(©)

DO o

(6.28)

1
_5 Z mn IQHRTL 1 (Dggl_Eggl)hQ
frmb(C)
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6.5. Modelo de turbulencia LES

El modelo de turbulencia LES por sus siglas en inglés (Large Eddy Simulation) es una técnica
comun usada para simular flujos turbulentos. La idea es que el solver para flujo incompresible
calcule los remolinos mds grandes mientras que los remolinos mds pequefos implicitamente se
tienen en cuenta mediante un modelo de escala de subgrilla (SGS, por sus siglas en inglés).

Partiendo de las ecuaciones de NS filtradas:

V-u=0

_ 6.29
az(;tl)+v-(uu)=—Vp+V-(vVu)+V'T o

donde el término T surge del filtrado del término no lineal y representa los esfuerzos del modelo
SGS y esta dado por el tensor T;; = u;u; — u;u; en notacion indicial. El modelo SGS més simple
para aproximar dicho término es el de Smagorinsky (1963) [156] que consiste en asumir que las
componentes del tensor son proporcionales a los gradientes de deformacién:

T = 2VtSt (630)

siendo Sy, el tensor de tasa de deformacién (rate of strain) para la escala resuelta, definido como:
S =1 (Vu + vu’) (6.31)
L= 5 .

por otro lado, v; es la viscosidad turbulenta del modelo SGS que se calcula como 1 = (C’SA)2 St,
en donde S; estd definido como S; = (2S;- St)l/2 = (2[S¢)y; [St]ij)I/Q, C, es la constante de
Smagorinsky que bajo la hipdtesis de turbulencia homogénea isotrépica se utiliza el valor pro-
puesto por Lilly (1967) [101] Cs = 0,173, A es la escala de longitud del modelo, que aqui se elige
directamente como A = h.

La ventaja de este modelo es que a pesar que requiere grillas moderadamente finas, aunque
menos que en simulacién numérica directa (DNS), es un modelo relativamente sencillo de incor-
porar al cddigo, la estrategia explicita adoptada es que se computa la viscosidad de remolino v en
cada paso de tiempo utilizando los campos de velocidades del tiempo anterior y se incorporan en
las ecuaciones de momento redefiniendo v < (v + 1) y calculando los valores en caras mediante
la media aritmética o media arménica para un flujo muy heterogéneo.

6.5.1. Ley de pared

En la medida que el flujo se haga mds turbulento, la capa limite adyacente a las paredes tiene
caracteristicas diferentes en comparacion con el flujo en el seno del fluido. Para describir el flujo
cerca de las paredes frecuentemente se utilizan modelos de ley de pared.

En este trabajo se eligi6 una de las leyes de pared m4s simples, como lo es el modelo propuesto
por Spalding (1961) [160], que en coordenadas adimensionales luce como:

yT=ut +e e —1—-ru" — —

2 3
—kB | kut + (KU+) (’{u—i_)
2 6

(6.32)

u u T,
con ut = —, yt = Ty, Uy = | —
Ur v p

donde 7, es el esfuerzo de corte en la pared, u, es la velocidad de corte o de friccion, v la
viscosidad cinemdtica, x = 0,41 la constante de von Karman y B = 5,5. Con este modelo, dada
una distancia y medida desde la pared en direccién normal y la velocidad tangencial u = u; en ese
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punto, se puede resolver la ecuacion no lineal (6.32) via NR, para obtener . (y en consecuencia
también 7,,), en efecto:

R(u;) ~ R (u?) + R (u2) (ur —u?) =0

k
Ly _ g R (6.33)
T T R/(us_k)>

donde R es la ecuacion (6.32) escrita en forma de residuo y R’ su derivada:

+\2 +13
R(u;) = ut —y* — e P" [nu* " (m; ) + (m; ) + 1]
(6.34)

R(us) = dR B <f£u+ n (qu+)2 n (ﬁu+)3 B mﬁe"“ﬁ) ut oy
duy Ur Ur 2u, Ur

Cabe mencionar que se utilizan 4 y u, en la misma férmula por cuestiones de implementacion,

es decir, en la iteracién NR se mantienen fijos y, u y se computa ., con ello se actualiza v+ para

la nueva iteraciéon NR.

La ley propuesta por Spalding puede incorporarse al método de fronteras embebidas descrip-
to en el capitulo 5 con las siguientes modificaciones. Considere el esquema 2D por simplicidad
presentado en la figura 6.2. La idea es imponer una condicién de contorno sobre el sélido similar
a una condicién de resbalamiento puro (slip condition), esto significa que se aplica una BC tipo
Dirichlet homogénea para la componente normal de la velocidad uy, (condicion de no penetra-
bilidad) y BC tipo Neumann para la componente tangencial de la velocidad u¢ que involucre el
esfuerzo de corte en la pared 7.

O
§=|¢l
( O d=+2h
O fuid 51| = 1
>0 Un = ‘Npy

0O U = — UnMpy
e BI border intersection
@ GC ghost cell

d

o
O FC fluid cell
% M™sr [0 SC solid cell

SC SC sC GC FC
Figura 6.2: Esquema propuesto para imponer una ley de pared utilizando el método GC-IBM.

Si se considera el punto imagen a una distancia 6 como se desarrollé antes, al momento de
resolver (6.33) puede ocurrir que los valores ¢y en el punto imagen (IP) den muy distintos de una
celda a otra debido a que dichos puntos se distribuyen arbitrariamente segtin la ubicacién del nodo
GC respecto de la superficie, luego el punto a distancia y = § se ubicard en diferentes lugares del
perfil teérico. Si bien una de las ventajas de la ley de Spalding es que se tiene un tnico perfil de
velocidades, de aplicar otra ley se estaria utilizando la parte lineal del perfil, 1a regién de transisién
o la region logaritmica del perfil. Puede ocurrir ademas que el punto IP quede muy cerca de la
superficie y generar inestabilidades. Para ser consistentes al momento de estimar ., resolviendo
(6.33) se elige un punto que se ubique en la region fluida de manera que en la interpolacion, no se
utilice el punto BI, esto se garantiza eligiendo d = v/2h (d = v/3h en 3D).

Una vez determinado IP de forma similar a como se desarroll6 en el método GC-IBM, ubicado
a una distancia J 4 d del punto GC y a una distancia d desde la interseccion con el borde BI. Para
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aplicar las BCs utilizando una ley de pared para la componente tangencial, en el nodo fantasma
debe imponerse:

b€ — _éug’ _ !¢Gc’u2>
d d (6.35)
o€ — ulP _ (6 +d) ) '
t — Yt m'w
(1 + pur)

donde T, se obtiene iterativamente con la ecuacién 6.33, (u + ) es la viscosidad dindmica
efectiva que incluye la viscosidad molecular y la turbulenta (el valor en el nodo IP se obtiene por
interpolacién). Por otro lado, geométricamente puede descomponerse u'¥ = ulf + ulf como se
indica en la figura 6.2:

ul = (u® nB!) p¥
ul? = u — (u® n®) ¥ (6.36)
reemplazando (6.36) en (6.35) y teniendo en cuenta que tB! = ul’ /||ul|| se obtiene:
d+d J d+d
u = [1- (0 + 112 TwIP u? — (uIP- n®') n®! ¥ +1+ 0+ 112 TwIP (6.37)
(b + 1)~ |Jug” || (b 4 )™ |Jug” ||

I 1T

entonces, por ejemplo para el caso de la componente x de la velocidad en el caso 3D luce como:
uS¢ = (] uP — (uIan + UIPny + wIPnz) ng {11} (6.38)

en donde se utilizaron I y I para indicar las expresiones entre paréntesis rectos y llaves de la
ecuacién (6.37). Re ordenando y agrupando, las expresiones para las 3 ecuaciones de momento
quedan:

w9 = ' ([I] = n2 {I11}) — ng (vPny +w'¥n.) {11}
implicit ex;ﬁcit

v9C = ol (1] - ”2 {I11}) —ny (uny +wny) {11}

(6.39)

implicit explicit

w9 = ([I] —nZ{II}) —n. (uIan + UIPny) {IT}

implicit explicit

Considerando pasos de tiempo pequefios en el FSM al resolver las ecuaciones de NS y el
esquema temporal AB para el término advectivo, se logran resolver las ecuaciones de momento
separadas por cada direccidn. El tratamiento que se le da a la condicion de borde desarrollada,
es implicito para el término que involucra la variable que se esta resolviendo (en este ejemplo,
la componente ). El término restante, que involucra las demds variables, se lo incorpora explici-
tamente en el lado derecho de la ecuacion, utilizando los valores a tiempo anterior disponibles.
No obstante se le podria dar a todos los términos un tratamiento implicito, mediante un proceso
iterativo con las 3 ecuaciones de momento.

Para resumir, la estrategia en GPU para aplicar la ley de pared es que si el hilo esta procesando
un nodo GC, evalia § = |¢(xgc)|, con ello calcula las coordenadas xyp e interpola en el nodo IP
el valor de u, v, wy y; = pvy, luego con los valores fijos de d y u; = [|ulf|| compute mediante
NR (ecuacién (6.33)) la velocidad de friccién u, que permite hallar 7, = pu2. Con los valores
calculados, se computa el lado de derecho de las ecuaciones de momento en las tres direcciones
(parte explicita de la ecuacion (6.39)), mediante el uso de variables auxiliares se guardan algunos
valores para ser usados durante el computo de la operacién tipo stencil (parte implicita de la
ecuacion (6.39)) al resolver el sistema lineal para cada componente de velocidad.
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La técnica para aplicar la ley de pared descrita en esta seccidn estd inspirada a partir de méto-
dos desarrollados también para flujos compresibles, como se presenta en los siguientes trabajos
[75, 137, 157, 158].

6.6. Estrategia para estimacion de esfuerzos de corte en el lecho

Hay diferentes técnicas para calcular los esfuerzos de corte 7, requeridos para estimar la tasa
de transporte de fondo qp. En [7] se describen una lista algo extensa de algunas técnicas imple-
mentadas en el software REEF3D [6], entre las que pueden encontrarse formulaciones basadas en
el esfuerzo cortante promedio en el lecho [14], en la ley del esfuerzo cuadratico [151], en el factor
de friccion f, en leyes de pared (wall function), basadas en las tensiones de Reynolds [142], en la
energia cinética turbulenta y en la viscosidad turbulenta v; y la velocidad tangencial [190].

Para esta tesis se implementé una técnica basada en la ley de pared similar a como se describi6
antes, con las siguientes diferencias. Se computa el esfuerzo de corte 7, para las celdas fluidas
adyacentes al sdlido, utilizando la funcién SDF se obtiene el punto BI (ubicado a una distancia
0 = ¢¢) a partir de donde se computa un punto IP a una distancia d como antes, la idea es
computar u, mediante la ley de pared, utilizando d y [|[ulf|| y con ello estimar 7, luego, con las
componentes uc y vo del vector uc se reparte 7, de la siguiente forma:

T = (Thas Toy) = %U (uc,vc), conU = \/u% + v% (6.40)

6.7. Modelos de deslizamiento de granos

En el proceso de transporte de sedimentos a veces se presentan formas de fondo poco realistas
cuando las pendientes superan el angulo de reposo del medio granular. Los taludes inestables
naturalmente son propensos a deslizamientos hasta alcanzar una pendiente estable [192]. Para
tratar ello, en la literatura pueden encontrarse diferentes técnicas, por ejemplo [29, 67, 83, 100,
147, 159]. Uno de los requisitos importantes a cumplir es la conservaciéon de masa, sin embargo
esto se logra al aplicar FVM, otro requisito deseable es que el algoritmo se base en un proceso
fisico y provea una tnica solucién [159].

El método implementado para esta tesis se basa en la ecuacioén de difusion para el nivel de la
superficie granular, que utiliza los gradientes dados por las diferencias de alturas de la superficie
del lecho. Una variante del método puede encontrarse en [28] y otra variante extendida a grillas
no estructuradas puede encontrarse en [159].

Los cambios en las pendientes fisicamente se deben a la gravitacion, de acuerdo a ello el flujo
q que desliza es proporcional al gradiente:

T = —kVE (6.41)

donde I estd expresado en [m?/s], & [m] es la altura del nivel del lecho medida desde alguna
referencia y x [m?/s] representa la difusividad de la pendiente de deslizamiento. La ley de conser-
vacidn para el nivel sin considerar transporte por adveccion, es decir considerando sélo la difusién
por el efecto de la gravedad viene dada por:
0
676 +V-I'=0
oe t (6.42)
— = V- (kVE) =0
o~ V- (xVE)
donde £(x,t) es el nivel de la superficie para un tiempo artificial dado. En la implementacion se
considera un coeficiente de difusién constante dado por:

Ko, Sla > ac

H(VE) = { 0, sia<ac (6.43)
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aqui a¢ representa el dngulo de reposo critico del medio granular y « el dngulo de inclinacién
del lecho dado por a = tan~! (||V¢||), debido a que la norma (euclidea) del gradiente de &
es una medida de la pendiente de lecho, esto es tan(a) = ||V£||. Notar que se ha explicitado
la dependencia de x con el gradiente de £, lo que constituye una no linealidad en la ecuacién
diferencial (6.42).

En esta tesis se considera el coeficiente de difusion constante g entre 0.5 y 1.0, este valor debe
ser elegido adecuadamente para que en el proceso de solucién numérica de la ecuacién 6.42, la
correccion no sea excesiva (sobre-correccidon) y a su vez evitar que se requieran muchas iteraciones
a lo largo del tiempo artificial para llegar a una solucién que cumpla la condicién o; < ag¢
(t =1, ..., N;INy). No obstante, es razonable considerar x( proporcional a la tasa de transporte de
fondo, ya que es un indicador del grado de actividad del cambio morfoldgico que se estd dando
[159].

6.7.1. Discretizacion de la ecuacion para el modelo de deslizamiento

Se resuelve numéricamente la ecuacién 6.42 en 2D mediante el método FVM. Al tratarse de
una ecuacion no lineal y no contener una férmula analitica de (V&) para aplicar el método NR,
se elige resolverla utilizando el método explicito FE para la discretizacion temporal, ademds como
este esquema se aplica en un tiempo artificial se utilizard la notacién con superindice (k) para
indicar la iteracion en el k-ésimo paso, es decir para un tiempo artificial ¢, = kAt. Integrando
6.42 sobre la celda C, aplicando el teorema de la divergencia y del valor medio se puede escribir:

e - e () ()

| Ve = > kp'vessy (6.44)
frmb(C)

aplicando un esquema centrado y considerando la grilla cartesiana uniforme

A k) )
(U — g Ay (M h (6.45)

h
F~NB(C)

Se requiere determinar KW para los centros de cara, considerando (6.43) estos valores depen-
den del dngulo de inclinacién que estd dado por:

AN
o5 =tan~" (||VEf]]) = tan™ \/(&i) + (85) (6.46)
f f
Entonces, por ejemplo para la cara east la derivada parcial = se computa de forma local como es
usual:
23 {e —&c
Z5) =5 S0 6.47
< ox > . h (©.47)

mientras que la derivada parcial y en la cara e debe calcularse como el promedio entre (9¢/0y)c

y (0§/0y)E:

(6.48)

(35> _1<§NE—¢SE+§N—¢>S>_§NE+€N—€SE—55
o), 2 2h 2h B 4h

usando una férmula andloga para obtener alguna de las componentes del gradiente en las demads
caras (0£/0Y)w, (0£/0x)y, y (0€/0x)s, en las cuales no se puede computar la derivada en forma
local (ecuacidn (6.47)).

La estrategia explicita entonces, es que la solucién para cada paso de tiempo se realiza me-
diante el algoritmo 17.
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Algoritmo 17: Estrategia de computo explicita para cada paso de tiempo en el método
limitador de pendientes.

1 computar VEX, Vel vel y velk) utilizando (6.47) y (6.48);
2 calcular ay = tan~! (||V£§ck)||), f~A{e,w,n,s};

3 definir ky = kg siay > acoky = 0siay < ¢c, para f ~ {e,w,n,s};

4 computar fgc +1) usando (6.45);

Las condiciones de contorno utilizadas en la ecuacién son del tipo Neumann homogéneas
sobre todos los contornos (sean embebidos 0 no), es decir 9¢/0n = 0. Finalmente, el criterio de
parada elegido para el limitador de pendientes basado en la ecuacion de difusién es que ||€ (k+1) _
£(k)”oo > tol, con una tolerancia tol = 107!, En general pocas iteraciones bastan para que en
todo el dominio (7 = 1, ..., N, N,) se satisfaga que a; < ac.

La condicién de estabilidad para el paso de tiempo artificial es At/h? < 1/(2k¢) [159], sin
embargo, para evitar la sobre correccion de las pendientes del dominio, se optd por elegir un paso
de tiempo (en general menor) dado por At = h3 como recomienda Burkow [28].

En cuanto a la precisién temporal del método, en ambos casos el error temporal es menor que
el error del esquema espacial, sin embargo al alcanzarse el estado estacionario en la ecuacién la
solucién deberia ser independiente del valor At elegido.

6.7.2. Validacion del método de deslizamiento

Al aplicar el algoritmo no se requiere probar la conservaciéon de masa debido a que, por cons-
truccion, el método es conservativo.

Para validar el método se resuelve el problema de colapso de una columna de arena bajo
condiciones de no flujo, es decir solamente bajo efectos de la gravedad. Diversos experimentos
confirman que para este problema, la solucién tiene la forma de un pila de cono [105, 191, 192].
La figura 6.3 muestra las condiciones iniciales para el problema, una columna de altura A = 6cm
y didmetro d = 10cm, el material tiene un angulo de reposo de ac = 35°.

condition

X Axis

Figura 6.3: Esquema para el test del colapso de una pila de arena, condicion inicial y condicion final esperada, dimen-
siones en [m].

El dominio computacional es un cuadrado de [0, L] x [0, L], con L = 0,8m donde se ubica la
pila en el centro (0,4, 0,4). El problema se discretizé con una grilla de 160 x 160 celdas de manera
que Az = Ay = 0,005m para poder comparar la solucion con el trabajo de otros autores. En la
figura 6.4 (izquierda) se muestra la soluciéon numérica obtenida y a modo ilustrativo se presenta la
imagen extraida de los experimentos de Lube et al. [105] para problemas de colapso de columnas
de material granular. Puede observarse que la solucién numérica luce similar la condicién final
esperada.
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Figura 6.4: Solucién numérica obtenida con la ecuacién (6.45) para el problema del colapso de una columna de arena
(izquierda). Ilustracién de una prueba experimental extraida del trabajo de Lube et al. [105].

En la figura 6.5 se presenta el perfil a lo largo del centro de la pila, los valores de la norma del
gradiente y las curvas de nivel de la solucién final, se comparan ademds con la solucién obtenida
por [159] utilizando un método similar en una grilla rectangular de las mismas caracteristicas pero
con otro esquema de discretizacién espacial. En cuando a la pendiente de reposo, el valor teérico
es de tan (35°) &~ 0,70 mientras que la pendiente de la solucion numérica dada por Sy = ||V¢||,
brinda valores inferiores pero muy préximos al tedrico (figura 6.5 arriba-derecha). Los valores son
acordes a los obtenidos en [159].

6.8. Re-mapeo del fondo moévil. Actualizacion de la funcion marca-
dora

A partir del los cambios en el nivel del lecho £(x, t) dados por la ecuacién de Exner ((6.14)
0 (6.15)) y la aplicacién del modelo de deslizamiento de granos, algoritmo 17, se debe actualizar
la funcién SDF o ¢(x,t) para aplicar las técnicas de fronteras embebidas en el paso de tiem-
po siguiente. Para actualizar esta funcién marcadora, muchos trabajos emplean técnicas LS, por
ejemplo [8, 86], mediante una ecuacién de movimiento para la interfaz:

% 4 FIIvell =0 (6.49)
ot
donde definen la velocidad de movimiento como F' = 0¢/0t, correspondiente a la direccion
vertical ya que A¢ = Az. El lado derecho de la ecuacion (6.15) se utiliza como velocidad vertical
F. Con ello advectan la funcién SDF ¢ y realizan un proceso de reinicializacion para quitar la
difusién numérica y mantener las propiedades deseadas.

Para esta tesis se sigui6 el procedimiento propuesto por Burkow (2016) [28] que consiste en
realizar una estimacion inicial de la funcion SDF ¢ para luego pasar al proceso de reiniciali-
zacién de la funcion ¢. La estimacién se basa en calcular para cada punto xc = (z¢,yc, 2)
la minima distancia entre él y la superficie ¢(x,¢) = 0 que corresponde al conjunto sy =
{x € R3/z(z,y) = £}, dando el signo segiin el punto se ubique por encima o por debajo del le-
cho y donde el minimo se realiza en una banda bidireccional de ancho 3 como muestra la figura
6.6:

do(xc) = sgn(z — €o) min {d;}

cond; = ||xc — £(x;)||, {i = C,E,W,N,S,NE,SE, NW, SW}

(6.50)

Si bien, para puntos lejos del lecho la estimacion podria alejarse de la distancia real a la superficie,
en la medida que el punto esté mas cerca de la superficie, la estimacién de la ubicacién de la
superficie dada por el conjunto ¢y = 0 es correcta (en su version discreta).
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Figura 6.5: Perfil final de la pila (arriba-izquiera), valores de la norma del gradiente (arriba-derecha) y curvas de nivel
del la solucién numérica (abajo-izquierda). Comparacion con los resultados obtenidos por Song et al. [159].

El paso siguiente es realizar el proceso de reinicializacion de la SDF explicado en el capitulo
5, partiendo de la estimacidn inicial, esto corregird la funcién ¢ para todo el dominio sin modificar
la estimacion inicial ¢g = 0.

Este enfoque tiene practicamente el mismo costo que la operacién de advectar el campo ¢
(ecuacion (6.49)) y ambos métodos proveen casi la misma solucion.

6.9. Acoplamiento morfodinamico e hidrodinamico

El acoplamiento entre el modelo hidrodindmico (ecuaciones de NS) y el modelo morfodindmi-
co (ecuaciones para el transporte de sedimentos y evolucion del lecho) se trata como un problema
de interaccion fluido-estructura (fluido-sedimento), para lo cual existen diferentes enfoques, los
dos grandes tipos son: acoplamiento débil o explicito y acoplamiento fuerte o implicito [57]. En
la mayoria de los trabajos analizados se prefiere el algoritmo de particionamiento explicito por el
menor costo computacional y porque permite incorporar las rutinas del sedimento en un cédigo
preexistente. Ademds, aunque este enfoque es mds propenso a presentar inestabilidades, las esca-
las temporales de cambio en el dominio son mucho més grandes que la escala temporal de cambios
en el flujo incompresible.
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Figura 6.6: Esquema de cdlculo la SDF ¢y a partir de la superficie del lecho z = &(z, y).

El algoritmo de particionamiento explicito consiste en resolver de manera independiente las
ecuaciones del flujo (NS) en un dominio fijo, luego con la solucién del campo de velocidades,
computar los esfuerzos de corte en el lecho, las tasas de transporte, resolver la ecuacién de ad-
veccion difusidn para el transporte en suspension, resolver la ecuacién de Exner y finalmente
actualizar el dominio computacional para avanzar al siguiente paso de tiempo.

La evolucién del lecho (erosién y deposicion de sedimentos) es sensible a las variaciones del
flujo, es decir, ambos procesos estin interconectados y deberia utilizarse el mismo paso de tiempo
para los modelos hidrodindmico y morfodindmico. Sin embargo, esta estrategia de acoplamiento
puede resultar costosa. Por otro lado, mientras que el sedimento en suspension y el flujo tienen la
misma escala temporal de cambios, la escala temporal de cambios en el nivel del lecho es mucho
mayor, por ello se propone un enfoque desacoplado en el cual la evolucién del lecho se calcula
utilizando un paso de tiempo Atsq mucho mas grande que el paso de tiempo elegido para las
ecuaciones del flujo At¢. Estrategia que también puede utilizarse en el caso de que la concentracién
de sedimentos en suspensién sea muy baja como para alterar las condiciones del flujo formando
asi un proceso de retrolimentacién o acoplamiento.

El algoritmo 18 presenta el enfoque de interaccién entre el flujo y lecho propuestos para esta
tesis, en el mismo se elige Atgeq = NgeaAt, con ngeqg = 10, a modo de ejemplo, el manual del
software REEF3D [6] indica que el valor por defecto que utiliza es ngq = 20.

No obstante, pruebas realizadas utilizando Aty = At muestran soluciones muy similares a
las obtenidas usando Atgq = ngeaAt, con ngeq = 5,10, 20, segin la intensidad de cambios en
el lecho y sin violar el paso de tiempo méaximo segun criterios de estabilidad en la solucidn de la
ecuacion de Exner. Por otro lado, utilizar valores promedio del esfuerzo de corte T proporciona
una simulacién mas estable y con transiciones més suaves, a modo de ejemplo, en la figura 6.7 se
presenta en vista de planta los esfuerzos de corte promedio para el caso de erosién alrededor de un
objeto prismadtico rectangular recto.

6.9.1. Problema de cavidad rectangular con sedimento

Esta prueba consiste en evaluar el algoritmo completo en un caso tedrico simple bidimensional,
el problema se trata de una cavidad rectangular de dimensiones 2L X L con tapa mévil de manera
que se genera un flujo a R, = 100. En el dominio se incorpora una frontera inferior erosionable
a un nivel L/4 desde el fondo. El objetivo es verificar cualitativamente el solver considerando
solamente transporte de fondo y a su vez evaluar el efecto del modelo de deslizamiento de granos
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Algoritmo 18: Acoplamiento temporal débil para el solver de NS con el modelo de
sedimentos.
1 u” — ulp” « pY, & 50, " +— gi)o, move_bed < false, ngq < 10, j < 0;
2 mientras (¢ < Tf,q) hacer
3 si (move_bed == true) entonces
4 ‘ calcular nuevo dominio ¢™ ! (estimacién inicial ¢ y reinicializacién);
5 fin
6 calcular viscosidad turbulenta /" ;
7 resolver u”*!, p»*1 (FSM con LES y GC-IBM);
8 calcular Ey, Dy;
9 | resolver C"*! (sedimento en suspensién);
10 Si (t < Tieqinit — NseaAt) entonces
1 computar Ty;
12 acumular 7 = 7T + 73;
13 fin
14 si((t> Tsed,init) & (j Yonseq == 0)) entonces
15 calcular esfuerzo promedio Ty, < 7/nNged;
16 calcular qp, ;
17 resolver "1,
18 corregir £€"*1 con algoritmo de deslizamiento de granos;
19 move_bed < true;
20 7T+ 0
21 fin
22 en otro caso
23 move_bed < false;
24 fin
25 j+—I3+1
26 t <+ t+ At;

27 fin
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Figura 6.7: Esfuerzos de corte 7, promediados durante un paso de tiempo Atsq del modelo morfodindmico.

dentro del resolvedor.

Los pardmetros del modelo hidrodindmico para la simulacién son L = 0,5m, p = 1000kg/m?,
= 3,75kg/m/s, At = 2 x 10738, Thnal = 248s, grilla computacional N, x N, = 256 x 128.
Parametros del modelo morfodindmico p; = 2650kg/m3, dsg = 1lmm, ngeg = 20, Ateq =
4 x 1025, férmula para el transporte de fondo MPM. Modelo de deslizamiento de granos: dngulo
de reposo a¢ 30° y 40°, 7. = 0,047, kg = 0,5.

El esquema de discretizacién espacial para el resolvedor basado en FSM es C'D (término
advectivo y difusivo) y los esquemas temporales C N (difusién) y AB (adveccién). Esquema de
discretizacién temporal AB y esquema espacial de alta resolucion MINMOD para la ecuacién de
Exner.

Yz 07 s
000 0200 0400 0600 0800 0964

.| without slope . without slope
limiter o0t limiter 0z

without slope
limiter

Figura 6.8: Resultados de la prueba de la cavidad cuadrada con sedimento para Re = 100 en instantes ¢ = 10s,
t = 40s y t = 204s, sin utilizar el modelo de deslizamiento de granos.

Las figuras 6.8 y 6.9 muestran la evolucion de la simulacién para diferentes instantes de tiempo
sin utilizar el modelo de deslizamiento de granos y utilizandolo con dngulos de reposo de 30° y
40°. Puede apreciarse que el comportamiento del solver es el mismo siempre que no se superen las
pendientes que indica el angulo de reposo o, obteniéndose profundidades de erosion similares.
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Figura 6.9: Prueba de la cavidad cuadrada con sedimento para Re = 100 en instantes t = 10s, t = 40s y t = 204s,
utilizando el modelo de deslizamiento de granos con dngulos de reposo de 30° (izquierda) y 40° (derecha).

Los cambios comienzan al superarse dicha pendiente maxima, por otro lado, como el método de
deslizamiento se basa en la ecuacion de difusién, puede verse como la masa que excede el 4ngulo
se reparte hacia ambos lados desde el interior del talud. Cabe mencionar que a pesar que en la
solucidn de la ecuacion de Exner analiticamente se podria producir el fenémeno de rompimiento o
pliege hacia adelante de la duna (interseccidn de las caracteristicas). La estrategia propuesta para
el re-mapeo del fondo mévil adoptada no permite el solapamiento de niveles, por ello el talud de
transporta de forma vertical, no obstante el algoritmo de deslizamiento no permite que se originen

esos resultados no fisicos en la superficie del sedimento.

without slope limiter
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Figura 6.10: Comparacién de los perfiles finales del lecho para la prueba de la cavidad cuadrada con sedimento a
Re = 100, instante t = 248s, utilizando el modelo de deslizamiento de granos con angulos de reposo de 30° (rojo),

40° (azul) y sin usar el modelo de deslizamiento (negro).
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6.10. Caso de estudio: erosion alrededor de un obstaculo rectangular

El objetivo de esta prueba es reproducir la huella de erosién que se produce alrededor de
un prisma rectangular recto embebido en una corriente liquida y sobre un lecho erosionable, las
complejas estructuras de vortices alrededor del objeto y validar los resultados a partir de la com-
paracion con los de otros trabajos.

6.10.1. Escenario experimental de la simulacion

En la figura 6.11 se presenta la configuracién del experimento numérico, el escenario consiste
en un canal rectangular de 40L x 5L x 5L (largo x ancho X alto), con L = 1m. La grilla compu-
tacional es de 1024 x 128 x 128 = 16,7 Millones de celdas. El canal cuenta con un lecho colocado
a un nivel de 1,25L de forma que la profundidad del agua es de 3,75L. Se coloca un obstdculo
de L x L x 2,5L embebido 1,25L bajo el lecho, y se coloca centrado en x e y como muestra el
esquema. El canal posee una parte en lecho fijo (no erosionable) hasta una longitud de 5L, el resto
es lecho erosionable. El nimero de Reynolds de la simulacién basado en la velocidad media y la
longitud caracteristica dada por las dimensiones del obstdculo (L) es de Re = 1000 (¢ = 1kg/m/s,
p = 1000kg/m3).

6.10.2. Condiciones de borde

Las condiciones de borde empleadas son:

» Cara west: condicion de borde tipo entrada, BC tipo Neumann para la presién dp/on = 0,
BC tipo dirichlet para la velocidad v = w = 0, u # 0 utilizando un perfil parabdlico de
forma que la upegia = 1m/s.

= Caras north, south top: condicién de borde tipo slip-wall, BC tipo Dirichlet para la compo-
nente normal u = 0, BC tipo Neumann para la componente tangencial du/dt = 0y para
la presién Op/On = 0.

» Cara east: condicion de borde tipo salida, BC tipo Neumann para la velocidad du/0n = 0,
BC tipo Dirichlet para la presion poyger = 0.

= Frontera inferior, lecho mévil y obstaculo: condicién de borde no-slip-wall, BC tipo Diri-
chlet aplicando una ley de pared.

| outlet 5L

|‘ Dirichlet
|
‘ Poutlet = 0 “
. slip wall du/dn =0 [
‘ inlet ap/on =0 "
| |5L  Dirichlet u, =0 [
|‘ ZAx op/on =0 du/ot=0  rectangul |
v=w=0 =

obstacle

Figura 6.11: Esquema de dominio computacional para el problema de erosién alrededor de un obsticulo rectangular.
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6.10.3. Solver y esquemas de discretizacion

El flyjo incompresible se resolvié utilizando el FSM debido a que mostré ser un método se-
miexplicito con buen desempefio y menor requerimiento de memoria que el algoritmo SIMPLE,
incluyendo a su vez el modelo de turbulencia LES. El arreglo de las variables es colocado, el
acoplamiento velocidad-presion se logra utilizando la interpolacion de Rhie-Chow. Los esquemas
temporales elegidos fueron de segundo orden CN y AB para los términos de difusién y advec-
cién respectivamente, permitiendo aplicar un esquema espacial no lineal para el dltimo de forma
explicita mientras que la difusion se trata implicitamente evitando asi la restriccion en el paso de
tiempo debida al niimero de Fourier. El esquema espacial para la difusién es CD mientras que el
esquema para el término convectivo es MINMOD (esquema HR), esto se requiere para transportar
gradientes pronunciados en un problema advectivo dominante sin que se originen inestabilidades
numéricas. La geometria compleja se trata mediante el GC-IBM que resulta flexible para resolver
las geometrias complejas que se forman en el lecho. El solver lineal para la ecuaciéon de momento
es BiCGStab (tolerancia absoluta 1e-7) debido a que al aplicar la técnica IBM de forma implicita
la matriz resultante en las ecuaciones de momento es no simétrica. Para la ecuacién de la presion,
en cambio se utilizé6 PCG preacondicionado con multigrilla mediante un ciclo V (tolerancia abso-
Iuta le-8) ya que resulté ser la estrategia con mejor desempefio y bajo requerimiento de memoria.
Se eligi6 un paso de tiempo fijo para toda la simulacién igual a At =~ 0,5h/||umsx|| =~ 0,008s.

Para el transporte de sedimentos se utilizé un esquema temporal AB para evitar el uso de la
técnica DC, mientras que el esquema espacial elegido fue MINMOD, con esta combinacién se
obtiene un esquema total de segundo orden que resulta estable en el espacio y tiempo sin degradar
la eficiencia del solver. Se eligi6 Atsq = 10At. Solamente se considera el transporte por carga
de fondo. Los parametros elegidos son: didmetro medio del sedimento dsp = 0,1mm, densidad
del sedimento p, = 2650kg/m3, dngulo de reposo o = 30°, porosidad n = 0,4, esfuerzo de
corte critico 7, = 0,0001N/m?. Se utiliz6 la férmula de transporte de MPM. En la simulacién se
computd hasta un tiempo fisico de aproximadamente 900s.

6.10.4. Analisis de los resultados numéricos

A continuacion se discuten los resultados obtenidos en la simulacién numérica para lecho fijo
y lecho mévil.

Estructuras de vértices en simulacion a lecho plano

Previamente a la simulacidn en lecho erosionable, se realiza una simulacién considerando que
el lecho es plano, de forma que se obtenga un flujo desarrollado. En la figura 6.12, se presentan la
lineas de corriente y las estructuras de vortices para un instante de simulacion.
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Figura 6.12: Lineas de corriente e isosuperficies de criterio Q de vorticidad para visualizar las estructuras de vorti-
ces alrededor del prisma rectangular recto embebido en la corriente liquida para lecho fijo (arriba). Representacién
esquemadtica del flujo alrededor del cubo montado en una superficie plana, adaptaciéon de Lacey y Rennie (2012) [94]
(abajo).

A modo de comparacién la figura 6.12 - abajo, muestra la representacidon esquemaética presen-
tada por Lacey y Rennie (2012) [94] basada en sus experimentos fisicos. Puede observarse que el
solver de flujo incompresible captura las complejas estructuras del flujo tridimensional esperables
para el experimento.

Estructuras de vortices con lecho erosionado

En la figura 6.13 se presentan algunos resultados de la simulacién con un mapeo de textura de
arena, se incorporan los contornos de nivel del lecho para demarcar la olla de erosién que se forma
delante del obsticulo y la deposicién en forma de pila posterior.

Mediante el uso de lineas de corriente se analiza la trayectoria de las particulas para represen-
tar los vortices en forma de herradura primario y secundario que se forman luego de avanzada la
socavacion frontal, a modo de comparacion, se muestra la representacion esquemdtica de dichos
vortices observada en el estudio experimental de Schlomer et al. (2020) [152]. Dichos vértices
juegan un papel principal en el desarrollo de la olla de erosidn delante de los obstidculos sumergi-
dos.

La figura 6.14 presenta las iso superficies del segundo invariante del tensor gradiente de ve-
locidad @), conocido como criterio Q de vorticidad, para visualizar el desprendimiento de las es-
tructuras de vértice en forma de arco en la parte posterior (compare con figura 6.12-abajo) ademads
puede observarse el vortice de herradura primario.
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Figura 6.13: Resultados numéricos de la simulacién: contornos de nivel en la olla de erosién y deposicion tras el
obstaculo (arriba-izquierda), vortices de herradura primario y secundario (arriba-derecha), representacion del lecho con
un mapeo de textura de granos de arena. Representacion esquemadtica del flujo alrededor del cubo montado en un lecho
erosionado, adaptacién de Schlomer et al. (2020) [152] (abajo).

Figura 6.14: Visualizacién del desprendimiento de estructuras de vértice en forma de arco utilizando las isosuperficies
del criterio Q de vorticidad.

Evolucion temporal de la socavacion y deposicion

La figura 6.15 muestra la evolucién de la erosion cerca del obstdculo para distintos instantes de
tiempo. Puede observarse el algoritmo para el transporte de sedimentos acoplado con el resolvedor
logra capturar las diferentes formas de fondo que se originan por las corrientes complejas asi como
la migracion de las mismas por el efecto de la tension rasante en el lecho.
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Figura 6.15: Evolucidn de la simulacién de socavacién alrededor del obstdculo rectangular para diferentes instantes de
tiempo.

Comparacion con otros autores

Se compararon los resultados obtenidos con los presentados por otros autores. La figura 6.16
presenta la socavacion final para un tiempo fisico de simulacién de 900s aproximadamente (figura
6.16-arriba).

Se presenta la solucién obtenida ! por Burkow y Griebel (2016) [29] (figura 6.16-centro) uti-
lizando el software NaSt3D con el agregado de un modelo morfodindmico, utilizando las mismas
dimensiones y parametros fisicos (flujo y sedimento) que las utilizadas en esta tesis, la diferencia
radica en el solver de flujo, el método de deslizamiento, los esquemas espaciales y temporales y
algunas diferencias en las condiciones de borde en la entrada.

A su vez se muestra la captura del experimento fisico basado en semejanza de Reynolds pre-
sentado por ellos (figura 6.16-abajo), en [29] pueden consultarse mds detalles del mismo y los
pardmetros de la simulacién numérica.

"Puede consultarse el video de la simulacién en el siguiente enlace https:/youtu.be/uPAWRhrW-10.


https://youtu.be/uPAWRhrW-l0
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Figura 6.16: Comparacion de resultados con otros trabajos. Resultados de la presente implementacién (arriba), resul-
tados numéricos obtenidos por Burkow y Griebel (2016) [29] mediante el software NaSt3D y el respectivo experimento
fisico a Re = 1038 (centro y abajo).

Puede observarse que los resultados obtenidos en la presente simulacién estan en concordan-
cia con el experimento fisico y la solucién numérica obtenida con otro programa que usa otros
algoritmos. Logrando una buena aproximacion al patrén de erosion - sedimentacion alrededor del
obstéculo.

Finalmente en la figura 6.17 se compara la profundidad de erosion delante del obstaculo (curva
azul) cuyos valores resultan mds importantes para las aplicaciones de ingenieria fluvial. Puede
observarse que los resultados concuerdan con las simulaciones de Burkow y Griebel (2016) [29].

Puede apreciarse que la altura de sedimentacion (curva roja) difiere levemente, respecto a
esto, hay que tener en cuenta que ambas simulaciones comparadas, se realizaron con diferentes
condiciones de contorno, diferentes metodologias y algoritmos con lo que el resultado obtenido se
considera suficientemente aceptable.

Tiempo de computo

En cuanto a los tiempos de computo de la simulacién, en [29] reportan que el calculo hasta un
tiempo fisico de 450s consume alrededor de 180h (7.5 dias = 1 semana) mediante calculo paralelo
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en CPU utilizando 2 nodos de cémputo Dell PowerdEdge R910 equipados con 32 cores cada uno
(64 cores en total) del tipo Intel Xeon X7560 corriendo a 2.226GHz. La simulacidn presentada
se ejecutd utilizando el equipo 2 (GPU Tesla V100), cabe mencionar que todos los célculos se
ejecutan practicamente de forma completa en GPU utilizando una sola tarjeta, la CPU se utiliza
para lanzar las ejecuciones de los diferentes kernels en la GPU.

Para simular hasta el tiempo fisico de 450s, el cédigo elaborado en esta tesis consume alre-
dedor de 10h, es decir que resulta unas 18 veces mds rdpido, o en otros términos, en el mejor
de los casos se requieren 36 equipos de cémputo similares (32 x 36 = 1152 cores) para igualar
una tarjeta. Esto muestra que la GPU es una herramienta atractiva para realizar simulaciones en
tiempos realmente reducidos.
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Figura 6.17: Validacién de resultados: evolucién temporal de la profundidad de socavacién y la altura médxima de la
duna depositada tras el obstaculo. Comparacion con Burkow y Griebel (2016) [29].
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones del trabajo

En este capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas a partir de la investigacion realizada
en el marco de esta tesis de doctorado. Las mismas se basan en una anélisis de la revisién de la
literatura existente y la aplicacion de las metodologias desarrolladas.

Los objetivos generales y especificos presentados, se centraron en el estudio e implementacion
de algoritmos del tipo FVM para CFD vy el transporte de sedimentos basados en GPU. Para ello, se
expuso de forma resumida los principales esquemas espaciales y temporales para la discretizacién
de las ecuaciones de conservacién utilizadas en el contexto de la dindmica de fluidos computacio-
nal. Dicha descripcion pretende contribuir en una documentacidn introductoria para la comunidad
cientifica.

A partir de esto, se desarrollaron diferentes estrategias de paralelizacién en GPU para los
esquemas numéricos en el contexto del método de los volimenes finitos con un ordenamiento de
variables centrado en celda (arreglo colocado). Los algoritmos y métodos implementados en GPU
incluyen: el desarrollo de esquemas TVD con enfoques implicito y explicito, implementacién de
un solver que resuelve el flujo incompresible utilizando dos métodos diferentes, SIMPLE y FSM.
A su vez, se implementaron diferentes métodos para la solucién de sistemas lineales dispersos
en GPU que incluyen: método de Gradientes Conjugados, Gradientes Biconjugados Estabilizado
y un método multigrilla simple y con un bajo requerimiento de memoria que puede utilizarse
como solver independiente o como precondicionador dentro de los métodos de Krylov. Todos los
métodos se encuentran empaquetados para formar una libreria que puede adaptarse para resolver
problemas con diferentes aplicaciones.

Para validar los métodos y demostrar el rendimiento que pueden alcanzar las implementacio-
nes basadas en GPU, se resolvieron diferentes problemas, entre ellos: problemas de adveccién
difusién usando esquemas lineales y no lineales en 2D, una ecuacién de difusion no lineal en 3D,
las ecuaciones de Navier Stokes en 2D y 3D y la solucién de ecuaciones elipticas en 2D aplican-
do técnicas multigrilla. Se mostré que los métodos implicitos en GPU, a pesar de tener tasas de
computo menores pueden tener un desempeflo computacional realmente bueno en comparacién
con los métodos explicitos eligiendo correctamente los resolvedores y combinando diferentes es-
trategias. Esto refuta la idea general que se tiene sobre la preferencia de métodos que sean explici-
tos en GPU. Con la implementacion de los esquemas TVD, se resolvié en GPU un problema
advectivo dominante complejo de resolver de forma masiva en el contexto de simulaciones tipo
Monte Carlo resuelto en general mediante Particle Traking Method, mostrando resultados simila-
res obtenidos en tiempos de computo razonables, brindando una herramienta que al ser basada en
métodos eulerianos podria extenderse sin dificultad a problemas reactivos incorporando la compo-
nente quimica a las ecuaciones de balance. Se mostré que en el caso de adveccién difusion, para
que el método explicito sea mds eficiente que la versidon implicita puede ser necesario el uso de
esquemas temporales de mayor orden, debido a que el error temporal del esquema FE puede ser
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superior al error del esquema espacial. Las ganancias en tiempo de cémputo respecto a implemen-
taciones CPU paralelas mostraron que en la mayoria de casos se requiere ejecutar los codigos en al
menos 30 equipos funcionando en paralelo de similares caracteristicas a los utilizados en esta tesis
para equiparar el desempefio obtenido con una sola tarjeta de video de la ante dltima generacion.
En cuanto al método multigrilla se lograron desempefios superiores a los de dos librerias muy
utilizadas en la comunidad como son HYPRE y AmgX de Nvidia, donde se destaca una reduccién
significativa en el consumo de memoria en GPU respecto de la dltima. Para los métodos utilizados
en las ecuaciones de NS en GPU el algoritmo SIMPLE a pesar de ser un método mas complejo de
implementar, para problemas suficientemente grandes, el desempefio puede ser equiparable al de
un método del tipo semi-explicito como lo es el FSM.

Se implement6 una estrategia IBM combinando técnicas de interpolacién que hacen uso de
nodos fantasma en GPU, incorporarndo ademads una estrategia para aplicar una condicién de borde
tipo slip o aplicar una ley de pared. Los resultados fueron validados considerando casos bien
documentados en la bibliografia, comprobando que el método es efectivo para utilizar en GPU.
Cabe mencionar que mientras otros codigos utilizan esquemas espaciales CD o QUICK para el
término advectivo, aqui se incorporaron los esquemas TVD previamente desarrollados, haciendo
el algoritmo para el flujo incompresible mas versatil para aplicar en diferentes problemas.

Se logré acoplar al solver de flujo incompresible, un modelo de turbulencia basico tipo LES y
un modelo de sedimentos que calcula las cargas de fondo en funcién de los esfuerzos de corte en el
lecho, lo que permite actualizar las alturas del nivel del lecho y con ello la evolucién del dominio
computacional. Para obtener soluciones fisicamente mds realistas, se implementd un modelo de
deslizamiento de granos que permite contemplar el efecto gravitatorio, evitando que se originen
formas de fondo no fisicas. Para la discretizacién de los términos de la ecuacién de Exner se uti-
lizaron los esquemas de alta resolucién desarrollados previamente. El cdlculo de los esfuerzo de
corte se baso en la aplicacién de una ley de pared. En el cdlculo de la evolucién del lecho y la
evolucién del flujo incompresible, se utilizé una estrategia de particionamiento explicito con un
enfoque desacoplado donde los pasos de tiempo para el lecho Atsq son mas grandes que para el
flujo At en una relacion ngeq, es decir Atgeq = ngeqAt. Para contrastar los resultados obtenidos
por la libreria desarrollada en esta Tesis, se resolvié un problema tridimensional de erosién lo-
calizada alrededor de un objeto rectangular documentado por otros autores, mostrando resultados
cualitativamente y cuantitativamente satisfactorios pero en tiempos realmente reducidos. En con-
creto, la aceleracion que se obtiene respecto a una implementacion paralela CPU como el codigo
NaSt3D ejecutada en un nodo con 2 equipos de computo de 32 cores cada uno, es de hasta 18 ve-
ces, lo que significa que se requeririan a lo menos, un cldster con 36 equipos de esas caracteristicas
(32 x 36 = 1152 cores) para equiparar el tiempo de computo de una sola tarjeta. Estas mejoras de
rendimiento constituyen el principal objetivo buscado con esta Tesis y se ha logrado en todos los
casos estudiados.

En resumen, los resultados obtenidos en esta Tesis doctoral han demostrado la viabilidad y
eficiencia de los esquemas TVD implicitos y explicitos en GPU, asi como la efectividad de los
métodos SIMPLE y FSM para resolver problemas de flujo incompresible. La implementacién y
acople de estos métodos con un solver para calcular el transporte de sedimentos en una libreria
completa ha brindado una herramienta valiosa para la comunidad cientifica. Las conclusiones
obtenidas a través de esta investigacidn abren nuevas perspectivas y proporcionan una base sélida
para futuras investigaciones en este campo utilizando GPU.

7.2. Sobre la evolucion de las GPUs en los ultimos anos

Debe mencionarse que la limitacién en memoria de la GPU al momento de comienzo de esta
Tesis era de 12GB (Nvidia Tesla K40), posteriormente en 2018 surge la siguiente generacion
(Nvidia Tesla V100) de GPUs que provee una ampliaciéon de memoria de hasta 32GB, la ganancia
en tiempos de computo entre una y otra generacién es del orden de 5 a 6 segun diferentes pruebas
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realizadas en la Tesis. Finalmente la dltima generacion de tarjetas graficas para computo cientifico
Nvidia Tesla A100 (Ianzamiento en 2020) posee una version de hasta 80GB lo que permite abordar
problemas mds grandes como los que se realizan actualmente en CPU. En cuanto a rendimiento
comparado con la Tesla V100, posee 7936 niicleos y permite una ganancia en tiempos de computo
superior a 2x de acuerdo a los diferentes benchmark reportados por el fabricante.

7.3. Lineas de investigacion abiertas

Una de las limitaciones encontradas en el método IBM propuesto es que para altos Reynolds
el grado de refinamiento que se requiere cerca de la frontera embebida es inviable de realizar en
GPU para dominios grandes. Frente a esto, hay dos estrategias que se podrian aplicar, la primera
consiste en utilizar métodos de mayor orden como el esquema WENO (5to orden) y un esquema
de 4to orden para difusion, esto permite el uso de grillas relativamente gruesas, las dificultades
en este caso es identificar la estructura de datos para aplicar la condicién de contorno con una
precisién de 2do o 3er orden al incorporar una frontera embebida. Esta estrategia ha mostrado
buenos resultados en la versién CPU paralela, sin embargo requiere una gran estructura de datos
que habria que repensar en GPU. La segunda estrategia es implementar grillas adaptativas que
permitan refinar cerca de la frontera embebida capturando de una mejor forma las estructuras
de flujo que se dan cerca de la capa limite responsables de la erosién. Esto abre unas lineas de
investigacion no exploradas en GPU en este contexto.

Otras mejoras consisten en incorporar modelos de turbulencia tipo RANS combinados con
leyes de pared. Esto implica una investigacién sobre las diferentes formulaciones a considerar
para el transporte de sedimentos, al igual que la incorporacién de modelos de turbulencia a la
ecuacién de transporte en suspension, para lo cual casi no se ha encontrado informacién en la
bibliografia.

Otra linea de investigacion consiste en expandir el cédigo utilizando la implementacién de
LSM para resolver problemas de erosidn con superficie libre.

Por otra parte, la libreria desarrollada permite el estudio e implementacién de diferentes mo-
delos de transporte de sedimentos, aunque en esta Tesis no se realiz6 la aplicacién combinando
transporte en modalidad de suspension, actualmente casi no hay estudios que permitan validar los
modelos tedricos, esto provee una herramienta econdmica para investigar las diferentes formula-
ciones.
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