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RESUMEN

Esta tesis aborda el desarrollo y la aplicacién de herramientas matematicas para el
analisis de iméagenes y senales biomédicas, integrando conceptos de andlisis funcional,
procesamiento de senales y neurociencia computacional. El trabajo se estructura en dos
lineas de investigacién complementarias.

La primera linea corresponde al desarrollo de un nuevo método para la compara-
cién de imagenes multidimensionales denominado Phase Divergence Index (PDI).
A partir de un marco tedrico basado en espacios funcionales, distribuciones temperadas,
transformadas de Fourier, Hilbert y Riesz, se construye una representacion de fase mul-
tidimensional que permite definir un indice sensible a cambios estructurales. El método
fue evaluado mediante diferentes experimentos sobre imagenes sintéticas y reales, demos-
trando robustez frente a variaciones de intensidad, ruido y rotaciones, asi como capacidad
para detectar diferencias estructurales que no resultan evidentes mediante técnicas con-
vencionales.

La segunda linea de investigacién se centra en el andlisis de senales electroencefa-
lograficas (EEG) mediante herramientas lineales, no lineales y de conectividad funcio-
nal. Se emplearon la Densidad Espectral de Potencia (PSD), la Entropia de Permutacién
(PE), la Complejidad de Lempel-Ziv (LZC), la Complejidad Conjunta de Lempel-Ziv
(JLZC), la coherencia espectral y el Phase Lag Index (PLI) para caracterizar la dindmica
cerebral en distintos contextos experimentales.

Las metodologias propuestas fueron aplicadas a cuatro bases de datos independientes.
En perros se estudiaron los efectos del envejecimiento y de la administracion de trazodona
sobre la dinamica cerebral durante el sueno, observandose modificaciones en la actividad
espectral, la complejidad temporal y la conectividad funcional. En ninos se analizaron
cambios asociados a tareas creativas, evidenciando una reorganizacion de la actividad
oscilatoria y de la comunicacién entre regiones cerebrales. Finalmente, en recién nacidos
prematuros se evalué la evolucion de la complejidad cerebral durante la maduracion
temprana, mostrando que las métricas de complejidad permiten caracterizar tanto la

organizacién temporal como espacial de la actividad neuronal.
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Capitulo 1

Introduccién general

En areas como la ingenieria y la neurociencia aplicada, el enfoque suele centrarse en
los aspectos experimentales y computacionales, lo cual es natural dadas sus motivaciones.
Sin embargo, un sustento matematico claro y riguroso puede enriquecer significativamente
la interpretacion de los resultados. Desde mi formacion como matematica, esta tesis busca
poner en valor la contribucién tedrica como complemento de las aplicaciones préacticas.
En particular, se adoptan dos lineas de estudio complementarias: por un lado, el anélisis
de senales electroencefalogréficas (EEG) en distintos contextos cognitivos y poblaciones;
y por otro, el desarrollo de una herramienta matematica novedosa que posibilita un
tratamiento riguroso de imagenes y de otros sistemas multidimensionales, lo que pone de
manifiesto la flexibilidad y generalidad del marco tedrico propuesto.

La electrofisiologia es una rama de la neurociencia que estudia como las funciones
cognitivas —como la percepcién, la memoria, el lenguaje, las emociones y la creatividad—
se encuentran respaldadas por la actividad eléctrica de poblaciones neuronales. Este en-
foque combina la medicién directa de la actividad cerebral con modelos computacionales
y analisis matematicos rigurosos, permitiendo establecer vinculos entre fenémenos obser-
vables y teorias subyacentes del funcionamiento cerebral. La investigacion en este campo
abarca desde estudios centrados en paradigmas cognitivos especificos hasta anélisis de-
tallados de la dindmica de redes neuronales permitiendo una comparacién rigurosa entre
condiciones, estados y poblaciones, siendo la mateméatica un lenguaje esencial.

En esta tesis se adopta una perspectiva integradora que combina fundamentos ma-
teméaticos avanzados con aplicaciones experimentales en distintas poblaciones. Se estu-
dian espacios de senales analdgicas que permiten manejar senales singulares, discontinuas
o no integrables en el sentido clasico. Las operaciones sobre estas senales se formalizan
mediante convoluciones generalizadas, transformadas de Hilbert y de Riesz, siguiendo de-
sarrollos clasicos de Cauchy, Riemann y Calderén-Zygmund, garantizando propiedades de

invariancia frente a traslaciones, dilataciones y rotaciones. Este enfoque riguroso asegura



una representacién matematica consistente de la actividad neuronal, incluso en presencia
de ruido, discontinuidades o ambigiiedad temporal, y proporciona una base sélida para
la definicién y aplicacién de métricas de complejidad y conectividad sobre senales EEG
y conjuntos de datos multidimensionales.

A partir de esta base tedrica, se aplicaron diversas métricas de analisis de senales para
caracterizar la dindmica cerebral, incluyendo Entropia de Permutacién (PE), Compleji-
dad de Lempel-Ziv (LZC), Complejidad Conjunta de Lempel-Ziv (JLZC), Coherencia
(Cyy ), Phase Lag Index (PLI) y Densidad Espectral de Potencia (PSD). Estas métricas
fueron implementadas sobre registros de EEG en distintas poblaciones: perros adultos
bajo condiciones de sueno normales y bajo efecto de trazodona, bebés prematuros duran-
te sueno y vigilia, y ninos en edad escolar durante tareas creativas. Este enfoque permitio
explorar tanto estados cerebrales fundamentales, como el sueno, que facilita la consoli-
dacién de la memoria y la regulacion emocional, como funciones cognitivas complejas,
como la creatividad —entendida como la generacién de ideas novedosas y la flexibilidad
en la resolucién de problemas—. Los resultados obtenidos muestran que las métricas tra-
dicionales de complejidad y conectividad aportan informacién complementaria sobre la
dindmica cerebral. El abordaje con un marco matematico riguroso permitié interpretar
estos resultados de manera més precisa y consistente, destacando cémo una fundamenta-
cién tedrica solida en andlisis de senales facilita la comprension de fenémenos neuronales
complejos y su variabilidad entre estados y poblaciones.

Ademas, la contribucion central de la tesis es el desarrollo del Phase Divergence In-
dex (PDI), un nuevo método de andlisis multidimensional de sefiales que cuantifica la
divergencia de fase entre regiones dadas dos senales. El PDI se fundamenta en la ex-
tension de la diferencia de fase al dominio multidimensional mediante la transformada
de Riesz, siendo insensible a variaciones de intensidad y capaz de detectar diferencias y
rotaciones en imagenes. Se presenta el desarrollo matematico del indice, su implementa-
ciéon computacional y su validacién en contextos experimentales, demostrando su utilidad
para detectar patrones que otras métricas clasicas no capturan. Por otro lado, el PDI,
aunque ain no se ha aplicado a senales neuronales, demuestra su utilidad en el analisis
de imagenes multidimensionales, permitiendo detectar diferencias de fase y rotaciones de

manera insensible a la intensidad.



En conjunto, esta tesis demuestra que la integracién de herramientas matematicas
avanzadas con registros EEG permite avanzar en la comprension de la dinamica neuro-
nal durante estados complejos como el sueno y procesos cognitivos como la creatividad.
Ademas, la propuesta del PDI introduce un enfoque novedoso para el analisis multidimen-
sional de senales, validado en imagenes complejas, que resalta la potencial aplicabilidad
de métricas avanzadas para capturar diferencias de fase y patrones espaciales que otras

herramientas clasicas no detectan.






Capitulo 2

Espacios de senales analdgicas. Senales singulares. Senales que

no son funciones. Funciones que no son senales

2.1. Introduccion

Es usual, y muy importante para las aplicaciones, el punto de vista que nos permite
describir las senales analdgicas™ como funciones de una o varias variables. En este capitulo
nos concentraremos en el caso de senales unidimensionales. El modelo mas sencillo nos
invita a considerar a una senal unidimensional y analégica como una funcion f : I — R de
la variable t € I, que podemos interpretar como el tiempo, cuyo dominio / es un intervalo
de numeros reales, una semirrecta, toda la recta real o un subconjunto en principio
cualquiera de R. Con esta definiciéon tan general para una senal analdgica, deberiamos
aceptar que la funcién caracteristica (indicatriz) de los niimeros racionales @Q en R es una
senal analégica. Precisamente, que f(z) =1siz ¢ Qy f(x) = 0six € Q. La densidad de
Q en R nos muestra que una tal senal no podria ser continua en ninguno de los puntos
de su dominio. Si por otra parte se atendiera a propiedades de integrabilidad en vez
de propiedades de suavidad, puesto que, siendo numerable Q tiene la longitud (medida

de Lebesgue unidimensional) igual a cero, resulta que / f)ydt =b—ay fes alos
b

~

efectos integrales, 1o mismo que la funcién idénticamente igual a uno: f(t) = 1, para todo
t € I. Ejemplos como el precedente y construcciones mas sofisticadas de subconjuntos
no medibles en el sentido de Lebesgue, los llamados conjuntos de Vitali, muestran que
al considierar que las senales analdgicas son las funciones de una variable es un exceso.
Hay funciones que no son senales, no sélo porque afortunadamente “natura non dat” ese
tipo de senales, sino y sobre todo porque estariamos incapacitados de todo analisis de
ese tipo de senales. Tal vez lo més notable es que la clase de todas las funciones no sélo
es excesiva, sino que también es insuficiente, escasa. En efecto no hay manera de ver un

impulso instantdneo, la delta de Dirac en ¢y como una funciéon de R en R. El argumento

*Senales continuas en el tiempo y en amplitud, que pueden tomar infinitos valores dentro de un
rango.



heuristico que es el de Dirac [1] de definir §;, = 0 si t # g y d,(to) = +00 no sirve ya que

la funcion asi definida tiene integral de Lebesgue igual a cero: / 0, dt = 0.'Y este hecho
R

estd en franca contradiccién con el hecho esperado del modelo dy, es la masa (o impulso)

unitario en ty. Asi que deberiamos tener / 0, dt = 1 y como funcién esto no ocurre.
R

Ficura 1. X, la funcién caracteristica de un conjunto de Vitali no es una
senal analdgica y d;, la delta de Dirac en ty es una senial analdgica que no
es una funcion.

En esta tesis veremos y usaremos frecuentemente varios objetos que parecen funciones,
pero que no lo son. La delta de Dirac no es una aguja en un pajar. Mas bien es al revés,
las senales que son funciones de la variable continua ¢ son agujas perdidas en el pajar
de las distribuciones de Schwartz. En particular, la definicién de fase instantanea de
una senal dada, sélo puede definirse adecuadamente a través de una convolucién de la
senal analdgica con una distribucion de Schwartz que no es una funcién. Veremos con el
mayor detalle posible que la transformada de Hilbert de una senal analdgica f(t) es la
convolucion de f con la distribucion v.p.l léase valor principal de 1 que no es una

x x
funciéon. Cuando introduzcamos en el Capitulo 3 los conceptos necesarios para construir
nuestro método llamado Indice de Divergencia de Fase (IDF) y los mismos problemas

deberan ser resueltos en dimensiones mayores. Abordaremos en detalle conceptos.

2.2. Algunos espacios funcionales

Seguimos en el contexto de senales unidimenisonales. No hay dudas sobre la impor-
tancia de los métodos del algebra lineal en el desarrollo de casi todas las disciplinas de la
ciencia moderna. El algebra lineal clésica provee herramientas contundentes para estudiar

operadores y modelos de dimension finita. Los espacios vectoriales reales de dimenison



finita, como lo es por ejemplo el espacio de todos los polinomios reales de grado menor que
n, se identifican naturalmente con R" e inmediatamente todos los teoremas del algebra y
los algoritmos estan a nuestra disposicién para ser usados en una diversidad innumerable
de situaciones. Algo muy especial ocurre en R" que en general pasa inadvertido hasta
que nos topamos con espacios de dimension infinita. La “nina terrible” es la dualidad.
Definiremos precisamente el dual de un espacio vectorial y de un espacio funcional. Toda
transformacién lineal entre espacios vectoriales de dimension finita es continua. Y, para
sorpresa de la ciencia y sus cultores, esta diferencia fundamental entre el caso finito dime-
nisonal y el infinito dimensional, que luce como una debilidad, L. Schwartz la convierte
en una notable fortaleza cuando desarrolla la teoria de las distribuciones. Nosotros segui-
remos llamandole “distribuciones de Schwartz” para distinguirlas de las distribuciones de
probabilidad que también usamos en otros momentos de esta tesis. No siempre ocurre en
dimensién infinita que un espacio y su dual son escencialmente distintos. Los espacios de
Hilbert son esa excepcion. No es posible construir una medida en R que sea invariante por
traslaciones, que la medida de cualquier intervalo sea su longitud y que sea numerable
aditiva de modo que todos los subconjuntos de R se puedan medir. La familia maximal
que cumple todas esas propiedades es la de los conjuntos medibles Lebesgue. Una funcion
f I — R es medible si lo son los conjuntos de nivel {t € I : f(t) > A} para todo A € R.

Definimos

(2.1) L*(T) = {f : I — R, f medible y /H|f(t)|2dt}

el espacio de Lebesgue de las funciones de cuadrado integrable. Resulta un espacio de

Hilbert con el producto escalar (o interno) {f, g) = / f(t)g(t)dt. Es decir L? es completo

con la norma ||f[, = /|f(t)|2dt. Notar que, si por ejemplo, I = R, las funciones
I

fa(t) = Z(nns1)(t) con n € Z estén en L*(R), son linealmente independientes y son
infinitas. Por lo tanto el espacio L*(I) no tiene dimensién finita. Hace 100 afios cuando
Heisenberg, Bohr y Schrédinger ponfan las bases de la mecanica cudntica, el espacio L? se
convirtié en el habitat natural de las funciones de onda de esa todavia asombrosa teoria
fisica. El espacio L2(R) contiene funciones muy buenas, en el sentido de la regularidad

y el tamano, como lo es por ejemplo la funcién Gaussiana g(t) = e . Pero también



contiene singularidades como por ejemplo

(2.2) f(t) = Z oIkl =111 (¢ _ k)

keZ |t_k|Z

FIGURA 2. Dos senales g y f muy diferentes aunque ambas en L*(R).

Resulta claro que g € L*(R) ya que g%(t) = e 2 es integrable. Para ver que f € L*(R)

usamos la desigualdad triangular de ||, y tenemos

(t—Fk) :
k| l—
11y < ;ez: 2~ (/R Py dt)

_;22 i (/R |T|]( )d7>2

-9 Z oIkl

keZ

-y (1 + 22 2—k>
k>1

=6

Notar que en la estimacion prodecente de la singularidad en cada punto es del tipo

1
|z — k|’%. Cualquier singularidad de la forma |z — k| con a < 2 produciria funciones
1
de L*(R). Pero para a > 3 la smgularldad es excesiva y la senal asociada ya no estaria

1
en L*(R). Asf por ejemplo, en R, ¥ o no estdn en L*(R). Nisiquiera en L'(R). Dado

1 < p < o0, definimos, generalizando L? (I ),

(2.3) LP(I) = {f .1 >R, f medible y /|f(t)|pdt < oo}
I



Los espacios LP(I) con p # 2 ya no son de Hilbert (no tienen un producto interno o

escalar). Pero si son de Banach, normados y completos, con las normas

(2.4) 111,-( |f(t)|”dt); |

El espacio de las funciones f esencialmente acotadas (acotadas con excepcién de algin

conjunto de medida nula) es el espacio L*(I), normado por
(2.5) | fll o =1inf{M >0:|f(x)] < M para casi todo x € I}.

Notar que, si entendemos f como una senal analdgica, su pertenencia a L™ corresponde
a amplitud acotada.

Si €(I) denota las funciones continuas en I, e I es un intervalo cerrado y acotado en
R, I = [a,b], entonces €(I) < L*(I). Ademé&s como || f
| ey =1 £l o si f € €(1).

Desde el punto de vista de las normas y de la completitud, en el sentido de la con-

¢ = max |f(t)], resulta que
tel

vergencia de las sucesiones fundamentales o de Cauchy, todos los espacios LP(I) son de
Banach, normados y completos. Sin embargo, L*(I) es diferente a todos. No sélo por la
existencia de un producto interno que permite y habilita mucha méas geometria, nociones
de angulo y de ortogonalidad, etc., sino, sobre todo por la “estabilidad” en L*(I) del
analisis de Fourier y por la dualidad, temas que consideramos en proximos capitulos.
Los espacios de Lebesgue cumplen también un notable papel en la transicién entre
lo analégico y lo discreto. En efecto, toda la teoria de la medida y de la integral de Le-
besgue se puede poner en un contexto unico que incluye variables continuas y variables
discretas. Este punto de vista permite abordar los problemas y las técnicas de discre-
tizacion de senales analdgicas, e incluso aquellos de “analogizacion” de senales que son
esencialmente discretas desde una perspectiva tedrica coherente y unificada. Una subfa-
milia F de subconjuntos de un conjunto cualquiera X es una o-dlgebra si g e F, X € F,
F es cerrada por complementaciéon y uniones numerables. Dados un conjunto X y una

o-algebra F de partes de X una medida en F es una funcién g : F — R U {0} tal que

0 [ee]
w®) =0y u (U E’l> = Zu(El) para toda la sucesion {F; : i < 1} de elementos de
i=1 i=1
F que son disjuntos de a pares: F; N Ej; = @ si ¢ # j. A partir de la definicién natural



de integral para funciones simples en (X, F, i) del tipo f(z Z ajrg,(z), Ej en F,

J
como / f(z)dp(zx Z a;u(E;), se puede definir bien la integral de funciones positivas

medibles ({r € X : f (37) > A} € F,V\) y entonces, también los espacios de Lebesgue
LP(X,F,p), 1 <p<oo. En efecto, para 1 < p < o0

(2.6) LP(X, F,p) = {f : X —> R, f medible y /X|f(a:)|pdu(x) < oo}

son espacios de Banach (normados y completos) con | f|, = (/ |f(z)Pdp(z )) ", Otra
vez, alin en este contexto abstracto para el dominio de las “senales” f, el caso p = 2 es de
Hilbert con el producto escalar interno {f, g) = / f(x)g(z)du(z). Y, otra vez, los con-
ceptos de bases ortonormales adquieren sentido erf( este contexto y también los aspectos
centrales de dualidad a los que volveremos luego. Restringiremos, para que sigan valiendo
teoremas centrales de Tonelli y Fubini, nuestra atencién a espacios de medida (X, F, i)

que son o-finitos, es decir, tales que X = U Fi, F, € Fy u(Fy) < oo Yk. Tal es el caso
k>1
de la medida de Lebesgue en R" que sin ser finita es o-finita ya que R" = U B(0, k),
k=1

n

donde B(0,k) = {x e R": |z]* = me < k? } es bola de radio k centrada en el origen
i—1

que tiene volumen finito para cada k, aunque no acotado uniformemente.

Un caso particular importante de espacio abstracto de medida son los espacios de proba-
bilidad (€2, F,P) que son espacios de medida con la condicién adicional P(2) = 1.

Una discretizacion natural de la recta real R es el conjunto Z de los ntimeros enteros de
cualquier signo. Pero también lo es hZ = {hm : m € Z}, h > 0 que podemos tomar tan
chico como sea necesario para poder asegurar que todo numero real esta muy cerca de
alguno de los elementos de hZ. Tomando X = hZ, F la familia de todos los subconjuntos
de hZ y un(E) = h#(E), donde #(FE) denotador cardinal (nimero de elementos de E,
tenemos que (hZ,F,uy) es un espacio de medida. La teoria de distribuciones de Sch-
wartz que desarrollaremos después, nos permitira, entre otras cosas, probar que como la

intuicién nos sugiere p;, — medida de Lebesgue cuando A — 0. Notemos que el producto

10



escalar en L*(Z, F, ui1) por ejemplo, entre f y g : Z — R estd dado por

2.7) (rg) = / F@g@dm(@) = S £ = S g

keZ keZ

donde f = f(k) y gr = g(k) con la notacién usual para sucesiones.

2.3. Espacios de funciones suaves

En la seccién 2.2 hemos introducido los espacios funcionales (espaicos de senales

analdgicas e incluso discretas) de Lebesgue. Hemos mostrado con un par de ejemplos
, « . . . 2 . .

elementales que ain el “mejor” de esos espacios, el espacio L*, contiene funciones muy

buenas como la Gaussiana pero también funciones muy malas (por su pobre regularidad)
T[_1.17(t—

como lo es f(t) = Z 2‘““‘%
keZ |t — k|1

laridades se acumulen. Digamos que este tipo de singularidades infinitas no son tipicas de

, U otras construcciones similares en las que las singu-

senales reales en las que, por ejemplo, estemos midiendo un potencial eléctrico como fun-
cién del tiempo. Introduciremos ahora algunos espacios funcionales “en el otro extremo”.
Es decir espacios de funciones extremadamente suaves que tampoco daran un modelo
“realista” de senales fisicas pero que serviran en la Seccion 2.4 siguiente para establecer
la dualidad que nos permitira mejorar el modelo de representacién de senales por espacios
distribucionales. Como veremos las funciones suaves y localizadas, con soportes chicos o,
si se quiere con pequena varianza seran los sustitutos de los “puntos” y los “instantes” en
la formulacion clasica del andlisis. Tanto asi es que a este tipo de funciones se las llama
“test functions”, “funciones de testeo” o “funciones de prueba”. Los correspon-
dientes espacios funcionales, o espacios de funciones de prueba, tendran que tener dos
atributos: algebra y topologia. Es decir, tendremos que construir espacios vectoriales de
funciones test que ademas tengan al menos una nocién de convergencia que nos permita
definir funciones lineales y continuas sobre ellos. Nos ocuparemos de dos de esos espacios
de funciones de prueba: Z(R") = 2 y S (R") = . con & contenido continuamente en
. Una funcién tipica de (D) sera
1
e == sz <1

(2.8) o) = (a1, ..., 2,) =
0, si|z] =1

11



n
con |z|* = fo,
i—1

FiGUurA 3. Representacion grafica de la ecuacion:

e T, si lz| <1
2.9 T) = ’
(29) #le) {0, si x| > 1

Claro que ¢ también estara en . ya que & sera un subespacio de ., pero una funcién

de . que no esté en 9 es la gaussiana ¢(z) = e~ *", Denotaremos con & = €°(R) = €%

FIGURA 4. ¢(z) = e 1*’

al conjunto de todas las funciones ¢ : R™ — C que son infinitamente diferenciables donde

12



C denota, en general, los nimeros complejos. Precisemos, €* = & es el espacio de
todas las funciones, campos escalares en R", que tienen derivadas continuas de todos los
6rdenes. Como estamos en R", una derivada parcial cualquiera de ¢ debe contar cuantas
veces se la deriva con respecto a xq, cllantas con respecto a x,, etcétera. Puesto que

tendremos la continuidad de las derivadas de cada nivel, el orden preciso del calculo de las

derivadas no es relevante. Esto permite una notacién simple. Sea o : {1,--- ,n} —» Nu{0},
a = (ag,---,q,) con a; entero no negativo

o _ ol
(2.10) T = oo
donde |a] = a3 +as+ -+ a, y si ; = 0 para algin i — {1,--- ,n} significa que no hay
ninguna derivada con respecto a x;. Usando esta misma notacién para x = (1, , ),
% =z{tad? -0 es el monomio de grado || determinado por a.. Asi un polinomio de

grado < M en R" se puede escribir de manera sencilla como

(2.11) P(z) = ) anz®

<M

donde M € N denota el grado méximo y « es un multiindice con |o| = a3 + -+ +
a,. Y, el gradiente de una ¢ € & sera el vector cuya i-ésima componente es 0, e¢; =
(0,---,1,---,0) el i-ésimo vector de la base canénica de R". Es claro que & es un espacio
vectorial con la suma y el producto por escalar usuales entre funciones. En vez de definir
una topologia en &, daremos una definicién de convergencia de sucesiones. Una sucesion
{or : k= 1} en & siy sélo si para todo multiindice o € (N U {0})" se tiene que para todo
compacto K < R"

K
(2.12) 0% vk, k:; 0%,

—0

en otras palabras, 0%y converge a 0“p uniformemente sobre cada compacto de R". El
espacio . = . (R") (por Schwartz) es el conjunto de todas las funciones de & tales que
todas sus derivadas son “chicas en el infinito”. Precisamos ¢ € . si y sélosi p € &y

ademés

(2.13) 1228 p(2) | < o0

13



para todos a y 5 € (N U {0})". No es dificil ver que . es un subespacio vectorial de &.
La nociéon de convergencia en . también esta dada por los operadores de multiplicacion
por monomios 2% de derivacién 0° : {¢y 1 k =1} € .7, o 2 @ siy solo si

RTL

(2.14) PPp, = a0,

k—o0

uniformemente en todo el espacio. Asi tenemos tres espacios vectoriales topolégicos com-
pletos, ninguno es de Banach, ni normado, y menos aun de Hilbert, claro, que son &,
<y & y que satisfacen ¥ — . — & donde las inclusiones son continuas. Es decir,
es un subespacio vectorial de . y si una sucesiéon @y, EA @ entonces @y Z , < es un
subespacio vectorial de & y si una sucesién @y Z ®, entonces @y 4 w. Por consiguiente,
también, Z es subespacio vetorial de & y si ¢y A ©, entonces @y 4, w. Los tres I, S y
& son de dimensién infinita ya que Z lo es, como puede verse trasladando la funcién de
2 de nuestro ejemplo introductorio, {¢(x — k) : k € Z} es un sistema infinito linealmente
independiente. Pero en realidad las funciones de Z son tantas que alcanzan a aproximar
con cualquier orden de aproximacién a cualquier funcién de LP(R") para 1 < p < o Es
decir, Z es un subespacio vectorial de . y si una sucesion gy A © entonces @ Z ®,
% es un subespacio vectorial de & y si una sucesion gy Z ®, entonces @y 4 . Por
consiguiente, también, Z es subespacio vetorial de & y si pg 2 ©, entonces @y 4 w. Los
tres 7, . y & son de dimensién infinita ya que Z lo es, como puede verse trasladando la
funcién de 2 de nuestro ejemplo introductorio, {¢(x — k) : k € Z} es un sistema infinito
linealmente independiente. Pero en realidad las funciones de & son tantas que alcanzan
a aproximar con cualquier orden de aproximacién a cualquier funciéon de LP(R"™) para

1< p<oo.

TEOREMA 2.3.1. 9 es denso en LP (1 < p < o). Precisamente para toda f € LP y

para todo € > 0 existe p € P tal que ||f — |, <€

No probaremos este teorema aunque su demostracién no es dificil y se basa en ar-
gumentos de truncacion y regularizacién por convolucién que veremos en el capitulo
siguiente. El resultado precedente muestra que en las normas de Lebesgue las funciones
de prueba estan tan cerca como se quiera de cualquier funcién de los espacios de Le-

besgue. También es simple ver que .¥ — LP, 1 < p < oo. Por consiguiente ¥ — LP.

14



Aunque no ocurre lo mismo con & ya que, por ejemplo, los polinomios son infinitamente

diferenciables pero en general no integrables ni acotados.

2.4. Dualidad

Los espacios de funciones que vimos en las dos secciones precedentes, o si se quiere
espacios de seniales analdgicas, reinen a las funciones por dos caracteristicas bien dife-
renciadas. Los espacios de Lebesgue se basan en propiedades de integrabilidad de las
funciones, los espacios de Schwartz Z,.¥,& contemplan la suavidad y el decaimiento
en el infinito (la duracién) de las senales. Si bien sélo los de Lebesgue son de Banach,
normados y completos, y sélo uno de ellos L? es de Hilbert, los espacios de Schwartz son
espacios vectoriales topoldégicos completos. Es decir que en todos los espacios conside-
rados podemos definir dual algebraico y dual topolégico. Sea, en general, F un espacio
vectorial topologico y sea C el cuerpo de los nimeros complejos. El dual algebraico de F

es el espacio E* de todos los funcionales lineales A : £ — C,
(2.15) E*={A: E — C /A es lineal}

Cuando E es de dimensién finita, que no es el caso de los espacios de Lebesgue ni de
Schwartz, todo funcional lineal es continuo. Pero en general esto no es cierto y un subes-
pacio vectorial £’ de E* serd el dual que necesitaremos usar. El dual topolégico de E es

el espacio £ de todos los funcionales lineales y continuos 7' : E — C,
(2.16) E'={T:FE — C /T eslineal y continua}.

Cuando E es de dimensién finita, como todo funcional lineal es continuo, tenemos £’ = E*
y ambos son de la misma dimensién que E, por consiguiente pueden identificarse los tres
E ~ E' = E*. Pero, notable y afortunadamente, no ocurre lo mismo en el caso en que
FE tenga dimension infinita. Algunos ejemplos simples muestran ya la situacion general.
Nos limitaremos a espacios de Lebesgue y de Schwartz, aunque las familias de espacios
de Triebel-Lizorkin y de Besov que incluyen a los de Sobolev, entre otros, muestran una
profusa variedad de funciones de interés. Solo tenemos que notar que la continuidad de
funcionales T" sobre espacios de Lebesgue viene dada por la norma en estos espacios, mien-

tras que para los espacios de Schwartz la continuidad debe verificarse secuencialmente

15



con las tres nociones de convergencia consideradas en los espacios Z,.7, &. Cuando con-
sideramos los espacios I, las desigualdades de Cauchy-Schwartz y de Holder ayudaran a
hacer simple la prueba de continuidad. Por ejemplo, si f € L?(R) es una sefial analégica

en R dada y de cuadrado integrable, resulta que
Ty : L*(R) — C,
dada por
(2.17) 7y(0) = [ sttt
esté en (L2 (]R))I ya que resulta lineal,
Ti(org1 + azge) = /Rf(t) (a191(t) + aaga(t)) dt
- o [ fOm@)dt+ o [ FOm) @
= a1 Ts(g1) + 2T (g2)

y también es continua, ya que por la desigualdad de Schwartz

Ty(9)] =

[ roatran] < 1112 lols
por consiguiente, si g LN g, tendremos que, por la linealidad,

T5(gr) = Tr(9)| = [Ty (gr — )] < [ fll2-llge — gll2,

que tiende a cero cuando k — oo. Por consiguiente T € (LQ(R)), el dual topoldgico de

L*(R). Los elementos de (LQ(R))I también son un espacio normado por

(2.18) |Tllop = sup |T(g)]

lgl2=1

La desigualdad precedente para |Ts| prueba que |17 |0, < || f]2. El resultado més relevante
para la teorfa de L*(R) (o de L*(R™)) y su dualidad es el Teorema de Representacién de

Riesz que enunciamos formalmente.
TEOREMA 2.4.1. Sea T € (L*), entonces existe una tnica f € L* tal que

(2.19) T(g) =<9, [)r2
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Ademds | f]z = |Tlop-

En otras palabras (L?)' = L. Es decir, L? se comporta, desde el punto de vista de la
dualidad, como si fuera, aunque no lo es, de dimensién finita. Cuandop # 2,1 < p < oo, la
situacion ya se manifiesta diferente aunque todavia preserva la clase de Lebesgue. La clave
estd en la desigualdad de Holder. Sea ¢ tal que 1 + 1 = 1. Notar que si p = 1, entonces
q = o0 ysip =2 entonces ¢ = 2. La desigualgad ge Holder asegura la integrabilidad
del producto de una funcién de LP por otra de L? y provee una estimacion crucial en

términos de las normas. Si f € L y g € L, entonces

/n fgdx

Notar que si p = 2, ¢ también es 2 y la desigualdad de Holder es la de Schwartz. Por otra

(2.20)

< /1o lgllo-

parte, si g € LY tenemos que
(2.21) Ty: LP = CTy(f) = fgdz,
R™
resulta un funcional en (LP)". Esto dice que L? < (LP)". Una extensién del Teorema
de Representacién de Riesz prueba que L? = (LP)". En efecto, si T € (L?), entonces
1 1
existe una tnica g € L? con — + — = 1 tal que T(f) = /fgdx para toda f € LP y
b q R
ademas || T o, = |¢|p- Cuando el dominio de integracién es de medida finita, supongamos
por ejemplo que tenemos el dominio en el intervalo [0,1] € R, notemos que la funcién

1
g(x) = 27 pertenece a L? ([0, 1]) si y sélo si @ < —. Por lo tanto, cuando ¢ se aproxima a
q

uno, cualquier x~* con a < 1 estd en algiin L?. Pero en la dualidad 1—Ir1 = 1, cuando ¢ se
aproxima a uno, p crece a infinito. Y las funciones potenciales ™ 812310 gstarém en LP[0,1]
si o estd muy cerca de cero. En otras palabras, la dualidad LP? — L7 en la escala de Lebes-
gue sugiere que mientras “mejor”sea g, “peor” puede ser f en lo relativo a las singularida-
des. Este comportamiento siguere que los espacios duales de espacios de funciones buenas
(LP, p grande) pueden contener funciones bastante malas (L%, g chico). Pero incluso pue-
den contener objetos que no son funciones en el sentido clasico cuando el espacio al que
estamos tomando el dual sélo contiene funciones muy buenas. Un ejemplo paradigmatico
es la formalizacion de Schwartz de la delta de Dirac. Recordemos que tenemos tres espa-

cios de funciones ¥ — . < & que son espacios vectoriales topolégicos, cada uno con su

nocién de convergencia, con la notacién precedente, &* es el espacio vectorial de todos
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los funcionales lineales con valores escalares definidos en &. Y & es el subespacio de &*
de aquellos funcionales que ademas son continuos. Recordemos que para ser continuo, un
funcional T': & — %, debe cumplir que para toda sucesién {¢y, : k < 1} en &y p € & ta-
les que @y 4, © (8°‘<pk g’, 0%p para todo compacto K en R" y para todo multiindice «

ocurra que T'(¢x) 5 T(p). Sea d : & — C el funcional 6(¢) = ¢(0). Probemos que § € &”.

La linealidad es clara

d(a1pr + agpa) =(a1p1 + ap2)(0)
=a101(0) + a2p2(0)
=10(p1) + a26(p2).

Para probar la continuidad tomemos una sucesién {p : k < 1} € &y p € & tal que

or > . el conjunto K = {0} es compacto entonces ¢ (0) kg ©(0). En otras palabras,
—00
k) = ¢r(0) kg ©(0) = 0(p). Asf 6 € & pero no existe ninguna funcién f tal que
—0
(2.22) fedr = ¢(0) = d(p)
RTL
Por consiguiente &” no es un espacio funcional. Volveremos a este punto bdsico al estudiar

algunos aspectos de la Teoria de Distribuciones de Schwartz en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

Espacios de distribuciones de Schwartz, de soporte compacto y

generales

3.1. Introduccién

Si bien la construccion de los nimeros reales como cortaduras de los nimeros racio-
nales dada por Dedekind ha significado, sin duda, una consolidacién de los fundamentos
del modelo del continuo sobre que se monta toda, o casi toda, la fisica, resulta claro que,
al momento del empirismo, el continuo se atentia ante las limitaciones de los elementos
de medicién. La fisica cuantica ha llegado mucho més lejos, no son las limitaciones del
laboratorio lo que hace imposible la descripcion clasica de una particula en términos de
posicién y velocidad, sino que esta imposibilidad es inherente a la descripcién cuantica
del mundo subatémico. Pero volviendo a lo clasico, pensemos en una caneria de agua en

la que es pretende medir la presion en el punto = del cano

O+
 —

FiGurA 1. Representacién grafica del mandémetro puntual

Si hubiera un mandémetro “puntual”’podriamos intentar medir la presién en x, pero eso
no ocurre, los manémetros son funciones de testeo porque lo que medimos es en realidad

un promedio de la presiéon en una region cerca de x. Mas precisamente, medimos
L
(31) oo = [ @)oo,
0

donde / v (y)dy = 1y ¢, tiene soporte en los alrededores de x, por ejemplo en [z —

g,z +¢l.
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Esta manera de considerar las mediciones como medias muestra que, atendiendo a los
resultados y definiciones de dualidad en el Capitulo 2, las magnitudes fisicas (al menos en
el laboratorio) no son funciones del punto = que vive en el modelo continuo R o R", sino
que son funcionales lineales y continuos que actiian sobre funciones de prueba buenas o
muy buenas. Es decir, en el caso de nuestro ejemplo elemental precedente, la presion no
es a priori una funcién p(y) sino un funcional p : Z — R, lineal y continuo, donde & es el
espacio de “test functions” introducido en el Capitulo 2. En este capitulo consideramos

los espacios duales de ¥, . y & que introdujimos en el Capitulo 2 y que, puesto que

(3.2) DS > E
tendremos
(3.3) S >g

para sus duales. Los elementos de & son las distribuciones de soporte compacto, los de
' son las distribuciones de Schwartz y los de 2’ son las distribuciones. Consideraremos,
en particular, las distribuciones que serédn relevantes en las aplicaciones a PLI y a sus

extensiones multidimensionales.

3.2. Distribuciones

Habiendo entendido la doble estructura del espacio vectorial y de espacio topoldgico
(definida esta 1ltima a través de las correspondientes nociones de convergencia) en cada

una de las tres clases de funciones de prueba (test functions) resultan claras las inclusiones
(3.4) D —S =&

y la continuidad de las dos flechas, y por lo tanto también de la tercera

(3:5) P — 6.

Es un poco menos evidente aunque sencillo demostrar que cada espacio es denso en el
siguiente. Precisemos, la densidad de & en . significa que toda funcion de ., pensemos
en la gaussiana por ejemplo, puede aproximarse en la convergencia de .# tanto como se

quiera por funciones de ¥, es decir, muy suaves pero de soporte compacto. Recordemos
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que, si ¢ es una funcién en R", su soporte es la clausura del conjunto de no anulacion,
sopp = {x € p(x) = 0}. Lo mismo ocurre entre . y &. El espacio . es denso en & vy,
por consiguiente, Z también es denso en &.

Notemos ahora que si un funcional 7' : & — C es lineal y continuo, es decir T € &,
entonces T también esta bien definido, es lineal y continuo cuando lo restringimos a
< v a 2. Esto se resume en la reversion de las inclusiones para los espacios duales
& — " — 9' Los elementos de Z', los méas generales se llaman distribuciones, los
de .’ se llaman distribuciones temperadas o atemperadas y los elementos de & son las
distribuciones de soporte compacto.

Necesitamos que las “viejas”funciones no se caigan de esta nueva teoria aunque serd
bueno poderlas distinguir de los objetos nuevos que Schwartz incluye en la familia del
andlisis matematico. Para hacer esto, definamos un espacio que incluye a todos los LP(R"),
1 < p < . El espacio L' local denotado por L;,(R™) es el espacio vectorial de todas las

funciones medibles en R™ que son integrables sobre cada compacto de R";

(3.6) L, (R") = {f ‘R — C‘ / |fldx < o0, VK compacto} :
K
1
En L, .(R™) también también hay una nocién de convergencia natural, fj, :i) f siy sélo
—0

si / |fi — f| = 0, k — oo para todo compacto K en R". Notemos que, a diferencia de
K
los espacios LP(R"), L;,, contiene funciones que pueden ser grandes en el infinito, como

. . , . 4
lo son los polinomios en general, o atin funciones como e, z € R”.

PROPOSICION 3.2.1. Dada f € L;,(R"), estd bien definida Ty € 2" por (T}, ) =
fedx.

R"

Demostracion. La linealidad de T} sigue de la linealidad de la integral notando que

para ¢ en ¥ las integrales solo se hacen sobre subconjuntos compactos de R",

Ty, 0001 + qapz) = flarpr + aaps) dx
Rn

=y | forde+ay | feadx
Rn Rn

=Ty, 1) + (T}, p2)
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Para probar la continuidad de Ty en 2 tomemos una sucesién {¢; : k > 1} € Z y una
funcién ¢ € Z tal que g A . Entonces existe un compacto K en R" tal que los soportes

K
de todas las ¢y v de las ¢ estan contenidos en K y 0%pr 3 0%p, para todo multiindice

a € (NU{0})". En particular, para o = (0,0, --- ,0) tenemos que @ g’, ¢ cuando k — oo.
Entonces

(3.7) KT, or) = T, )| = KTy, 01 — )

(3.8) =1/ flox — )dz

(3.9) < /K Fllox — lde,

que tomando k suficientemente grande resulta menor que / | f|dx, para cualquier € > 0.
K

Como K esta fijo, sigue que (Ty, oy — (Ty, ), k — o0y, entonces Ty € 7' =

De esta manera, nuestro diagrama distribucional se complementa con las funciones

de L, .(R™) asi

loc
(3.10) &SP — L[ (R"

1

1oc(R™) no induce en general distribuciones atemperadas (de .#*) y menos

Notemos que L
atn de &'. En efecto, f(z) = e/ es continua, por consiguiente estd en L1 (R™), pero

fedz no es convergente en general para ¢ € .. Basta tomar la gaussiana ¢(z) =
Rn

e 1P va que / el =12F 4z — 4o0. Las funciones de L} (R") que se anulan fuera de un
compacto estan gn &' y las funciones de crecimiento lento (tipo polinomial) estdn en .7
Diremos que una distribucién 7' “es una funcién” cuando exista f € L, .(R") tal que
T =Ty.
La delta de Dirac (0, ) = ©(0) en el origen, como vimos en el Capitulo 2 es una
distribucién. Pero NO es ninguna funcién. En efecto, si existiera f tal que f € L}, .(R™)
y Ty = dp, tendriamos, para toda ¢, la identidad
fodz = ¢(0).

R

En particular si ¢ € Z y ¥(0) = 1, tomando como g (x) = ¥(kx), necesariamente

feordr = 0(0) = ¥(k0) = (0) = 1,

]Rn
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para todo k = 1. Pero
| s@eiad = [ stk

5 [ () v

1 Y
= f (—) ¥ (y)dy,
km sopyp=K k ( )
entonces
1 Y
f@er@)dr| < =l | |7 (2)]dy
Rn k yeK k?
~ 0l [ W,
ZE?
. . . K .
que tiende a cero si k — o0 ya que la medida de i tiende a cero. Luego fordr no

R
podra permanecer constantemente igual a uno para todo k. Por consiguiente, g no es

funcién.
Asi como hemos definido la delta de Dirac en el origen 0 de R", podemos definirla en

cualquier punto xy € R" por

(3.11) (0o, p) = p(20), 0 € &.

En particular, si estamos en dimensién uno, podemos poner una delta de Dirac en cada

entero y considerar
(3.12) T=> 6.
Explicitamente

(3.13) (T, ) = Y {0k, )

k€EZ

(3.14) = Y o(k).

k€EZ

Resulta claro, tomando por ejemplo ¢ = 1 que T no es una distribucién en &”, pero si

estd en .. En efecto, para ¢ en . (R) tenemos que

(3.15) Yl = 3 11+ BBl

keZ keZ

23



Si recordamos que (1 + 2%)p(z) estd en L®(R) si ¢ € .#(R), tenemos que

S le()] < 1+ 22)p(0)]o (Z — k)

keZ

y por consiguiente 1" esta bien definida en .. Argumentos similares permiten probar la

continuidad de T" en .7, es decir T € .'(R). Por cierto, T' no es una funcién.

3.3. Derivacion de distribuciones

Ademas de agrandar la clase de objetos susceptibles de andlisis, las distribuciones
extienden el ambito del célculo diferencial. Esta extension de la teoria hecha por Schwartz
no sé6lo permite derivar objetos nuevos de la familia, como lo son las deltas de Dirac, sino
también objetos clasicos, funciones, que no podiamos derivar con el calculo de Newton-
Leibniz.

La idea es simple y se basa en la férmula de integracion por partes o, si se quiere, en la

regla de derivacién del producto y el teorema fundamental del Célculo. Supongamos que

e 2(R) y fe € (R), entonces

(wf) df +f§—i-

Integrando sobre R ambos miembros de esta ecuacién, tenemos que

o g df dep
/_OO %(gof)dx—/ﬂgagod:c—i—/mf%d:c.

Por el teorema fundamental del calculo aplicado en cualquier intervalo [a,b] de R que
contenga al soporte de ¢, el miembro izquierdo es ¢(b)f(b) — ¢(a)f(a) que vale cero ya
que ¢(b) = p(a) = 0. Por consiguiente, para toda ¢ € Z(R) tenemos que

(3.16) / / fdgod:c

Ahora observamos que el operador de drivacién d_ aplica Z en si mismo continuamente.
x

d
Asi, ﬁ € 2 vy, la integral del miembro derecho de la iltima igualdad esta bien definida

aunque f esté en L;,.(R) y no tenga (nunca) una derivada cldsica. Ademas

(3.17) _ / fflidx
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para f € L, .(R) fija y ¢ define un funcional lineal y continuo en 2(R). Entonces es una
distribucién. Pero esto ocurre no sélo para f € L; (R), sino para cualquier T' € 2'(R).

dTr
Asi podemos definir, en una dimension, . € 7'(R) por

(8)--(n5)

En general, cuando estamos en dimensién ny T € 2'(R"),

(3.19) <ax/¢> N _< 6:L’1>

Por iteracién podemos calcular derivadas de cualquier orden de una distribucion en

7'R"),
(3.20) (0°T, ¢y = (=1)I°(T, %),

con |of = a1 +ag + -+ a, a € (N U {0})". En particular, los operadores cldsicos
del andlisis como el Laplaciano, se puden calcular a cualquier distribucién 2'(R"). Es
importante notar que en general no podremos ver en objetos conocidos del analisis los
resultados de estas derivaciones. Pero muchas veces si podemos. Por ejemplo, si f es
diferenciable, con derivada en Lj,.(R) entonces, si T} denota la distribucién inducida por
f, tendremos que d_xf = T(;Lf . En otras palabras, cuando f es “buena” recuperamos la
5
derivada clasica de Newton y Leibniz. Pero, como se nos ensenaba en primeros cursos
de célculo que no toda funcién continua resulta derivable, ejemplificando con la funciéon

z) = |z|, vemos que ahora T estd bien definida ya que |z| € L} (R). Entonces tiene
! loc

una derivada como distribucion. Calculémosla. Por definicién, e integrando por partes

dT d
() (ns
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_ _/(; o(z)dz + /OOO p(x)dx

- [ B@etayas,

-1, siz <0
donde E(z) es el escalén E(zr) = Notar que E(x) € L},.(R) y que, puesto

1, siz>0.
que la modificaciéon de funciones en espacios de Lebesgue en conjuntos de medida nula

no altera su caracter, nisiquiera es necesario decir cual es su valor en 0.
El resultado es razonablemente el esperado, en el sentido de Schwartz

del _

(3.21) . (z).

] E(x)

d
FIGURA 2. Representacion grafica del resultado % = E(x)
x

Pero F(x) también es una distribucién en 2'(R), més todavia FE € .#'(R). Podemos
derivarla también a ella como distribucién. Es decir, podemos derivar a Tg. Recordemos
que {ITg, )y = / E(z)p(x)dz. Entonces, por el teorema fundamental del calculo y la

R
anulacién de ¢ en el infinito,

3.22 — =—(Tp —

dy
2 =— | Elx)—d
(3.29 | B s
0 dg@ [ee] ng
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(3.25) =((0) = p(=0)) = (p(0) — ¢(0))

(3.26) =2¢(0)
(3.27) =2(0o, ¢)-
E ? ||
Es decir, —— = 2dy que ya no es funcién, por consiguiente, — — = §y. Esto se puede
dx dz? 2

leer en ecuaciones diferenciales como “la funcién es una solucién fundamental del

2
9

Laplaciano unidimensional F’ .
x

l
2

Por supuesto el proceso no tiene limite en la cantidad de derivadas que podemos tomar a
una distribucién. Lo que suele no ser simple, y aveces imposible, es identificar las nuevas
derivadas con objetos conocidos.
. ddg : . ) )
Por ejemplo, T es reconocible como dipolo puntual en el origen (un atomo con cargas
x

opuestas e iguales en magnitud instalado en el origen “O” de las x. Asi La delta de

X E(x) 8 5%
d 2 3
dx iZ is
- - >

d d? d?
F1GURA 3. Representacion grafica de los resultados de —, — y —
dr’ dz? ° dx3

Dirac es s6lo un caso particular de una familia de “distribuciones de orden cero” que son
esencialmente medidas. Si p es una medida finita en R", por ejemplo una distribucion de

probabilidad con o sin densidad, entonces

(3.28) <%w%=wﬂ@wm

es una distribucién de Schwartz. La medida no necesita ser finita, por ejemplo u(E) =

#(E U Z) donde # es el cardinal de conjunto, es una medida en R. Es facil ver que
(3.29) T = bk

keZ
donde ), denota la delta de Dirac en el entero k. si bien d,, € &'(R), la T}, anterior estd
en .’ (R).

Hay muchas distribuciones de interés que no son medidas. Tal es el caso de los ntcleos
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singulares que consideramos en las secciones siguientes y que son cruciales en la definicién
del Phase Lag Index (PLI) que serd inspirador en las aplicaciones de esta tesis.
1

1
3.4. La distribucién valor principal de — (U.p. —)
x x

En esta seccién estaremos siempre en dimensién n = 1. Recordemos que una funcién
es integrable Lebesgue en un conjunto medible si y s6lo si su valor absoluto es integrable
sobre el mismo conjunto. Nosotros vimos ya que cualquier funcién L;.(R) define una

distribucién que, al menos, estd en 2'(R); f — Ty, Ty, ) = /fgo, v € Z(R). Ahora
R

1 1
bien, la funcién — no estd en L},.(R), aunque si estd en L}, (R\{0}). Precisemos, — no
x x

es integrable en todo compacto de R, pero si lo es en todo compacto dentro del abierto

1
R\{0}. En efecto, [0,1] es un compacto en R, aunque no en R\{0}, pero / Hdz =
[0.1] I

1
1 1 1
/ ~dr = Inz| = +oo. Por consiguiente, — ¢ L, .(R). Pero si K es un compacto en
0 x 0 x

1
R\{0}, entonces K n (—¢,¢) = & para algin € > 0. Por consiguiente, — es acotada en
x

FIGURA 4. Representacion gréfica de K n (—e,¢) = & para algin € > 0

1
K y por lo tanto localmente integrable. Estas observaciones parecen poner a — entre las
x

excluidas del reino de Schwartz, sin embargo, la salva su imparidad.

LEMA 3.4.1. Sip € Z(R), entonces existe

(3.30) 1fm ) gy

20 Jizjse T

Demostracion. Como ¢ tiene soporte compacto, resulta que todo el soporte ¢ quedara

contenido en el intervalo (—R, R). Por consiguiente,

(3.31) /pm @dm = /R>x>5 @dm.
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Ahora bien, como — es impar y el dominio de integracién € < |z| < R es simétrico con
x

respecto al origen y entonces

d
(3.32) / o,
R>|z|>e ¥

Por lo tanto

(3.33) / Mdm :/ @dl'—/ @dx
R>|z|>e & R>lz|>e L R>|z|>e <

(3.34) :/R ’ plo) =00,

T

Para probar la convergencia a algin limite de la expresion anterior, usaremos el criterio

de Cauchy. Es decir, veamos que si 0 < § < ¢y ¢ — 0, entonces

/ _go(x) dx —/ _go(x)dl“ — 0.
R>|z|>e T R>|z|>6 L

Usando la formula procedente tenemos que

(3.35)
[, de‘: [ o0y, [ e,
R>|z|>e T R>|z|>6 T R>|z|>¢ T R>|z|>6 T
(3.36) — /> | 6@@:
o) = p(O0)]
(3:37) </e>|gg>(s |z e

Como ¢ € Z(R), entonces tiene derivada acotada. Por el Teorema del valor medio,

tenemos que la ultima integral esta acotada por

dp d
(3.38) / 2l o, 2(c — 0) ‘ e
e=|z|>0 7] dz |,
que tiende a cero cuando e - 0y 0 < ¢ < e. =

1
Resulta claro que la aplicacién v.p.— : Z(R) — R definida como en el Lema 3.4.1 por
x

1
(3.39) <U.p.—, g0> — lim £ 4
s

20 Jizjse T

resulta lineal. Los argumentos y estimaciones en el lema anterior sirven también para

1 : . 1 e,
probar que v.p.— es continua. Es decir, v.p.— es una distribucién.
x x
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’ . ., 1 .
PROPOSICION 3.4.1. La aplicacion T : Z(R) — R denotada por v.p.— y definida por
x

(3.40) (T, ) = <U.pé, ¢> T B COFR

e—0 |lz|>e xT
L, 1 . :
define una distribucion. En otras palabras, v.p.— es lineal y continua.
x

Demostracion. La demostraciéon de la linealidad es simple y es sélo una consecuencia de
la linealidad de la integral y del proceso de limite involucrado en la definicién. Probemos
la continuidad. Sea {¢y : k = 1} una sucesién de elementos de Z(R) que converge cero en
2(R). Recordemos que la linealidad nos permite probar simplemente la continuidad en
po =0 de v.pé. Como ¢y, 2®), 0,k — o0, entonces existe un compacto K que contiene

a todos los soportes de las funciones gy, y

d™ K
k250, k- o,
dx™

1
para todo m = 0. Tenemos que probar que ( v.p.—, ¢ ) — 0,k — o0, en R. Tomando
x

d
m = 1, tenemos que % converge uniformemente a cero sobre K. Entonces d—k — 0,
x x
Q0
k — 0. Sea R tal que K < (—R, R), entonces, usando la estimacién en el lema anterior,

tenemos
1 — i(0
‘<v.p.—,gpk>‘ = lim/ —Qﬁk($) 2t )dx
Z €20 JRozf>e T
— (0
<Hmsup/ (@) —e(0)]
e—0 R>|z|>e |:B|
d
<2R ‘ﬂ
dz ||,
que tiende a cero si k — cC. O

Resulta claro que el resultado anterior de existencia de la distribucion v.p.— es tedrico y,
x
como se basa en el criterio de convergencia de Cauchy, no identifica de manera algoritmica
sencilla el limite que la misma definicién de v.p.— requiere cuando se aplica a una senal
x
¢ cualquiera dada. Dos caminos diferentes, pero muy intimamente relacionados, proveen
formatos mas adecuados para la interpretacion heuristica de esta distribucién y para su
calculo efectivo. Uno de esos caminos lo provee la teoria de funciones analiticas en el

semiplano superior {Z € C : ImZ > 0} del plano complejo C. El otro camino es el uso de
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la transformada de Fourier. Ambos seran explorados mas adelante. Para el segundo de

ellos necesitaremos la siguiente extension simple del ultimo resultado.

, o 1 .
PROPOSICION 3.4.2. La distribucion v.p.— puede extenderse a ./ (R). Es decir,
x

1
(3.41) v.p.— € ' (R).
x
Este resultado nos permitira, en el préximo capitulo, calcular la transformada de

Fourier de v.p.—.
x

3.5. Integrales singulares en R". Los nticleos de Riesz

Esta seccion contiene las bases de la extension de la seccién precedente a dimensiones
mayores que uno. Aunque el analisis tiene un insuperable valor cientifico, es preciso que
digamos que las razones para exponerlo brevemente en esta tesis estan vinculadas con
el papel central que cumpliran las integrales singulares de Riesz en nuestro método para
detecciones de divergencias en senales de dimensiones mayores que uno.

Sea n un entero mayor o igual que uno y S™! la esfera unitaria de R™; S"™' = {z € R" :
|z| = 1}. La notacién nos recuerda que S™! tiene dimensién n—1. Asi S° = {—1,1} tiene
dimensién cero, S* = S?7! es la circunferencia unitaria en R? y S es la esfera unitaria en
el espacio R®. Con el objeto de introducir las integrales singulares de Calderon y Zigmund

i 1 .
en R" reescribimos la funcion — de manera conveniente,
x

T

o) _ 2fa)
|

g et

donde

1 stz >0
Q(x) = signo x =

-1 siz<0

Notemos que €2 es homogénea de grado cero, para A > 0
Q(Ar) = \°Q(x) = Q(2).

Diremos que una funcién K (x) definida en R" y con valores reales es un nicleo integral

singular si

(3.42) K(x) =
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donde Q(z) = Q(xy,...,2,) es una funcién homogénea de grado cero (A > 0,Q(\z) =

Q(z)) que es de clase €' fuera del orfgen de R™ y tal que

(3.43) /Snl Qz)do(z) = 0,

donde o denota la medida de “drea” en S" !
En R" tenemos un resultado enteramente analogo al que obtuvimos en R en la seccién

anterior.

PROPOSICION 3.5.1. Sea K (z) = 2
x n

un nicleo de integral singular en R™. Entonces

lim (x)

n
e=0 |z|>€ |.§L’|

(x)dx

eziste para toda ¢ € P(R™) y define una distribucion v.p.K, en 2'(R") que se extiende

naturalmente a ' (R").

Demostracion. Otra vez, como en el caso unidimensional, probamos el caracter de

Cauchy de la funcién de € > 0 dada por

/ Uz) wdx.
|z|>e |$|n

Notemos primero que, para € > 0 fijo, la integral existe ya que, como ¢ tiene soporte

Qx
compacto y €2 es suave fuera del origen de R", la funcién X 93|>5#90(90) resulta acotada
x
y soportada en un conjunto de medida finita. Tomemos ahora 0 < § < € y estimemos el
valor absoluto de la diferencia de las truncaciones en ¢ y en d. Notemos antes que, usando

las coordenadas esféricas en R" y la homogeneidad de 2, tenemos

Q = Qpat
(3.44) / () 4 = / / (o)
s<laj<e 7| sn-1Js  p"
£ dp

(3.45) = (/5 ?> (/Snlﬂ(xl)dcf(fcl))

(3.46) —0

" tdpdo(xt)

Entonces podemos, como en el caso n = 1, restar ¢(0) para luego usar Taylor,

[t [ o] -|[ G
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[ S o,
o0<|z|<e

o]
o[ 19t -0,
0<|z|<e |x|n
o
<OVl [ de
<|z|<e |ZE|
€ n—1
=C/ P —dp
s P
20(5_6)7

donde |2 gn-1 es el maximo de € en la esfera unitaria de R". Resulta claro de las esti-
maciones anteriores que el tltimo término C(e —J§) - 0 con 0 < 0 < €y € — 0. Por
consiguiente, otra vez, el criterio de Cauchy asegura la existencia, sin identificarlo, del
limite para ¢ — 0 de las truncaciones. Una vez establecida la existencia del limite, resulta

clara la linealidad de la operacion

(3.47) . (éc(ﬁ) . 2(R") - R,
dada por
Qx) > , Q(z)
3.48 v.p.——,¢ )= lim o(x)dz.
349 (oo peroe) =t [ e

El argumento para la prueba de la continuidad de v.p. es similar al caso unidi-

|

0Py,
mensional. Sea @) una sucesién en Z(R") que converge a cero, en particular =0,
i

k— g =1,---,ny K un compacto fijo que contiene los soportes de todas las ¢y.
Entonces

(3.49) sopr € K < B(0, R)

y

(3.50) ‘<U.p.§|2x(|i),90>‘ < lim sup /R U] ) — oe(0)]d

n
e—0 >|z|>e |$|

el

(351 <l [Vulo [ s
|z|<R |z]
R
(352) (00119 611Co [ dp
0
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(3.53) =Co[|Qsn-1 B[V pr |0

que tiende a cero cuando k — 0. =
Nosotros estamos especialmente interesados en n de estos niicleos integrales singulares
que definen las n-Transformadas de Riesz en R", que seran usadas en nuestra extension

multidimensional del Phase Lag Index (PLI).

LEMA 3.5.1. Para i = 1,2,---,n, la funcion Q;(z) = %, donde x; es la i-ésima
T

componente de x € R", es una funcion € (R"\{0}) y homogénea de grado cero. Ademds

la restriccion de §; a la esfera unitaria tiene integral nula.

Demostracién. La regularidad es clara ya que el denominador es de clase €% fuera

del origen y no se anula fuera del origen. La homogeneidad también es clara, si A > 0,

(3.54) Qi(\z) = R )
Notemos ahora que, como en S" ' se tiene |z| = 1

(3.55) /S  Qa)do(a) = /S T o ()

n—1 m

(3.56) _ /S  zio(a)

que se anula porque el integrando es antisimétrico (Q;(—z) = —Q4(z)) y el dominio S™*

es simétrico. O
COROLARIO 3.5.1. Para cada v =1,--- ,n se tiene que

3.57 Do = V.p.

(3.57) v-p [+ v-p R

define una distribucidn, que se puede extender a una distribucidn en #'(R™). Cada

v.p.———— se llama un nicleo de Riesz.
1
|x|n+

i ) . T z 1 1
Observemos que, cuando n = 1, tenemos un s6lo nucleo de Riesz —— = —— = —
) _ > ol ] @
que es el nicleo de Hilbert.
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2, 2, 1 s
3.6. Una aproximacioén a la distribucién v.p.— desde las funciones analiticas
x

en el plano complejo

Hemos probado que la aplicacién v.p.% : 2(R) — R define una distribucién en 2'(R) a
través de un valor principal de integrales. Precisamente, <v.pé, <p> = 1}_1)15 " @dw.
Resultara de interés acceder a la misma distribuciéon desde la variable compleja. La funcién
de la variable compleja z = x + iy dada por F(z) = %2 donde i es la unidad imaginaria
en C, es holomorfa en el semiplano superior {z : I'm z > 0}. Pensemos en la restriccién de
F(z) a la recta horizontal que mantiene fija la coordenada y > 0 y escribamos F(z + iy)
como funcién a valores complejos de la variable € R. Tenemos

(3.58) F(z)zii:iﬁzi( Ty >

mz w2 w\2?2+y?  x?4y?

1 v 1 =z
3.99 —— -
(3:59) 7rx2+y2+z7rx2+y2
(3.60) =Py(z) +1Qy(z)

La parte real P,(x) se llama nicleo de Poisson y la parte imaginaria ), () se llama nicleo
de Poisson conjugado. Notemos que P,(z) es positivo y al menos heuristicamente, cuando

y — 0, se tiene que P,(z) tiende a la delta de Dirac en 0,

FIGURA 5. Familia del nicleo de Poisson P,(z) = %# para distintos
valores de y > 0.
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Por otra parte, Q,(z) para y fijo es impar y luce como una aproximante de la funcién

1
— cuando y — 0.
x

FIGURA 6. Niicleo conjugado de Poisson @Q,(z) = % —% para distintos

1 X
T x2+y
valores de y > 0.

TEOREMA 3.6.1. Py(z) y Q,(z) para y > 0 son funciones tales que

2'(R
(3.61) p, 25, 5,
y
7'(R 1
(3.62) Q, 255 yp.=

cuando y — 0. Precisamente,

| R@e)s = (0.5 —0

R
/ Q,(@)p(x)dr — vp.p,y — 0
xeR

1
para toda p € P(R). En otros términos, la distribucion compleja 6o + iv.p.— es el limite
x

distribucional de F(x + 1y) cuando y — 0%,

. 7'(R
Demostracion. Para probar que P, “®) dp cuando y — 0, tenemos que ver que para

todo p € Z'(R) se tiene que (P, p) = (09, ¢y en R. Pero, como P, es funcién de = y
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estd en L' para cada y > 0y {Jy, ) = ¢(0) por definicién, nos bastara probar que

/R P,(2)p(x) — p(0), y — 0.

Notemos que

1 1
= z
w14+ 22
=1

Por consiguiente,

[ Rwlet) -0+ [ P@lele) — o)l
je|< vy

>,y

dip
i\ Z| [ e[ R ) 2l
Z oo Jiel< vy Hgv
dy 1 dz
Vi el [ — T
7 oo %1+ (2) Y
Y

dy 1
<V l=2l +2 dz,
V|| s0||oo/>11+22 z
0 |z| Nz

7'(R)

que tiende a cero cuando y — 0. Veamos ahora que Q, —" v.p.—, y — 0. Como antes,
x

dada ¢ € Z(R) tenemos que ver que

(Qy, ¥y y%; 7T<v~p- ! : 90> :

X

Puesto que ya sabemos que, aunque no hayamos identificado el limite,

1
<U.p.;,g0> = llir(l) @dm,

|z|>€
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basta que probemos que

(3.63) ‘szy2¢(x)dx—/ f@dw

tiende a cero cuando y — 0. Pero esta expresion esta acotada por

T 1
o) —— —— ) dx
/x|>\/ﬂ ( ) (IQ + y2 I)

Para acotar I(y), notemos que la funcién

(3.64) ‘/ %(p(:c)d:c + = I(y) + I(y).

z|<\ /Y z? + Y

5 5 es impar e integrable en el intervalo
e+ y

|z| < \/y, por consiguiente, tiene integral nula y entonces

T

3.65 I(y) = / T (p(x) + p(0)) da
(3.65) (v) ‘ e BT (o(z) + ¢(0))

d 2
(3.66) < |52 / R —

dx o \l‘\é\/ﬂx +y

de
67 <vi |

(3.67) vilZ|

que tiende a cero cuando y — 0. Estimemos ahora I(y). Tenemos

2

Y
(3.63) W< el
(3.69) <Vlelo2 |t
(3.70) =y @lleo (vy)
(3.71) =llwy,
que también tiende a cero si y — 0. O
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Capitulo 4

Analisis y sintesis de Fourier de distribuciones de Schwartz

temperadas y su aplicacién a los nucleos de Hilbert y de Riesz

4.1. Introduccién

En el Capitulo 3 hemos introducido dos de los “objetos” que, sin ser funciones ni
senales en el sentido clasico del andlisis de Newton-Leibniz, son distribuciones atempe-
radas o temperadas de Schwartz y seran centrales en el desarrollo de técnicas de tipo
Phase Lag Index (PLI) que expondremos y extenderemos en el Capitulo 3 a dimensiones

superiores a uno para abordar un analisis de tipo PLI en imégenes. Estas distribucio-
Ty

W,z’ =1,---,n, que por

1
nes de /'(R) y #'(R") son respectivamente v.p.— y v.p.
x
convolucion definiran operadores invariantes por traslaciones. Estos operadores son la

Transformada de Hilbert y las n transformadas de Riesz en R". Las propias definicio-
T
| x|n+1

nes de VP Y U como valores principales presentan dificultades tanto teéricas
como computacionales. Como estos valores principales no son funciones, todo intento de
obtener versiones frecuenciales de ellos debe fundamentarse en alguna adecuada exten-
sion del andlisis de Fourier que alcance a estos objetos no funcionales. Los propdsitos
centrales de este capitulo son introducir la transformada de Fourier en ./ (R) y ./(R")
y sus propiedades basicas, extender hasta donde resulte necesario la nocién de convolu-
cién de una distribucién con una funcién o senal analégica y calcular explicitamente las
transformadas de Fourier de las transformadas de Riesz y de Hilbert. A partir de estos
resultados podremos obtener propiedades de los operadores de Hilbert y de Riesz que
son invisibles desde su definicion como valores principales de ciertas integrales. El mismo
resultado provee un algoritmo de céalculo simple para su implementacion computacional

en el lenguaje Python que serd una gran herramienta en nuestras aplicaciones concretas

de PLI para medir conectividad cerebral a partir de EEG y para el analisis de imédgenes.
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4.2. Dilatacion, traslacion y rotacién de distribuciones

Las definiciones de estos tres conceptos parten de observaciones elementales sobre
funciones de Lj,.(R"). Sea f € L, (R™), sean n > 0, h € R” y p una rotacién de R",

tenemos actuando sobre f tres operadores

= Dilatacion 7:

(4.1) (D)) (z = f(nz)

» Traslaciéon h:

(4.2) (7nf) (x) = f(x = h)

= Rotacion p:

(4.3) p(f)(x) = f(pz)

Miremos ahora a cada una de las tres nuevas funciones de Lj,.(R") dadas por D, f, T),f

v p(f) como distribuciones en 2'(R"), entonces, para p € Z(R"), tenemos
Dato0) = [ (Do) @hpla)ds

= fnz)p(x)de

TeR™

=in fy)e <y) dy

yeR" n

n
(02 (5))
n n
:<fainD190>7
77 n

iy = [ (mf) (@)p(x)de

Rn

=/ [z = h)p(x)dx

para las traslaciones,

= /. fWely + h)dy

:<f> Tfh90>7

40



y para las rotaciones, recordando que el Jacobiano de las rotaciones es igual a uno,

tenemos,

oty = [ oD @e)s

= | flor)p(x)dz

R

=/ FWelp™ y)dy
={f (@)

Resulta claro que, para sostener en 2'(R™) las férmulas cldsicas para dilataciones, tras-

laciones y rotaciones, seré preciso definir, para T € 2'(R) general

1
(4.4 D19 = (T.Dy),
(4.5) T,y =T, 7 n, )y

(4.6) p(T), ) =T, p ()

Es simple probar que D, T, 7,7y p(T') son distribuciones, ya que las mismas operaciones
son continuas en los espacios de funciones test, .7/ (R"),2'(R") y &' (R"). Estos operadores
son utiles para una notacién simplificada en la teoria, pero en algin caso devuelven
conceptos y formato clasico a la teoria de distribuciones de Schwartz. En principio se
podria esperar, razonablemente, que el concepto de derivacién de una distribucion basada
en las dualidades & — &', ¥ — %' v 2 — 9’ esté ya muy lejano de las nociones del
calculo diferencial que ve a la derivada como el limite de secantes o el limite de cocientes
incrementales. Si estamos dispuestos a admitir la convergencia débil en nuestra familia

ampliada de objetos del analisis, es decir

(4.7) T, "0 T sty s6lo si (T, 0) > (T, )
Y—00 J—00

para toda ¢ € Z(R"), entonces tenemos el siguiente resultado que devuelve la idea original

de Newton-Leibniz en otro nivel de abstraccién.
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PROPOSICION 4.2.1. Sea T € P'(R"), para j = 1,2,--- ,n fijo sea Ej = héj, con
e; = (0,---,0,1,0,---,0) el j-ésimo vector de la base canénica de R" y h € R — {0}.
Entonces

i~ o T

(48) h h—0 6xj

Demostracion. Recordemos que, dada 7', su derivada distribucional estd dada por la
oT o
— =—(T,=—= e Z(R").
&Bj,so> < ,&Bj>,so (R")

TﬁjT—T _1 T 1 -
T»%p _E<T_hj 790>_E< 7S0>

distribucién

Calculemos ahora

1 1
:E<Ta T}_ij SD> - E<Ta 90>

1
= (L5, = %)

TP — ¢
— (1, T,
(P25

Th, ¥ — ¢ _gp(x—_)-)—
(@)= h

Ahora bien, notemos que

p(z)

0

que para cualquier x € R" converge a ai(x) cuando h — 0. Pero esa convergencia no
m .

es s6lo puntual, sino también ocurre en Z(R"). En efecto si |h| < 1, entonces todos los

cocientes incrementales tienen su soporte dentro de un compacto fijo de R" que también

0
contiene al soporte de —SO Y no es dificil chequear que dentro del soporte comun los

or
: : Th P — P : 0
cocientes incrementales ———— y todas sus derivadas convergen a Y a Sus corres-
x .
J
pondientes derivadas, cuando h tiende a cero. O

Més adelante usaremos los operadores D,, 7, y p(1') como los hemos presentado en

esta seccion.
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4.3. Convolucidon de distribuciones

Si fygen L'(R) entonces f + g(z) = f(z —y)g(y)dy es absolutamente conver-
yeR™
gente para casi todo x € R. Més atin la funcién f * g pertenece a L'(R) ya que

I+ gl < / ] / 1 =)l dyd
zeR™ J yeR™

- [ o ([f 1) ay

=[flllglh-

Esto significa que el espacio L'(R') ademés de su estructura de espacio de Banach tiene
una estructura de Algebra con el producto de convolucién que es compatible con la norma.
Sin embargo, esta operacién no tiene identidad en L' (R™), es decir, ninguna funcién f de

L'(R™) puede satisfacer la identidad

(4.9) f#g=y9

para toda g € L*(R"™). Sabemos, al menos heuristicamente, que la delta de Dirac es la
unidad para la operacién de convolucién, pero no pertenece a L'(R").

Supongamos ahora que f € L}, (R") y p € Z(R"), entonces

loc

(f+o)(x) = f(x—y)p(y)dy

yeR"

= fR)p(x = 2)dz

zeR™

= (2)@(z — x)dx

zeR™

= (2)(728)(2)d=
zeR™

:<Tf s Tx @>7

donde @(y) = ¢(—y). Notemos que para cada = € R" la funcién 7, estd en Z(R"). Esto

sugiere una definicién de convolucion en dualidad.

DEFINICION 4.3.1. Sea T' € 2'(R") (resp. T € Z'(R"), resp. T € &'(R")) y p € Z(R")
(resp. p € L (R"), resp. p € &(R™)) se define T = ¢ como la funcién dada por (T =) (z) =
(T, 7:®), que resulta de clase €*(R").
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Observemos que con esta definicién tenemos que, si g es la delta de Dirac en el origen,

entonces para toda ¢ € &(R") se tiene que

(%0 * @) (x) =(bo, TaP)
=(7.$)(0)
=30 — )
=p(x),
es decir 9y es la identidad de convolucion. La convolucién con distribuciones dadas consti-

tuye el procedimiento basico para obtener operadores invariantes por traslaciones. Si, por

ejemplo, T' es una distribucién temperada, en .’'(R"), fija, define en .%(R") un operador

(4.10) Or : Z(R") — €°(R")
por
(4.11) Or(p)(x) = (T = ¢)(x)

PROPOSICION 4.3.1. El operador O conmuta con traslaciones en R".

Demostracion. Sea h € R", entonces

Or(mnp)(x) = (T = (map)) (2)

=T, 7 (TaP))

Notemos que

72 (Th®) (y) =Ty — )

=Thp(z —y)
=p((z —y) —h)
=p((z —h) —y)
=gy —z +h)
)
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Por consiguiente,

OT (ThSO) (ZL‘) :<Ta Ta:fh&>

(T h)
=Or(p)(z —h)
=7,07(p) ()

O

Los operadores que seran de interés en el desarrollo de esta tesis y que son invariantes

por traslaciones son el operador de Hilbert en dimensién uno y los operadores de Riesz

en dimension n > 1. Estos operadores se conocen como la Transformada de Hilbert
y las Transformadas de Riesz.

La Transformada de Hilbert es el operador de convolucién con la distribucion valor

1
principal de —, Precisamente, para ¢ € . (R) definimos
x

(4.12) Helz) = (’U.pé . ¢) (2).

Por definiciéon de convolucién de una distribucién con una funcién suave, tenemos que

1
Ho(z) = <v.p.5, Tx<,0>

— lim / =P 4,
ly|>¢

e—0 Yy

i Y-,
T yl>e Y

T Gt )Y
€20 Jiy>e Y

— lim e,
e—0 |z—z|>¢ r—=z

De manera analoga, cuando estamos en el espacio R" con n > 1, tenemos las n distri-

buciones v.p. = 1,---,n. Con cada una de ellas definimos el operador ¢—ésima

|m|n+1 ’ U
Transformada de Riesz para ¢ € ./ (R),

(4.13) Rip(x) = (v.p.|I|ITi+l " w) (2).
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Volviendo por un momento al caso unidimensional, n = 1, recordemos que en el Teorema

1
(4.14) do +im v.p.—
T
es el limite distribucional en 2'(R) de
14
(4.15) F(2) = F(a+iy) = —= = By(x) +iQ,(1)

cuando y — 0%,

Ficura 1. Aproximacion al eje real desde el semiplano superior: el punto
z = x +1iy con y > 0 tiende al eje real cuando y — 0%,

Entonces, en base a los ejemplos anteriores de convoluciéon de distribuciones con fun-

ciones test, podemos escribir, dada ¢ € Z(R),

(4.16) oz) + irHp(z) = ((50 —i—im).pé) . gp) (2)

como el valor de borde, para y = 0, de la funciéon analitica en el semiplano complejo

superior {y > 0}, dada por

(4.17) O(2) = Bz +iy) =(Fy = ) (x) +i(Qy * ¢)(z)

(4.18) =Re®d(z) + iImP(z).

La familia {P, : y > 0} se llama el nicleo de Poisson en dimensién uno y {Q, : y > 0} el
ntcleo conjugado de Poisson. Este hecho simple pero fundamental provee un algoritmo
analitico para obtener la transformada de Hilbert de una funcién (sefial analdgica ¢)
que puede resumirse asi: dada ¢ € Z(R) la extendemos como una funcién arménica p

al semiplano superior convolucionando con P, luego buscamos con las ecuaciones de
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Cauchy-Riemann una funciéon arménica v tal que

ou _ v
(4.19) ox %

ou __ov

oy oz

Finalmente “evaluamos” v(z,0)y este valor contendrd a H. Es decir, Hy es el valor de
borde de la parte imaginaria de la funcién analitica ® cuya parte real tiene valor de borde
©.

Un enfoque similar con las transformadas de Riesz puede darse (ver [Stein]) pero no
lo usaremos en el desarrollo ulterior de la tesis.

Hasta aqui hemos definido y ejemplificado, con los operadores que seran nuestros
insumos basicos, la convolucion de las distribuciones con funciones. Pero en realidad dos
distribuciones se pueden convolucionar siempre que menos una de ellas tenga soporte
compacto.

Antes introducimos el producto tensorial de dos distribuciones en R". Sean T'y S €
2'(R™), vamos a definir una nueva distribucion T ® S en 2'(R" x R"). Para que la
definicion que daremos se intuya desde situaciones clasicas, recordemos qué es el producto
tensorial de funciones en L, (R"). Sean f y g en L},.(R™). Entonces su producto tensorial
es la funcién (f ®g) (r,y) = f(2)g(y). Resulta claro que f ® g € L, (R™ x R"). Si
consideramos la distribucién Tyg, € 2'(R" x R") inducida por f ® g actuando sobre una
funcion ¢ = ¢(x,y) € Z(R x R) tendremos que, usando dobles dngulos para enfatizar la

duplicacién de la dimension,

LT gg: ) = // ) Rn(f ® 9)(x, y)p(z, y)dydz
=//n Rnf(x)g(y)w(fv,y)dydx

- [ s ([ sty ) as
~ Ty Ty 0l )

Ahora, dadas T'y S, dos distribuciones en 2'(R"), su producto tensorial T ® S serd
una distribucién en 2'(R" x R™) que sobre una funcién de prueba ¢(z,y) € Z(R" x R")
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actia asi

(4.20) (T ® 8, ¢)) = (Lo, Sy, p(x,9))-
Por ejemplo si T = 6, y S = &, entonces
{{ba ® 05, ¥)) =(au: py, (T, 9)))
= (Bap(x,0))
= ¢(a,b)
= <<5(a,13)a ©))
Es decir, 6; ® 8 = 0(45).

El producto tensorial nos interesa porque si f y ¢ son funciones de L'(R™), entonces

(Tyag, ) = (f * g)(z)p(z)dr

z€eR™

- /R ( A y)g(y)dy> olz)dz
) /yeRn o ( T y)so(x)dx) dy
- / 9) ( IR E z)dz) dy
- / / I E)ely + dedy
—{T, @Ts, o(- + ).

Entonces, estaremos generalizando la definicién de convolucion de dos funciones si, dadas

T y S, dos distribuciones, una de ellas con soporte compacto, definimos, para p € Z(R")

y U(z,y) = oz +y),
(4.21) (T+S,0) =T @S, ¢y

Sea por ejemplo T una distribucion cualquiera, y S = dg, entonces

(T 80, ) =T ® bo, ¥))
=T, oy, ¥ (2, 9)))
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:<TI7 <60y7 90(37 + y)>>

:<TI7 QO(QZ )>

=T’ ),
para toda ¢, entonces T' = 69 = T. En otras palabras, entre las distribuciones, la delta
de Dirac en el origen de R" es la identidad para la operacion de convolucién. Sea ahora
xo € R" fijo y consideremos la delta de Dirac ¢,. Recordemos que (d,,, ) = ¢(x¢) para
v € &(R™). Veamos si podemos identificar la convolucién de una distribucién cualquie-

raT € 2'(R") con d,,. Sea p € Z(R"), entonces, por la definicién de convolucién de

distribuciones generales, tenemos que

(T % 02 ) =T @0z, 9))
=T ® bz, 0(x + )
=T, {8y )y, (2 +4)))
=Tz, p( + o))
=Ty oo )
=TT, 9)-
Por consiguiente, T+ d,, = 7,,, 7. Es decir, convolucionar una distribucién 7' con una
0 en un punto es, simplemente, trasladar la distribucion 7" a ese punto del espacio o a ese

instante del tiempo.

En particular, cuando n = 1 y 3 € R esta fijo, tenemos que

1 1
(422) Upg * (sto = Tt ('Upg)

1 1
Tty Up; , @ = ’U.p.;,T,thD

(ra?)(t)

Pero

= lim t
e=0% Jjt)>e t
t+t
S [ AR,
e—0t [t|>e t
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= lim () 4
e—0+ |S—to|>e S — to

1
= v.D. .
.

. Algo similar ocurre en dimensién n > 1

1
En otras palabras, v.p.z # 0py = v.p.t
— 1o

con las transfomadas de Riesz. En efecto, dado un punto xg e R" y j = 1,--- n, tenemos
que
Ly _ Lj — To,

4.3.1. Transformada de Fourier. En esta seccién resumiremos con la brevedad
necesaria, pero intentando no dejar de lado lo esencial, las caracteristicas centrales del
analisis de Fourier de distribuciones de la clase .#'(R"). La necesidad de “llegar tan lejos”
estd dada porque en nuestro desarrollo ulterior del IDF' estaremos usando de manera cen-
tral en analisis de Fourier de las distribuciones v.p.g y U‘p'mTiﬂ que nos daran un punto
de vista esclarecedor heuristico y computable para las aplicaciones a la Transformada de
Hilbert y a las transformadas de Riesz.

El andlisis de Fourier fue uno de los grandes logros de la matemaética del siglo XIX
que no ha cesado, a través de las décadas, y casi de los siglos, de mostrar su ductilidad
en aplicaciones y sus desafios en la matematica como ciencia en permanente expansion.

Sea f € L'(R™), definimos la transformada de Fourier de f como la funcién fiR" >

R™ de la variable (frecuencial) ¢ dada por

~

(4.24) flo= [ f@ene

n

donde & - x = Z &x; es el producto escalar o interno en R".
i=1

La buena definicién del operador A en L'(R") es clara ya que |f(x)||e 2™ *| = |f ()|
y por lo tanto la integral que lo define es convergente. No obstante, en general, f no esta
en L'(R™). En efecto, A : L'(R") — L®(R"). Ademss, f resulta continua y tiende a
cero cuando |¢| > c0. Pero no estd en L'(R"™) en general. Un ejemplo clasico consiste en
tomar f = X(_11)(t) en R (n = 1). Es importante la bisqueda de espacios funcionales
y distribucionales F' tales que AF — F' sea biyectiva y tenga una inversa calculable.

Tres casos son importantes y paradigmaticos, F' = L*(R"), F = Z(R") y F = .#'(R").
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Para nuestros propdsitos, que incluyen en andlisis de Fourier de distribuciones que no son
T
j

j=1,---,n, el andlisis de Fourier en L*(R™) no seré
|x|n+1 Y Y Y Y

funciones, como v.pé v v.p.
suficiente. Necesitaremos considerar, al menos brevemente, la transformada de Fourier de
distribuciones de Schwartz. Es decir, tendremos que definir y tener estrategias de célculo
del operador A;.%'(R") — .#'(R") que extienda naturalmente la definicion en L'(R™),
que es la clasica, y que hemos introducido arriba. Como la definicién que daremos para
A en '(R") serd por dualidad, y como .#(R"), el espacio de las funciones test, estd

contenido en L'(R™), tenemos bien definida A en .#(R™) por

(4.25) 26 = [ ol s

y sabemos, por el Lema de Riemann-Lebesgue, que esa nueva funcién (&) es continua,
acotada y tiende a cero si |{| — oo0. Pero no sabemos si estd en .#(R"). El principal
objetivo inmediato es probar el siguiente resultado que muestra cémo la clase S(R") de
funciones de prueba y la Transformada de Fourier se adaptan muy adecuadamente y este
hecho se debe esencialmente a la dualidad de Fourier entre multiplicadores polinomiales
y derivaciones.

TEOREMA 4.3.1. Para v € L (R") definimos ¢(&) = / o(x)e *™Cdy. Entonces

(1) AL (R") = S (R),

(2) A es lineal y continuo,

(3) A es una biyeccion y su inversa es v : L (R") — L (R"), dada por ?Z(x) =
/ T () d.

Rn

Con el objeto de simplificar la prueba del Teorema 4.3.1, probaremos antes un par de
lemas que nos permitiran dar cuenta de las transformaciones de Fourier de derivaciones

y de las derivaciones de las transformaciones de Fourier.

LEMA 4.3.1. Sea p € L (R") y sea o = (g, -+ , ) € (No)" un multi-indice cualquie-

ra, entonces
(4.26) p(€) = (2mi€) 3 (),

donde (2mi€)™ = (2mi) €™ = (2mi) e g5 - &0 y ] = Y oy,
j=1
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Demostracién. Por induccién en |al: si |a] = 1, entonces o = e; = (0.---,1,---,0)

0
para algin j = 1,--- ,n, y por lo tanto, 0% = e Sea ¢ € .Z(R"), por definicién de
Zj

0
S (R"™), es claro que Py (R™). Calculemos su transformada de Fourier recordando

0x;

que @(x) — 0 si |z| — oo e integrando por partes,

5%; 6(,0 —omig-
had _ had migw
oz, o O, D) !

5 S *QWiZe fexe
:/ / _(p(x17... 7':Uj7”' ’xn)6_27r7‘€fm]dxj e F; dxl"'dl’j—l"'dl’j-i-l"
Rr—=1 \ Jz;eR o

:_/ </ <—27Ti€j)so(x>e‘2”§’“”'dxj) eI gy dagy e dy
Rn—1 -'L'jER

=2mi; / plx)eme

=2mi&;p(§)

=(2mig)~ (8),
que es la férmula del enunciado cuando « = e;. La prueba por induccién, suponiendo la
férmula valida para || = m, resulta simple ya que si |a| = m+1, entonces @ = p+e; para

|| = m y para algin j = 1,--- ,n. y por lo tanto podemos usa el argumento precedente

ya que por estar ¢ € . (R"), también 0°p(x) — 0 si |z| — . D
LEMA 4.3.2. Sea p € S (R) y sea a € (Ng)", entonces 0°p(§) = [(—2miz)*p(x)]” (£).

Demostracién. Otra vez hagamos induccién sobre |a| y tomemos |a| = 1, es decir,

a = e; para algin j = 1,--- ,n. Entonces, como ¢ tiene decaimiento rapido,

0 ~ _ 0 —2mi&-x
=P~ ( [ ot dx)

a _2 '5.
= T)=—e "l
/R ) p(z) 7€

/Rgo(x)(—ZWixj)e%ig'rdx
= [(=2miz;e(x)]" (€)
= [(=2miz)~p(2)]" (6),
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que es la férmula del enunciado para o = e;. El resto del argumento inductivo es simple.
o

A continuacion, se procedera a demostrar el teorema 4.3.1.

Demostracién. Probemos primero para ¢ € . (R") tenemos que @ € .#(R"). Notemos
primero que $(€) es de clase €*(R™) ya que X7 p(x) € L*(R™) para cualquier multi-indice
v, y entonces 07¢ estd bien definido. Pero tenemos que probar que, para cualquier par

de multi-indices enteros v y 3, tenemos que
(4.27) £°0°3(€) es acotada en R™.

Los dos lemas precedentes, conjuntamente, prueban que

£ 0°3(€) =€ [(—2miz)’p(x)]" (€)

(—2mi) /Pl

:W@m{)“ |27 ()] (€)

=) i)l o (e ()] " (©)

Ahora bien, como ¢ € .7 (R"), tenemos que 0*(2”p(z)) también estd en .7 (R™). Entonces,
0* (2 p(z)) estd en L'(R™). Por consiguiente, su transformada de Fourier [0* (27 ¢(z))] ")
estd uniformemente acotada. Entonces £*0°3(€) estd acotada en R" cualesquiera sean o
y  multi-indices en (Np)".

Es claro que lo mismo ocurre con el operador v. También es claro que A y v son
lineales de la definicion de ambos como operadores integrales. Para probar la continuidad
de A (la de v sale andlogamente) usemos el célculo precedente. Sea {¢y : k = 1} una

sucesion en . (R™) que tiende a cero, entonces

sup [£%0°i(€)| < ¢ sup 6a($ﬁwk)(€)‘

EeR™

< c/Rn ‘6a(x5g0k(x))‘ dx

dx

—cf (Lt a0 (o ()]

(]_ + |x|2)n+1

dz il A
<o [, el sl 6
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= ¢ sup(1+ |x|2)"+1‘6°‘ (xﬁtpk(x))‘

zeR”

(R™)

que tiende a cero cuando k — oo ya que ¢, — 0, k — o0. Resta ver que é = .

Es decir, la formula de inversion.

Para demostrar que ¢ = ¢, usaremos un hecho central de la teorfa que pone en

evidencia, casi empirica, el hecho que la transformada de Fourier deja invariante .7 (R").

No sélo deja invariante . (R™), sino que deja invariante a nuestro caso paradigmético de

funcién en .(R"): la Gaussiana.

LEMA 4.3.3.

Sea g(x) = €7ﬂ‘x|2,ent0nces g6 = e TlE? — 9(9).

Demostracion. Sea G(€) = ™" §(¢), notemos que

n

/ g(x)dx
/ e dg
]Rn

n
1=

—rx?
H/ e idy;
Rn

1

G(0) = ™5(0) =/ g(x)e 2™y

=1.

Es decir G(0) = 1. Hay que probar que G(§) = 1. Si probamos que el gradiente de G se

anula en cada punto, tendremos que G serd constante, pero esa constante tiene que ser

el valor de G en & = 0, que es uno. Calculemos las derivadas parciales de GG, usando los

lema 4.3.2

a que —e
vaque 7

o =95

2 019)

:Qﬂgjefrlf\“’a(g) + el

Lj

_ el <_Z'_(g) — (2mizjg(z))" (5))

_ el <§_9(x) + Qijg(x)) A (€)

€Lj

2 2
Mol = —org el = —2ma,g(x). D
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Probemos la férmula de inversion. Sea ¢ € .#(R"), entonces ya sabemos que ¢ estd
en . (R") y por lo tanto en L'(R™). En lo que sigue, usaremos g para denotar la funcién
del Lema 4.3.3.

Por consiguiente, é esta bien definida para x fijo por

(1.28) By = [ emrepleas

(1.20) = [ e ([ oy )
£eR™ yeR™
(4.30) = / ( / eZ”i(m‘y)%(y)dy> d¢
£eR™ yeR™
(4.31) = lim g (é) </ e2ﬂi(“y)'5g0(y)dy) d¢
k—c0 EeR™ k yeR™

(4.32) = lim o(y) </ e~ 2milu—o)¢ g <§> 5) dy
k—oo yeRn €eRn k

(4.33) = lim p(y) (e 2 g (n)k"dn) dy
k—o0 yeRn
(4.31) i [ () Gy ) dy
k—o0 yeRn
(4.35) = lim [ k"e ™1 o (y)dy
k—0
(4.36) =p(z)
ya que ke Ryl 0z, K — 00 O

El teorema 4.3.1 que acabamos de probar muestra la adecuacién y la estabilidad de A
y v en la clase de funciones test .(R"). Como la transformada de Fourier y su inversa se
definen por dualidad en el espacio vectorial topoldgico de las distribuciones temperadas,
resulta que .#’'(R) también es invariante por A y v y que ambos son isomorfismos en

' (R") y resultan también, en este contexto muy general, inversas una de la otra.

TEOREMA 4.3.2. Para T € /'(R"), su transformada de Fourier es la distribucion

(T, @) = (T, }). Entonces
(4.37) A S (RY) - (R

es lineal, continua, biyectiva y su inversa es v dada por <7v", g0> = (T, ¢y que también es

lineal, continua y biyectiva.
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Demostracion.

(1) Linealidad de A.
Sia,feR, T, S e (R"), entonces

{aT + BS)", o) =(aT + BS, )
:O‘<T7 @> + B<S7 @>
:a<f7 90> + 6<§> 90>

=(aT + BS, ¢

para toda ¢, entonces (a1 + S5)" = ol + B@.
(2) Continuidad en A.

Sea T, 7 0, entonces (Ty, vy — 0 cuando k — oo para toda ¢ € Z(R"). Por

k—o0

consiguiente

<Tk7 90> = <Tk7 9’5> k—) 0,
—00
ya que p € . (R").
(3) Biyeccién e inversa.
(T0) =T, @) =<T,8) =<T, )
para toda ¢ € ./ (R").
Es claro que v también es lineal y continua y que

(4.38) T=T.

O

Ly
|$|n+1

1

En particular, como v.p.— € '(R) y v.p. e ' (R") para j =1, - ,n, resulta
x

que todas ellas tienen una transformada de Fourier bien definida. En los proximos resul-

tados, identificaremos en términos de funciones sencillas esas transformadas de Fourier.

PROPOSICION 4.3.2. La distribucion v.p.— tiene por transformada de Fourier una
x

A

funcion. Precisamente, en términos de las notaciones precedentes, (v.p.—) =1T,, donde
x
T, es la distribucion en ' (R"™) inducida por la funcion
i
(4.39) o(§) = ——signo&
T
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Demostracién. Sea ¢ € .7 (R), entonces
1\" 1 .
vp.— ) o)y =_vp.—,
p - ¥ p T ¥

[ O,
s [T

. 1 (
= lim —
e—0t €]>e 5
1
= lim - e 2Tt daz) dé
e—0% >\§|>a£ ( (@)
= lim *2’”"”5d§ dz
e—0* >\§|>a

. sin 2wxé

=—1 lim x / —d€
e—0%* xeRSO( ) ( é>|m’|>5 5 >

_ sin(2mz¢)
=—1q i ——= 2mxdf | d

Z€—1>I(€l+ [A+ 80(1’) </i>£>6 271'1’5 i 5) v

_/ () / Sn@rlel) ot de ) da
- 1>|¢>e 27T|ZL“|£

!
=—1¢ lim o(x) / siné d¢' | signo zdx
e=0% Joer 2rlel et s onfale &

1
=— —/ signo z(x)dx,
T JzeR

—27ru’§ )dl’) df

ya que la integral impropia puede evaluarse

, sin &’
lim
6—0 1>1¢|>6 3

<v.p.l) ' &) = %signo €.

dg_

En otros términos,

O
1

Es notable la simplicidad de la transformada de Fourier de v.p.— mientras que su
x

calculo directo sobre una ¢ requiere el anélisis de una integral singular. Notemos que

(o, @) = (30, @) =P(0)

/ 727”0:(:



- / - p(a)da,

A

es decir, &)(g) = 1. El caracter imaginario de v.pé se debe a la imparidad de v.pé.

El problema de encontrar la estructura de las transformadas de Fourier de las trans-
formadas de Riesz es més complejo. Dado que la version de Fourier de la transformada de
Riesz jugara un papel central en nuestro método de IDF que abordaremos en el Capitu-
lo 7, desarrollaremos a continuaciéon un enfoque posible. Recordemos que una funcion
f:R" > R es homogénea de grado m € R si y sélo si la identidad f(Az) = X" f(x) es
valida para todo x € R" y para todo A > 0. Notemos que una funcién homogénea de

grado m queda caracterizada por sus valores en la esfera unitaria S"! de R™. En efecto

s = 1 (15 ) = alns () o o

x
notemos que ﬂ €6 ' Sea felL
x

de este capitulo definimos el operador dilatacién D, f(z) = f(Az). Con esta notacidn,

L.(R™) homogénea de grado m. En la seccién 4.2

como f es homogénea de grado m, tenemos que D, f = A" f. Como hemos extendido

1

podemos considerar y definir homogeneidad de grado m de una distribucién de Schwartz

el operador D, a distribuciones de Schwartz por la férmula (D\T, ¢) =

por la formula

DA\T = \™T, ¥\ > 0.

Sea T' = 0, entonces para ¢ € . (R")

oo =(o (1)

1
= (0)
=A"TT, ).

Por consiguiente, D\T = \™"T y asi resulta que J, es homogénea de grado —n.

T
|

Tomemos ahora T' = wv.p. Para ello

IEE T
tomemos ¢ € .7 (R"),

(Puwpime) (v (5))
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e—0 |z|>e |.7,'|n+1 A X
AY;

=lim e(y)dy

20 Jiyone Ay

—n ¢ Yj
=A""1im o(y)dy

00 Jy 1= [y"
Iy
=\""v.p.——.
p [z
Asi tenemos probado el siguiente resultado.
LEMA 4.3.4. Para cada 7 =1,--- ,n la distribucion v.p.||x—j+1 es homogenea de grado
€T n

—n.

En lo que sigue exploramos la transformada de Fourier de distribuciones homogéneas.

El resultado que serd 1util en el andlisis de la estructura de la transformada de Fourier de
Lj

| ZE|”+1

las distribuciones v.p. esta contenido en el préximo enunciado.

PROPOSICION 4.3.3. Si T es una distribucion homogénea de grado m, entonces T es

una distribucion homogénea de grado —n — m.

Demostracion. Sabemos que D) \T = AT y tenemos que ver D,\f = AT, Sea ©
una funcién de prueba, entonces usando las definiciones de D, y de la transformada de

Fourier tenemos que

(4.40) (DT ) = <T %gp (§)>

(4.41) = <T, %QD/G\)>

Calculemos ahora

v (3)0 [ ()

QO( 6727ri()\§)~zdz

Rn

P(AS).

|
=
3
BS)

(Z)6—27ri§-(>\z) dz
2)
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Entonces

(DAT, ¢y =(T, (X&)
=A"TUT, N"P(AE))
A" <D%T, @>
()
=\, 9)

=\ ).
Entonces, como la igualdad anterior vale para toda la funcién test ¢, tenemos que

(4.42) D\T = \""T.

Ly

—— es una distribucion ho-
|x|n+1

COROLARIO 4.3.1. La transformada de Fourier de v.p.

mogénea de grado cero. Es decir

Ti ) _ Ly
(4.43) D, <U'p'|x|T+1> = v.p. P

Lj
|x|n+1

Demostracion. Recordemos que v.p. es homogénea de grado —n. =

j
|x|n+1

Asi tenemos que la accién de dilataciones en nuestros nicleos singulares v.p.
nos muestran que aquellos son homogéneos de grado —n, si n es la dimension del espacio
Euclideo, mientras que sus coorespondientes transformadas de Fourier son homogéneas de
grado cero. Este tltimo resultado, contenido en el Corolario 4.3.1 nos da ua informaciéon

Zj
| x|n+1

A
muy relevante sobre la estructura de (U.p. ) . Mas informacion puede obtenerse

de las relaciones entre las transformadas de Fourier y las distribuciones U.p.JTjH con
rotaciones del espacio R". Para evitar o disminuir confusiones denotaremos con p el
operador lineal que representa una rotacién en el espacio. Recordemos que p(z) -y =
z-p"(y) =x-p *(y) ya que p’ = p~! para las rotaciones. Y usaremos R para denotar la

matriz de p con pji, las entradas de R.
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Recordemos también que habiamos definido la accién de una rotacién p sobre una

distribucién T por la féormula

p(T), ) =T, p~ (@)
=T, p"(¢))

=T, pop")

LEMA 4.3.5. La transformada de Fourier conmuta con rotaciones. Precisamente, si

T e ' (R™) yp es una rotacion de R™, entonces
(4.44) (p(T)" = p(T)
Demostracion. Sea ¢ € .7 (R™), entonces
{p(T))" ) ={p(T), &) =T, p" ()
Calculemos p" (), cambiando la variable x por y = p(x)
pr(@)E) =¢(p7¢)
z€R"
/ ()28 ) gy
r€R™
/ p(pTy)e e Vdy
yeR

=(p" ()" (£).

Entonces
(D))" ) =<T, (P (9))")
=(T,p"(¢))
= <p(f), <p>
para toda ¢ € Z(R"). o
Con el objeto de estudiar la accién de las rotaciones en las distribuciones v.p.MTTjH, Jj =

1,---,n, vamos a considerar el vector distribucional que ellas definen.
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Conviene considerar, al menos brevemente, la idea de las distribuciones a valores

vectoriales. si Ty, - -+ , T, son n-distribuciones en .#'(R"), podemos definir
T :.7(R") — C"
por

(4.45) (T 0y = (T ), Ty ).

Escribimos T = (Ty,---,T,). Si p es una rotacién de R", podemos también considerar

las distribuciones p(7;) dadas por

(4.46) p(Ty), ) =T},0"(p)) = Tj,p0p")

y construir el correspondiente vector

(4.47) T, = (p(11), -+, p(70)) -

Vale preguntarse si la distribucién T » tiene algo que ver con la distribucién RT =
(Z pThr ), Pnka> :
k=1 k=1

T T

T
PROPOSICION 4.3.4. Sea v.p..—— ]t = (U'p'|x|n+1’ o |x |n+1

> el vector distribu-

ctonal cuyas componentes son los valores principales de

o +1’ j =1,---,n. Entonces

para toda rotacion p cuya matriz es R se tiene que

T T T
4.48 R p— = n— -
(4.48) UP [ <p <“p |a:|n+1>’ "’<|a:n|n+l))

Mas explicitamente, para toda ¢ € #(R") vale que

4.49 = —
( ) Zzl |l,|n+1 =P < |x|n+1)

para todo j =1,---,n

Demostracién. Sea ¢ € #(R") y j = 1,--- ,n, entonces, cambiando variable y = p"x,
P p |l’|n+1 7@ - 'p'|.’L'|n+17SO p
- aligl"' |z|>5(<p P )( ) | |n+1 i
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= lim ply) Bt Lt

e=0t Jiyse |y["+!
- , Ui
= ), pjx lim e(y) dy
Z 7m0t ly|>e |y[" !

ijk |n+1’(‘0>

Por consiguiente

X X5
4.50 R P m— = .D. J
(4.50) < ”’|x|n+1)j ”(”p |x|n+1)

para todo j y la Proposicion esta probada. O

Por otra parte también podemos considerar la transformada de Fourier de una dis-
tribucién T = (Ty,---,T,) simplemente como la distribucién vectorial 7; = (ﬁ, e ﬁ)
que sigue estando bien definida cuando 7; € '(R"),j =1,--- ,n

La conmutacién de la transformada de Fourier con las rotaciones en .'(R"), la homo-

Ly
|x|n+1

geneidad de grado cero de las transformadas de Fourier de las distribuciones v.p.

y la ultima proposicion permiten probar el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.3. Sea M; = v.p.| g J =1 ny sea M = (My, -+, M,) la
distribucion a valores vectoriales definida por la lista de los M;. Entonces

a. M es homogenea de grado cero, es decir D)\M = M, A >0,
b. RM = Mp = (p(My),- -+, p(M,)) para toda rotacion p en R".
Precisemos los items a. y b.,
a’. (DxMy,--+,D\M,) = (My,---,M,) para todo \ > 0,
b’. para todo j =1,---,n y para toda rotacion p de R™ cuya matriz R estd dada por

R = (pjk)jk=1,-n, Se tiene que

(4.51) Zn: pisMy = p(M;)
h=1

0 bien
n

D oMy, @) = (M, p 0 p7)

para toda p € L (R").

Demostracion.
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a’. sigue de la homogeneidad de grado cero de M; = (v.p.| Tjﬂ) puesto que
€T n
D\M; = M; para todo j =1,---,n

b’. Puesto que por la proposicién 4.3.4 tenemos que, para j = 1,--- ., n

n B I'j
Z:l |x|n+1 =P <U‘p|x|n+1) ’

tomando la transformada de Fourier en ambos miembros, tenemos que
n T A
= (v )|
k=1

o)

=p(M;)

]

La siguiente proposicién contiene un resultado clave para obtener la forma precisa de

I .
las distribuciones v.p.||—]+1, j =1,--- n a partir del Teorema precedente.
€T n
PROPOSICION 4.3.5. Supongamos que M (x) = (My(z),--- , My (x)) es una funcién a

valores vectoriales (un campo vectorial de dimension n en R™) tal que

a. M es homogénea de grado cero, i.e.

(4.52) M(A\z) =M, X >0,
b.
(4.53) RM(z) = M(p"2) = (My(p"), -+, My (p"))

para toda rotacion p de R"™, donde R es, como antes, la matriz de rotacion asociada
a p, y para todo x € R.

Entonces, existe una constante ¢ € C tal que

(4.54) M(z) = o,
|z]
0, en coordenadas,
Ly
(455) MJ(SL’) = Cm,
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para todo j =1,--- ,n.

Demostracion. Como M es homogénea de grado cero, tenemos que, para x € R",

x # 0,

(4.56) M(z) = M <|x||z_|) — M (%) .

x _ . . vy
Como ﬂ € S"7 !, la esfera n — 1 dimensional en R", tenemos que M estd completamente
x

definida por los valores que toma en la esfera unitaria de R". Por consiguiente es suficiente
probar que si y € S"™', (Jy| = 1), entonces
— . y .
(4.57) M(y) = c= = cy.
O, si se quiere, que

(4.58) M;(y) = cy;

Sea {eq, - ,e,} la base canénica de R™, notemos que todos los e; son elementos de S™7.
9 ) ) ]

Sea p una cualquiera de las rotaciones que dejan fijo e;

Ficura 2. El vector e; y las rotaciones p que lo dejan fijo en la esfera
unitaria S" 1.
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Entonces, por b. RM(ey) = M(pTe1). En coordenadas,

n

(459) p 61 Z kMk 61

En particular, para j = 1,

(4.60) Mi(e1) =My(pTey)
(461) an Plk:Mk 61
(4.62) —Mi(ey) + Z preM(e1).

De aqui que Z p1xMyi(e1) = 0 para toda rotacién del hiperplano perpendicular a e;.
k=2
Pero esto sélo es posible si My(e;) = Ms(ey) = --- = M,(e;) = 0. Por consiguiente, para

cualquier rotacion p, tenemos que
(463) p 61 Z ]kMk 61
(464) zplel(el).

Dado y € S"! tenemos p tal que p"e; = y. Entonces tendremos que M;(y) = p1; M, (e;).

Por otra parte, como p"e; = y, tenemos que y; = Z pjk(el)k = pj1. Por consiguiente,
k=1
M;(y) = Mi(e1)y; para todo j =1,--- ,n que es la tesis con ¢ = M;(e;) o

1
Ya hemos visto que el caso unidimensional n = 1, aunque v.p.— no es una funcién, su
x

z; \"
transformada de Fourier si lo es. Bajo la hipdtesis (innecesaria) de que (v.p. ™ rfﬂ) (€)

es funcién, podemos aplicar la proposicién precedente ya que sabemos que M;(§) =

N
x .
(U p. BT +1) (&) satisfacen las hip6tesis a. y b. de la proposicién 4.3.5 para obtener que

A
Ly &
(4.65) (v.p. |x|”+1) (&) = c|€|, j=1,---,n
l‘ .
Por otra parte, como las distribuciones v.p.HTJH son “impares” resulta que su transfor-
x

mada de Fourier anulard la parte real (cosenos) y por lo tanto

(4.66) <v.p. |$:|’;j+1> ' ) =il



:L‘ .
En esta forma funcional para la transformada de Fourier de las distribuciones v.p.ﬁ
x|n

se basara el método de IDF que desarrollaremos en el Capitulo 7.

Tanto los resultados precedentes sobre la estructura de la transformada de Fourier
Ly

HTH, como el calculo directo que hicimos para la distribucion
x

de las distribuciones v.p.

unidimensional v.p.—, son casos particulares de una familia mas grande, los ntcleos de
x

Q
Calderén-Zygmund que pueden escribirse de la forma v.p.% con €2 homogénea de
€T n

grado cero y de integral nula en la esfera unitaria S"~! de R". Para el caso de v.p—,
x

Q(z) = signox y para v.meJH, Q(z) = ﬁ

67






Capitulo 5

Version de Fourier de las transformadas de Hilbert y de Riesz

5.1. Introduccion

En este breve capitulo damos las versiones frecuenciales a través de la Transformada
de Fourier de las Transformadas de Hilbert y Riesz. El resultado principal se basa en los

del Capitulo 4 y en el Teorema de Convolucién.

5.2. Transformada de Fourier de la Convolucién

El resultado principal de este capitulo es una consecuencia del teorema que relaciona
la Transformada de Fourier con el producto de Convolucién. En el caso de funciones test
de la clase . (R"), que resulta un dlgebra con los dos productos: el producto puntual
de funciones y el producto de convolucién. El Teorema de Convolucién muestra que la

Transformada de Fourier es un isomorfismo entre estas dos algebras
(5.1) A (F(RY),5) = (L(R"), o)

PROPOSICION 5.2.1. Sea ¢ y 1 dos funciones de prueba en . (R™), entonces (o =

~

V)(E) = D) V(&) y o=y e S (R").

Demostracion. Recordemos que .#(R") < L*(R"). Usando el Teorema de Fubini y un

simple cambio de variables, tenemos

(o)) = [ v @

ot ( [ eta- yw(y)dy) iz
zeR" yeR™

() ( [ ela- y)e?mfdx) dy
yeR™ yeR™

¢(y) </ S0(2)6—27ri(y-i-z)-fdx) dy
yeRn zeRn

st ay) ([ erermssa)
yeR™ zeR™
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=1(§) @(S)-
Por otra parte, como A es un isomorfismo en . (R"), resulta que ¢ y QZ estdn en . (R")
y también G ¢ € < (R™). Por consiguiente, (¢ =¢)" € (R") y también ¢ =1 € .#(R") o
Los operadores de Hilbert y de Riesz son convoluciones, pero uno de los factores,

1 4
v.p.— 0 V.. Y7 no estd en Z(R™).
T

| :L-|n+1 ’
Para ¢ € .7 (R), en las seccién anterior hemos definido la transformada de Hilbert de

1
 como la convolucién de la distribucién v.p.— con la funciéon test ¢,
x

(5.2) H¢@y:(up%*¢)@)

Andlogamente, para ¢ € ./ (R"), las n transformadas de Riesz de ¢ estan dadas por

Z; )
(53) Rjga(x) = (U.p.|x|rf+1 * gp) (q;)’ para j = 17 S M.

El resultado que probaremos, habiendo calculado ya las transformadas de Fourier
de v.pé y de v.p.wTTjH serd una consecuencia directa del teorema de multiplicacion
que muestra que la transformada de Fourier de la convolucién es el producto de las
transformadas de Fourier.

En este contexto, todavia hay un Teorema de Multiplicacién, que no demostraremos,
ya que requiere de un profundo resultado de representacion de distribuciones, que nos

permite obtener las transformadas de fourier de Hy de R;, 7 =1, -+ ,n.
TEOREMA 5.2.1. Sea T € /'(R") y S € &'(R"), entonces
(5.4) (T+8)" =T38,

donde el producto de la derecha estd bien definido ya que, siendo S de soporte compacto,

S es una funcién de clase €°(R").

La demostracién rigurosa de este resultado figura en [2].

5.3. Versién frecuencial de H y R,

Con el Teorema 5.2.1 podemos probar el siguiente resultado que sea la base para el

algoritmo de Calculo que usaremos en los capitulos siguientes.

PROPOSICION 5.3.1. Dada una funcidn test o,
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(1) si p € Z2(R), entonces

(5.5) Hp(€) = —i signo€ $(€),

(2) sipe 2(R") yj=1,---,n, entonces

(5.6) Rop(6) = —i 2 3(0).

Demostraciéon. Puesto que Hy y R;¢ son operadores de convolucién de ¢ con las
distribuciones valor principal de cada contexto, y siendo que ¢ € Z tiene soporte compacto
(p € &), podemos aplicar el Teorema de Multiplicacién precedente y los resultados de

. . . A a’:] A
las secciones anteriores en los que habiamos calculado { v.p.— ) ¥ v.p.| et ) =
x x

Notemos que, en (1),

(5.7) Tp(€) = —i signo€ 3(€) = —z%@(@

y por lo tanto los formatos de Fourier de H y R; son los mismos y Hilbert es Riesz en
dimensién uno. Desde las caracterizaciones (5.4) y ()5.5) de H y de R, y de la identidad
de Parseval, se deduce directamente que tanto H como R; presentan el espacio L? de
las senales de cuadrado integrable. La Teoria General de Integrales Singulares muestra
que tanto H como cualquier R; también preservan todos los espacios de Lebesgue L7,

1 <p<oo.
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Capitulo 6

Fase instananea y fase relativa instantanea. PLI para senales

unidimensionales

6.1. Introduccién

En este capitulo aplicaremos el cocepto principal unidimenisonal del Capitulo 5, la
transformada de Hilbert, para dar una definicién rigurosa de la fase instantdnea de una
senal que nos servira de insumo para estudiar fases relativas entre dos senales y diferentes

maneras de definir desfasajes globales entre senales temporales.

6.2. Fase instantanea

Sea F'(z) una funcién analitica (entera) en el plano complejo C, F(z) se escribe usual-
mente en sus partes real e imaginaria, F'(z) = ReF(z) + ImF(z). Cuando F se restringe
al eje Im z = 0, Re F'(t +i0) = Re F(t), usamos t en vez de = porque la variable real sera
para nosotros el tiempo, podemos pensar que Re F'(t) = ¢(t) es una senal analégica dada.
Por ejemplo, supongamos que F(z) = €%, que es analitica en todo el plano complejo. En

este caso,
F(t + iy) —=!(t+)
=e Vet
=e Y(cost +isint).
Cuando y = 0 tenemos que
(6.1) F(t) = cost +isint = e".

En la representacion polar de F' restringida al eje real y = 0, encontramos la fase de la

senal cost,

Im F(t)
(6.2) t = arctan ReF(1)’

73



El problema que hace necesaria la introduccion de la transformada de Hilbert es que
las senales analégicas generales no son partes reales de restricciones de funciones analiticas
en todo el plano complejo. Sin embargo, “toda” senial ¢(t) puede verse como el valor de
borde para y = 0 de una funcién arménica en Im z > 0 y, por lo tanto, tomando una
armoénica conjugada a través del sistema de Cauchy Riemann, ¢(t) es el valor de borde
de la parte real de una funcién analitica en Im 2z > 0. ;Cudl es el valor de borde para
y = 0 de la parte imaginaria de esta funcion analitica? Es precisamente la transformada

de Hilbert de la senal ¢ con la que empezamos.

FIGURA 1. Esquema conceptual de la relacién entre una senal real o(t) y
su funcién analitica asociada en el semiplano superior. La parte imaginaria
en el borde y = 0 corresponde a la transformada de Hilbert de ¢(t).

Esquematicamente con este algoritmo, al menos como limite para y = 0, recuperamos
el “verdadero valor” de F(t) = F(t +i0) = ¢(t) + iHe(t). Por consiguiente, escribiendo

el nimero complejo F'(t) en su forma polar, resulta

(6.3 o(1) + iHplt) = A
2 _ Ho(t)
donde A(t) = A/@2(t) + H2p(t) v ¢(t) = arctan D)

DEFINICION 6.2.1. La fase instantédnea asociada a una sefial analdgica p(t) estd dada
por
Ho(t)
p(t)

La fase absoluta de una senal es menor relevante que el andlisis de las fases relativas

(6.4) ¢(t) = arctan

de dos senales o aun de cualquier par de un grupo mas grande de senales ya que la
comparacion puede poner en evidencia sincronizacion entre partes de un sistema bajo
estudio.

Esto induce diversas comparaciones de fases instantaneas correspondientes a senales

diferentes, aun con amplitudes muy diferentes. Supongamos que ¢1(t) y @o(t) son dos
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senales conocidas, por ejemplo, los potenciales correspondientes a dos electrodos diferentes
Hoj;(t)
wi(t)

j = 1,2 a las correspondientes fases instantaneas. Hay muchas maneras de comparar

en EEG medidos en el mismo intervalo temporal. Denotemos con @,(t) = arctan

©1(t) v @ot) en cada instante, por ejemplo, podemos ordenarlas y registrar en cada
instante ¢, cudl de las dos fases es menor; también podemos restarlas ¢;(t) — pa(t) o
su opuesta pq(t) — 1(t); o podriamos también mirar el desfasaje instantdneo absoluto
|01(8) = p2()] = lpa(t) — 2 (2)].

Desde el punto de vista de las aplicaciones, lo que ocurra en un instante particular
es poco relevante y no significativo, mas importante es generar dispositivos que permitan
medir si una senal tiene globalmente una fase diferente de la de otra senal o si ellas son
globalmente similares en todo el intervalo comin de duracion de las senales.

Anticipando una definicién que daremos en el préximo capitulo para “senales multipa-
ramétricas” (imdgenes, por ejemplo) daremos dos definiciones de desfasaje instantdneo o
fase relativa instantanea. El primero, el usual, generara el PLI definido en [z], el segundo

registra el valor absoluto de la diferencia de fases.

DEFINICION 6.2.2. Sean ¢1(t) v a(t) dos senales definidas en el mismo intervalo
temporal, definimos la fase relativa instantdanea de ¢; con respecto a @5 en el instante ¢

por

(6.5) A (o1, p2) (t) = P1(t) — Po(t)

y la fase absoluta instantdnea entre 1 y @9 en el instante ¢ por

(6.6) |Al(p1, p2) (1) = A1, 2)(t)]
Observacion: A(pr, 2)(t) = —A(w2, 1) (1) ¥ [Al(@1, 02) () = [Al(p2, 01)(t)

6.3. Cuantificacion global de la diferencia de fases: PLI, IDF

Notemos también que si I denota el intervalo temporal en el que ambas senales ¢,

y 9 estan definidas, entonces I se puede partir en tres conjuntos bien diferenciados,

szlufzulg

o [y ={tel:Alpr,¢)(t) >0}
Iy = {tel:Apr, 2)(t) =0}
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F1GURA 2. Particién del intervalo temporal [ en tres subconjuntos Iy, I e
I3 segin el signo de la diferencia A(pq, ¢2)(t). Cada subconjunto representa
los instantes en los que ¢ es mayor, igual o menor que ¢, respectivamente.

o Iy ={tel:Alp1,)(t) <0}
Es claro que una magnitud global (macroscépica) que muestra la diferencia o coinci-
dencia de fases entre 1 y @9 esta contenida en la medida de los tres conjuntos.
= Si predomina el azul, habrd mucha coincidencia de fases.
= Si predomina el verde, la fase de p; “adelanta” a la de 5.

= Si predomina el rojo, al revés.

Esto puede calcularse de manera sencilla en un sélo indice, teniendo en cuenta el
signo de A(p1, ¢2)(t) o el signo de sin A(pq, p2)(t), que también es el signo de la parte

imaginaria del nimero complejo e"2(#1:#2)®)

DEFINICION 6.3.1. Dadas dos seniales ¢;(t) v pa(t) con fases instanténeas respectivas
®,(t) y ®y(t) y amplitudes arbitrarias, el Phase Lag Index (PLI) (Indice de retraso
de fases) [3] estd dado por el valor absoluto del promedio de signo Tm e#1:¢2)") sobre

el intervalo temporal. En otros términos
) 1 )
(6.7) PLI(¢1, 05, 1) = ‘<sign]1m elA(so1,s92)>I‘ = m ‘/sign]lm et Aere2)D gt
I

Otra magnitud de interés se obtiene promediando en el intervalo I la fase relativa
instantanea absoluta de las senales dadas. Para distinguir de PLI, la llamaremos Indice

de Divergencia de Fases (IDF) (Phase Divergence Index) que estard dado por

(6.8) IDF (@1, 02, 1) = <[Al(p1, 92)) = ﬁ/j|ﬁ|(901,<pz)(f)dt~
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Claro que en los algoritmos concretos de aplicacién las integrales que definen (PLI) e
(IDF) se discretizan en N subintervalos de la misma longitud, produciendo una sucesién
finita t1,ts,--- ,ty de puntos en cada uno de estos subintervalos, por ejemplo el extremo
izquierdo, con ello las integrales que definen. PLI y I DF' se aproximan, respectivamente,
por las siguientes expresiones

N
Z szgne A(p1,02)(tk)

PLIL s = PLI(py,00) ~

N
IDF 5 = IDF(p1,05) ~ Z (1, 02) (1),

Puesto que en las aplicaciones contenidas en los capltulos finales de esta tesis haremos
uso frecuente de PLI, no ejemplificaremos aqui su uso concreto. El algoritmo de célculo
y el cédigo Python correspondiente se encontraran en el repositorio adjuntado con esta

tesis.
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Capitulo 7

Nociones de fase puntual, fase relativa y diferencias de fase

globales de senales multidimensionales

7.1. Introduccion

Los capitulos precedentes resumen técnicas de andlisis armonico que, por una parte,
fundamentan algunas herramientas de uso corriente en el analisis de senales unidimensio-
nales y por otra parte conducen a extensiones de técnicas unidimensionales a dimensiones
mayores que uno. Una imagen o un resultado de fM RI pueden considerarse senales mul-
tidimensionales en el sentido que son funciones de varias variables.

Este capitulo estda destinado a sacar provecho de los resultados n—dimensionales de
integrales singulares para proponer y probar una técnica de tipo PLI para la comparacion
entre imagenes.

Asi como en el caso unidimensional (series temporales) definiamos, en el Capitulo
6, cantidades “instantaneas” como la fase instantdnea, en este capitulo definiremos y
estudiaremos fases puntuales y fases relativas puntuales para senales multidimensionales.

Luego abordaremos la generacion de varios indices globales que provean indicadores
sencillos de “conectividad” entre imagenes considerando promedios integrales de diversas
funciones aplicadas al vector fase relativa puntual.

La base analitica serd el uso de las transformadas de Riesz Ry, --- , R,, introducidos
antes y su analisis de Fourier. Finalmente aplicaremos el método a la comparacion de

algunas imégenes con el objeto de mostrar su potencialidad.

7.2. Fase puntual

Sea ¢ una senal definida en algin dominio de R", si ¢ describiera una imagen,
podriamos considerar que el dominio de ¢ es un rectdngulo y que p(z) = @(x1,x2)
es la intensidad (tono de grises) en el punto x = (21, x5) del rectangulo. Pero no restrin-
giremos innecesariamente la dimensién. Denotaremos con x = (x1,--- ,z,) los puntos de

R™ que estén en el dominio de . Si ¢ es una funcién de cuadrado integrable ¢ € L*(R"),
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entonces sus n—transformadas de Riesz

Yj
R;po(x) = v.p. z —y)d

Y Yj
= lim mE p(z —y)dy

1>y |y

estan bien definidas y son ellas mismas funciones de L*(R™) como se deduce de la férmula

de su transformada de Fourier probada en el Capitulo 5. En efecto

Por la identidad de Parseval aplicada dos veces, tenemos que

< 8]z = |-

1Byl = |Bpl = H—z—%o
67l

Con las n transformadas de Riesz en R" construimos un operador a valores vectoriales

(7.1) R=(Ri, -, Ry).
Mas precisamente,

(7.2) Ro(x) = (Rigp(x), -, Rup()).

PROPOSICION 7.2.1. Para toda ¢ € L*(R") se tiene la identidad

(7.3) Zn:Rj(RjSO) = —p

En forma operacional, Z R]2- = —1I, donde I es el operador identidad y RJZ- = R;joR; que
j=1

estd bien definido en L*(R™).

Demostracion. Basta chequear la identidad en el lado de las frecuencias. Es decir,

basta usar la transformada de Fourier



N & &
= 2D (=D =8(6)
2D g
SRS
=~ Ll
j=1
de donde se deduce la tesis tomando antitransformada de Fourier en L*(R") o

Esta propiedad muestra que, aunque cada una de las transformadas de Riesz en
R"n > 1, considera solo un aspecto, digamos una direccién en la senal ¢, entre todas
recuperan toda la informacién que hay en .

Por consiguiente, es natural y razonable sostener y considerar que dada una “senal
n—dimensional” ¢(x) = ¢(x1,--- ,x,) un buen, o , si se quiere, el mejor andlogo para la
transformada de Hilbert H que es unidimensional, sea la transformada de Riesz vectorial
Ro(z) = (Ryp(x), -+, Rup(x)). Por consiguiente, una informacién sobre una nocién de
fase puntual debera estar contenida en el campo vectorial

(7.4) Ro(r) _ (Rw(w) Rngo(x))

() pl) - ()

y en particular, en el vector definido para cada x por

(7.5) B(z) = B (x) = (arctan R;%(OX)’ ..., arctan R;?x(;ﬁ)

DEFINICION 7.2.1. Dada una sefial n—dimensional ¢, decimos que el campo vectorial

®,(z) es la fase puntual de ¢ en el punto z.

Este campo vectorial nos permite comparar de varias maneras dos senales n—dimensionales

definidas sobre el mismo dominio.

DEFINICION 7.2.2. Dadas dos senales ¢; y @3 con el mismo dominio n—dimensional

definimos la fase relativa puntual de ¢, con respecto a ¢; como el campo vectorial
(76) CI)LQ(Z‘) = (I)lm (x) - q)sﬂz (ZL‘)
Observemos que (i))ljg(l') = —(5271(@

En analogia con el caso de series temporales (n = 1) podemos también considerar

desfasajes absolutos. En este caso tenemos todavia mas opciones. Podemos considerar
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también campos vectoriales de fases relativas puntuales absolutas y campos escalares en
los que se usa alguna norma del vector de fases relativas puntuales. Dada una senal ¢,

denotamos por @/ () a la j—ésima componente de @, (x).

DEFINICION 7.2.3. Sean ) y ¢ dos sefiales n— dimensionales con el mismo dominio,
definimos el vector de fase relativa puntual absoluta de ¢, con respecto a ¢; (o de

1 con respecto a ¢y) por

(7.7) B3 (2) = (|}, (2) — DL, ()],

5, (x) = @5, ()])

T abs 5abs
Notemos que @175 (z) = ®37.

DEFINICION 7.2.4. Sea | - | una norma en R", podemos suponer que es la Euclidea si
recordamos que en R" todas las normas son equivalentes. Definimos el escalar de fase

relativa puntual absoluta de s con respecto a ¢; (0 de @1 con respecto a p9) por
(7.8) [@12](2) = |25 ()] = [®12()].

Veamos cuadl es el rango posible de cada uno de los cuatro conceptos definidos. Notemos

en primer lugar que la fase puntual de una senal ¢, que denotamos por CI;W toma valores
T o ,

en el cubo [—5, 5] . La fase relativa puntual de ¢; con respecto a o, que denotamos

5172(1‘), toma valores en el cubo [—7,w|". El vector de fase relativa absoluta puntual

de ;1 con respecto a ¢y, que denotamos por 5‘111’25 (x), toma valores en el cubo [0, 7]".

Finalmente el escalar de fase relativa puntual absoluta, que denotamos por ||®;of/(z),
T

toma valores en el intervalo [0, \/55] si usamos la norma Euclidea.
En las aplicaciones que mostraremos en el Capitulo 8, estaremos usando imagenes, es
decir n = 2, entonces, dada una imagen analdgica ¢(x1,z2) = ¢(x), su fase puntual serd
- Fip(z) sta(iv)>

el vector (campo vectorial bidimensional) @, (z) = (arctan ,arctan
p(z) p(z)

Oservemos que, aunque solo calculemos las fases en dos direcciones, la del eje z; y la

del eje x5, la férmula R? + R? = —Identidad, que probamos para cualquier dimensién n,
nos garantiza la completitud de la informacion que las dos transformadas, en conjunto,

contienen.
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7.3. Cuantificacion global de las diferencias de fases n—dimensionales PLI e

IDF vectoriales

En el Capitulo 6 repasamos el concepto global de PLI (Phase Lag Index) e intro-
dujimos el IDF (fndice de Divergencia de Fases) para el caso de senales unidimen-
sionales analdgicas. El proposito de esta seccién es extender estos conceptos a senales
n—dimensionales a partir de los cuantificadores vectoriales y escalares puntuales introdu-
cidos en la seccién precedente. Nuevamente, la idea basica es producir indicadores inte-
grales a partir de los puntuales en ciertas partes del dominio de la senal n—dimensional
dada. Si queremos generar cuantificadores que registren, dadas dos senales, en qué direc-
ciones espaciales se manifiestan diferencias de fases significativas, nos convendra que esos
cuantificadores sean vectoriales. Si, en cambio, s6lo nos interesa detectar diferencias de
fases significativas en cualquiera de las n—direcciones del espacio, sera suficiente, y por
cierto mas sencillo, proveer indicadores escalares. Otra vez, como en el caso unidimensio-
nal, el tipo de indices que generaremos dependera del momento en el que calculemos los
valores absolutos en relacién con el momento del calculo de los promedios en el algoritmo.
Procedemos a definir con precisiéon todas estas propuestas para evitar ambigiiedades en
su implementacién computacional.

En todo lo que sigue ¢1(z) y @a(x) seran dos seniales analdgicas n—dimensionales
definidas en el mismo dominio de R".

En la seccion anterior hemos definido el campo vectorial fase relativa puntual de s

con respecto a ¢ en el punto x € {2 < R" por
(I)l,?(x) = q)<P1 (I) - (I)<P2 (ZE),
que se escribe en coordenadas

] 5(2) = P, (x) — @, ()

R; R;
= arctan M — arctan M
p1(z) p2(z)
para todo 7 = 1,--- ,n y para todo x € ). Para cada j = 1,--- ,n calculamos ahora el

valor medio sobre €2 del signo de la parte imaginaria de ¢%1.2(%) e decir,

o 1 L .
(7.9) <sign0]1m elq)l,2> = @/ ---/Signo}lm e 2y, . dr, = M{,(Q),
Q Q ’
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donde [©?] es el volumen de 2 en R".
Con estas medidas podemos definir dos indices de tipo PLI, uno vectorial y otro

escalar.

DEFINICION 7.3.1. El Phase Lag Index Vectorial en Q (PLIV) entre las sefiales
V1Y @2 es el vector n—dimensional dado por el valor absoluto de las medias Miz(Q),

precisamente

(7.10) PLIV;5(9) = (|M] 5(9)

12(Q)])

El Phase Lag Index Escalar en 2 (PLIFE) entre las sefiales ¢; y @9 es la norma
(alguna norma en R") del PLIV; (), precisamente PLIE; () = |PLIV;5(Q)| =

(3 0n0) }

Notemos que el cuantificador vectorial PLI ‘71,2 (Q) es més complejo, pero captura méas
informacién que PLIFE; 5(2) ya que todavia pone de manifiesto en qué direcciones de R"
resultan mas diferenciadas las fases de las senales bajo analisis.

Procedamos ahora, como en el caso unidimensional, a definir analogamete un indice
de Divergencia de Fases vectorial y otro escalar, basados ahora en los conceptos de vector
de fase relativa puntual absoluta y de escalar de fase relativa puntual absoluta definidos

en la seccién anterior.

DEFINICION 7.3.2. El Indice de Divergencia de Fases Vectorial (IDFV) entre
las senales @1 y @2 es el vector n—dimensional dado por el promedio sobre €2 del vector

de fase relativa puntual absoluta, precisamente

(7.11)

IDFV, (@) = () = (ﬁ/{z---/@;(@— (2)dz),- |Q|/ /| —<1>32(x)dx|)

El indice de Divergencia de Fases Escalar (IDFE) entre las sefiales ¢ y @5 es el
promedio sobre €2 del escalar de fase relativa puntual absoluta de s con respecto a ¢y,

definido en la seccién anterior. Precisamente

(7.12) IDPEw(®) = (@12 = 5 [ -+ [ IBra(o)ldor -
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De manera andloga al caso PLI, tenemos que [ DFVLQ es un cuantificador de n
parametros que todavia deja discriminar las direcciones, mientras que I DF'E) 5 los resume
en un solo cuantificador mas sencillo.

El calculo efectivo de los cuatro indices definidos arriba, PLI 17172, PLIF, 5, IDF 17172

e IDFE) 5 se obtiene de las mismas dos n—uplas basicas de fases

R.
ij:l,---,n;kZLZ

or ()

y el calculo de Ry se hace efectivo via su version Fourier

Riputa) = (-i2a) (o)

Cuando se intenten usar los cuantificadores descriptos para detectar cuando una imagen,
o en general, una senal n—dimensional se detiene por movimientos rigidos de otra imagen

n—dimensional, sera 1til el siguiente resultado.

PROPOSICION 7.3.1. Si p: R" — R" es una transformacion ortogonal de R™, es decir
pl = p~ty|detp| = 1, donde p* es la transpuesta de p y det p es su determinante, si,

como antes,
Re = (Rip, -+, Rayp),

entonces

(7.13) R(pop) =p" [(ﬁw) ° p]

Demostracion. Notemos primero que la transformada de Fourier conmuta con trans-

formaciones ortogonales, en efecto

n

(000" (€)= [ e lp)e s
:/ go(y)e’%iy'p@)dy

=@(p(€))-
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En otras palabras, (¢ o p)" = @ o p. En particular,

@@wﬁ@=4%www@

=w%mw»

Sean = p(&) o &= p~t(n) = p’(n), por consiguiente
&= ("), = D prsies
k=1

como también |n| = |£| tenemos que

[Ri(eop)]" (p () =—i > pm%@(n) = pii(Rup)" (),

k=1

0 bien

By (000" (€)= pu(Beg) (0(6)).

k=1
Antitransformando y escribiendo el resultado en forma vectorial

R(pop) =p" [(ﬁw) 0 p]

[m}
En particular, para calcular la fase j—ésima puntual de la rotacion p de una senal

n—dimensional ¢, tenemos que calcular

J

Ri(pop) _ (pTIX]§¢)C>p]>

(7.14) arctan
pop pop

que sélo depende de la R de la sefial @ original y de la transformacién ortogonal p que
podra ser una rotaciéon o una reflexion.
En el proximo capitulo, aplicaremos todas las técnicas antes desarrolladas a senales

unidimensionales y bidimensionales (imégenes).
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Capitulo 8

Aplicaciones I: IDF E ensenales bidimensionales (imagenes)

8.1. Introduccién

En este capitulo se describe el procedimiento para analizar imégenes bidimensionales
mediante el cdlculo del Indice de Divergencia de Fases (IDFE), desarrollado en el Capitulo
7, el cual permite evaluar la divergencia, es decir, las diferencias locales entre pares de
imédgenes. Al mismo tiempo, mostraremos una propiedad que consideramos importante de
IDF E que es su invariancia por cambios de intensidades pero que es sensible a cambios
estructurales en las imagenes.

El método consiste en comparar pares de imagenes, convirtiéndolas previamente a
escala de grises y normalizdandolas entre 0 y 1. La imagen original la llamaremos /,,, mien-
tras que la imagen modificada la llamaremos I,,. Para evitar valores nulos que podrian
afectar el cdlculo de la fase, se anade un pequeno € a los pixeles con valor cero. Se asume,
por el momento, que las imagenes son cuadradas. Cada imagen se divide en N x N sub-
cuadros (llamados Q(,, n,)), donde N debe ser un divisor exacto de las dimensiones de la,
imagen. Esta divisién permite analizar la informacion local de cada region para su pos-
terior calculo de IDF'E. Cada subcuadro se representa como una matriz bidimensional
independiente y para cada uno se calculan las Transformadas de Riesz en las direcciones
r1y x9. A partir de estos componentes se obtienen las fases para cada subcuadro. Luego
se calculan las diferencias de fase para cada par tinico de Q,, n,) subcuadros de ambas
imagenes, obteniendo un valor de IDFE. Finalmente, utilizando un umbral determinado
mediante el Método del Codo (en inglés, elbow method, comentado en la préxima subsec-
cién 8.1.1) sobre los valores de IDFE, identificamos regiones con diferencias significativas
de fase. El esquema de la Figura 77 ilustra de manera resumida todo el procedimiento
implementado en Python para la deteccién de rotacién mediante IDFE. El cédigo com-
pleto utilizado en estos ejemplos se encuentra disponible en el repositorio adjunto con la

tesis.
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8.1.1. Método del Codo (Elbow Method). Es una técnica heuristica amplia-
mente empleada en el analisis de datos para determinar el punto éptimo de corte o umbral
en un conjunto de valores ordenados. El método se utiliza con frecuencia en algoritmos
de agrupamiento (como k — means), en la seleccién de componentes principales, o en la
determinacién de umbrales en distribuciones de medidas cuantitativas, como en el caso
del presente trabajo. El algoritmo consiste en ordenar los valores obtenidos de una métri-
ca (en este caso, los valores del IDFE) en forma ascendente y aplicar una transformacién
logaritmica en base 10 para facilitar la visualizaciéon de los cambios relativos entre ellos.
Posteriormente, se calcula la diferencia entre valores consecutivos con el fin de identificar
el punto en el que la pendiente de la curva presenta una disminucion abrupta. Este punto,
denominado codo (elbow), representa un umbral éptimo que permite separar los valores

relevantes de aquellos que pueden considerarse residuales o de menor significancia.

88



Imagen 1. Ejemplo Ilustrativo 1: N = 8 x 8 subcuadros

En este ejemplo se muestra una imagen inicial sencilla, utilizada para ilustrar la
metodologia implementada. La imagen [, se presenta tal como se obtiene originalmente,
sin modificaciones ni alteraciones, al contrario de la I,,, que presenta una modificacion
geométrica. En la Figura 1 se observa la imagen original, la modificada, y la particion
en subcuadrados, resaltando en color verde aquellas regiones donde el IDFE detecto
diferencias locales. En la Figura 2 se observa cémo el método del codo (comentado en la
Subseccién 8.1.1) detecté a la perfeccion el umbral de diferencias locales. Por tltimo, en
la Tabla 8.1.1 se observan los valores de IDFE obtenidos, resaltando aquellos donde se

encontraron las diferencias.

FiGUrA 1. Ejemplo ilustrativo 1: Imagen original, imagen modificada y la
particion en subcuadros, resaltando en color verde aquellas regiones donde
el IDFE detecté diferencias locales.

Ficura 2. Ejemplo ilustrativo 1: Método del Codo en escala logaritmica
del IDFE. Umbral detectado: 38,302
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Imagen 2. FEjemplo ilustrativo 2: N = 16 x 16 subcuadros

En este ejemplo, la imagen I, se presenta tal como se obtiene originalmente, mientras
que la imagen I,,, que presenta una alteracién. En la Figura 3 se observa la imagen origi-
nal, la modificada, y la particion en subcuadrados, nuevamente resaltando en color verde
aquellas regiones donde el IDFE detectd diferencias locales. En la Figura 4 se observa
como el método del codo (comentado en la Subseccién 8.1.1) detect6 a la perfeccién el
umbral de diferencias locales. Por tltimo, en la Tabla 8.1.1 se observan los valores de

IDFE obtenidos, resaltando aquellos donde se encontraron las diferencias.

FicuraA 3. Ejemplo ilustrativo 2: Imagen original, imagen modificada y la
particion en subcuadros, resaltando en color verde aquellas regiones donde
el IDFE detecto diferencias locales.

Ficura 4. Ejemplo ilustrativo 2: Método del Codo en escala logaritmica
del IDFE. Umbral detectado: 12, 566
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CuADRO 1. Comparativa de IDFE entre subcuadros de las imagenes [, y
I, del Ejemplo Tlustrativo 1 (8.1.1) para N = 8 x 8 subcuadros.

Qi Q@ @ Qi @ Qs CQr s

@, 0.00 0.14 0.21 0.01 0.12 0.16 0.14 0.00
Q2 0.09 0.12 0.01 0.00 38.30 46.39 0.58 1.07
Qs 0.10 0.00 1.42 0.08 54.20 52.66 0.01 1.24
Q4+ 0.27 0.04 0.00 0.00 0.00 0.01 0.23 0.28
Qs 0.33 0.19 0.17 0.00 0.00 0.09 3.15 0.26
Qs 0.08 0.00 0.00 0.57 0.59 0.06 0.00 0.18
Q7 0.39 0.13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.07 0.00
Qs 0.00 0.18 0.36 0.12 3.16 0.98 0.00 0.00

CuADRO 2. Comparativa de IDFE entre subcuadros de las imagenes I, y
I, del Ejemplo Tlustrativo 2 (8.1.1) para N = 16 x 16 subcuadros.

Ql QZ Qd Q4 Q5 Qb’ Q7 QS QQ QIO Qll QIZ Q13 Q14 Q15 Qlﬁ

@, 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.01 0.00 0.07 0.17 0.20 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00
@2 0.00 0.00 0.00 0.15 0.12 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.20 0.13 0.00 0.00 0.00
@3 0.00 0.00 0.22 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.05 0.27 0.01 0.00
®4 0.00 0.10 0.06 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 15.08 42.40 0.04 0.01 0.70 1.06 0.01
@5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.38 3.14 0.00 0.00 39.86 72.21 0.27 0.00 0.01 1.45 0.19
®s 0.12 0.14 0.00 0.00 0.00 0.31 0.01 0.00 0.00 12,57 37.33 0.05 0.00 0.00 0.41 1.01
@7 0.37 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.09 0.00 0.00 0.15
®s 0.33 0.00 0.01 0.09 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.35 0.07 0.00 0.50
@y 3.06 0.00 0.04 0.28 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.35 0.00 0.00 0.26
@10 3.16 0.00 0.00 0.01 0.18 0.09 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.13 0.13 0.00 0.01 0.35
@11 0.10 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08 0.01 0.00 045 0.05 0.00 0.00 0.00 0.01 0.20
12 0.00 0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08 0.42 3.20 4.41 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
@13 0.00 0.64 0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.00 0.00
14 0.00 0.00 0.04 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08 0.06 0.00 0.00
@15 0.00 0.00 0.00 0.18 1.76 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.21 0.00 0.00 0.00 0.00
Q16 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 0.06 0.52 0.28 0.21 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Imagen 3. Autorretrato de Van Gogh: N = 30 x 30 subcuadros

Como un segundo ejemplo de la aplicacion, compararemos el Autorretrato de Vincent
van Gogh original (I,), que esté en el Van Gogh Museum de Amsterdam, con una leve
modificacién en uno de los ojos del retrato (I,,) (Ver Figura ). En la Figura 5 se observa
la imagen original, la modificada, y la particién en subcuadrados, nuevamente resaltando
en color verde aquellas regiones donde el IDFE detecté diferencias locales. En la Figura
6 se observa cémo el método del Codo (comentado en la Subseccién 8.1.1) detect a la

perfeccion el umbral de diferencias locales.
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FiGuraA 5. Autorretrato de Van Gogh 1: Imagen original, imagen modifica-
da y la particién en subcuadros, resaltando en color verde aquellas regiones
donde el IDFE detecté diferencias locales.

FiGURA 6. Autorretrato de Van Gogh 1: Método del Codo en escala lo-
garitmica del IDFE. Umbral detectado: 2,775
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Imagen 4. Autorretrato de Van Gogh: a = 0,5 - N = 30 x 30 subcuadros

Como segundo ejemplo de aplicacién, se analiza el Autorretrato de Van Gogh (1,)
con una reduccién de intensidad global del 50 % (a = 0,5), versus una versién modificada
(I,,) en la que se introdujo una leve alteracién en uno de los ojos. Esta modificacién de
intensidad afecta localmente la estructura visual y también genera un cambio global en el
brillo de la imagen, lo que permite evaluar la robustez del método frente a variaciones de
intensidad. En la Figura 7 se muestran la imagen original, la modificada y la particion,
resaltando en color verde aquellas regiones donde el IDFE detecté diferencias locales.
En la Figura 8 se observa cémo el método del Codo (descripto en la Subseccién 8.1.1)

determiné de manera precisa el umbral de deteccion de dichas diferencias.

F1GURA 7. Autorretrato de Van Gogh 2: Imagen original, imagen modifica-
da y la particién en subcuadros, resaltando en color verde aquellas regiones
donde el IDFE detecté diferencias locales.

FiGura 8. Autorretrato de Van Gogh 2: Método del Codo en escala lo-
garitmica del IDFE. Umbral detectado: 2,775
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Imagen 5. Autorretrato de Van Gogh: a = 0,1 - N = 60 x 60 subcuadros

Como tercer ejemplo de aplicacion, se analiza el Autorretrato de Van Gogh (1,) versus
la misma imagen con una reduccién de intensidad global del 10 % (a = 0,1), sin altera-
ciones. Buscamos evaluar la robustez del método frente a variaciones de intensidad en
una misma imagen. En la Figura 9 se muestran la imagen original, la modificada y la
particion, sin deteccion diferencias locales, como era esperado. En la Figura 10 se observa
cémo el método del Codo (descripto en la Subseccién 8.1.1) determiné de manera precisa

el umbral de deteccién de dichas diferencias.

F1GURA 9. Autorretrato de Van Gogh 3: Imagen original, imagen modifica-
da y la particién en subcuadros, resaltando en color verde aquellas regiones
donde el IDFE detect6 diferencias locales.

FicurA 10. Autorretrato de Van Gogh 3: Método del Codo en escala
logaritmica del IDFE. Umbral detectado: 0
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8.2. Rotaciones

En esta seccion se presentan ejemplos de deteccién de la rotacion de una imagen uti-
lizando el Indice de Diferencia de Fase (IDFE). La metodologia implementada en Python
permite estimar con precisién el angulo de rotacion entre una imagen de referencia y su
version rotada. El procedimiento es el siguiente: dada la imagen original, denominada
‘Imagen de referencia’ (I .5 ), se genera su version rotada con un dngulo conocido py, de-
nominada Imagen rotada p = poy’ ([mtpo). A continuacion, se calcula el IDFE comparando
las fases de la imagen rotada con todas las posibles fases calculadas luego de calcular las
rotaciones de las transformadas de Riesz de la imagen de referencia, desde 1° hasta 360°,
en pasos de 1°. El angulo correspondiente al valor minimo del IDFE normalizado indica
la rotacion que mejor alinea la imagen rotada con la referencia, que debe coincidir con
nuestro p = py para probar que el método funciona correctamente. El esquema de la Fi-
gura 11 ilustra de manera resumida todo el procedimiento implementado en Python para
la deteccion de rotacion mediante IDFE. El cédigo completo utilizado en estos ejemplos

se encuentra disponible en el repositorio adjunto con la tesis.
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FiGUuraA 11. Esquema del procedimiento implementado para la deteccion
de rotacion mediante IDFE.
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Imagen 1. Rotacion aplicada: p = 87°

La Figura 12 muestra la imagen de referencia junto con su versién rotada, ambas
circunscritas dentro de una mascara circular. En la Tabla 8.2 se pueden observar los
valores del IDFE normalizados obtenidos para cada angulo de rotacién p, dejando en
evidencia que el método detecta con precision el angulo de rotacién de la imagen de
referencia, en este caso pyg = 87°. La Figura 13 presenta la curva del valor del IDFE
normalizado en funcién del angulo de rotacién p. Se observa un minimo en p = 87° que

corresponde a la rotaciéon que mejor alinea la imagen rotada con la de referencia.

FIGURA 12. Imagen de referencia (izquierda) y su version rotada (derecha)
con mascara circular aplicada.

Ficura 13. Curva del valor del IDFE normalizado en funcién del angulo
de rotacion p.
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CUADRO 3. Valores del Indice de Divergencia de Fase Escalar (IDFE) nor-
malizado para cada angulo de rotacién p.

DPI p DPI p DPI p DPI p DPI p DPI
17 0.338 617 0.339 121° 0.339 181 0.339 2417 0.338 3017 0.338
2° 0.338 62° 0.339 122° 0.339 182°  0.339 242°  0.338 302°  0.339
3°  0.338 63°  0.338 123°  0.340 183°  0.339 243°  0.338 303°  0.339
4° 0.338 64°  0.339 124°  0.340 184°  0.339 244°  0.338 304°  0.339
5° 0.338 65° 0.338 125°  0.340 185°  0.339 245°  0.338 305°  0.339
6°  0.339 66° 0.338 126°  0.340 186°  0.339 246°  0.338 306°  0.338
7° 0.339 67°  0.339 127° 0.340 187°  0.338 247°  0.338 307° 0.339
8° 0.339 68°  0.339 128°  0.339 188°  0.337 248°  0.338 308°  0.339
9°  0.339 69° 0.339 129°  0.340 189°  0.338 249°  0.338 309°  0.338

10° 0.338 70°  0.339 130°  0.340 190°  0.337 250°  0.338 310°  0.338

11° 0.338 71°  0.339 131° 0.340 191° 0.338 251°  0.338 311°  0.339
12° 0.337 72°  0.339 132°  0.340 192°  0.338 252°  0.338 312°  0.338
13° 0.338 73°  0.339 133°  0.340 193°  0.339 253°  0.338 313°  0.338
14° 0.338 74°  0.339 134°  0.339 194°  0.338 254°  0.338 314°  0.338
15°  0.339 75°  0.339 135°  0.339 195°  0.339 255°  0.339 315°  0.339
16° 0.338 76°  0.339 136°  0.339 196°  0.339 256°  0.339 316°  0.339
17° 0.339 77° 0.339 137° 0.339 197°  0.339 257°  0.339 317°  0.339
18° 0.338 78°  0.339 138°  0.338 198°  0.339 258°  0.339 318°  0.339
19° 0.339 79°  0.339 139°  0.340 199°  0.338 259°  0.339 319°  0.340
20°  0.339 80° 0.339 140°  0.340 200° 0.338 260°  0.339 320°  0.340
21° 0.339 81° 0.338 141°  0.340 201°  0.338 261°  0.338 321°  0.339
22°  0.340 82° 0.338 142°  0.339 202°  0.339 262°  0.338 322°  0.339
23°  0.338 83° 0.338 143°  0.338 203°  0.338 263°  0.339 323°  0.338
24°  0.337 84° 0.338 144°  0.338 204°  0.338 264°  0.339 324°  0.339
25°  0.339 85° 0.337 145°  0.338 205°  0.338 265" 0.339 325°  0.338
26°  0.338 86°  0.336 146°  0.339 206°  0.338 266° 0.338 326°  0.339
27°  0.338 87°  0.330 147°  0.339 207°  0.338 267°  0.339 327°  0.339
28°  0.339 88°  0.337 148°  0.340 208°  0.338 268°  0.339 328°  0.338
29°  0.339 89° 0.338 149°  0.338 209°  0.338 269°  0.339 329°  0.339
30°  0.339 90°  0.345 150°  0.340 210°  0.338 270°  0.345 330°  0.339
31° 0.339 91°  0.339 151°  0.339 211°  0.339 271°  0.339 331°  0.339
32°  0.338 92°  0.339 152°  0.337 212°  0.337 272°  0.339 332°  0.338
33°  0.337 93°  0.338 153°  0.338 213°  0.337 273°  0.339 333°  0.339

34°  0.337 94°  0.338 154°  0.338 214°  0.337 274°  0.338 334 0.339

35°  0.337 95°  0.338 155°  0.338 215°  0.336 275°  0.338 335°  0.339

36° 0.339 96° 0.338 156°  0.339 216° 0.338 276° 0.338 336° 0.338

37°  0.338 97°  0.338 157°  0.339 217°  0.338 277°  0.338 337° 0.338

38°  0.339 98° 0.338 158°  0.339 218°  0.338 278°  0.338 338°  0.338

39°  0.338 99° 0.338 159°  0.338 219°  0.338 279°  0.338 339°  0.338
40°  0.338 100°  0.338 160°  0.339 220°  0.339 280°  0.339 340°  0.339
41° 0.337 101°  0.338 161°  0.339 221°  0.339 281°  0.339 341°  0.338
42° 0.337 102°  0.338 162°  0.340 222°  0.339 282°  0.339 342°  0.339
43°0.337 103°  0.338 163°  0.339 223°  0.338 283°  0.339 343°  0.339
44°  0.337 104°  0.338 164°  0.339 224°  0.338 284°  0.339 344°  0.340
45°  0.337 105°  0.338 165°  0.338 225°  0.339 285°  0.339 345°  0.339
46°  0.338 106° 0.338 166° 0.338 226°  0.339 286°  0.339 346°  0.340
47°0.337 107°  0.338 167°  0.338 227°  0.338 287°  0.339 347°  0.339
48°  0.337 108°  0.339 168° 0.338 228°  0.339 288°  0.339 348°  0.338
49° 0.337 109°  0.339 169°  0.339 229°  0.338 289°  0.339 349°  0.338
50°  0.336 110° 0.338 170°  0.339 230°  0.338 290°  0.339 350°  0.338
51°  0.336 111°  0.339 171°  0.340 231°  0.338 291°  0.339 351°  0.338
52°  0.337 112° 0.338 172° 0.339 232°  0.338 292°  0.339 352°  0.338
53°  0.338 113° 0.338 173° 0.339 233°  0.338 293°  0.339 353°  0.339
54°  0.338 114° 0.338 174°  0.339 234°  0.339 294°  0.338 354°  0.340
55°  0.338 115°  0.338 175°  0.338 235°  0.339 295°  0.339 355°  0.339

56°  0.338 116°  0.339 176°  0.339 236° 0.338 296° 0.338 356° 0.338

57° 0.338 117°  0.339 177° 0.339 237°  0.339 297°  0.339 357°  0.338

58°  0.338 118° 0.339 178°  0.338 238°  0.339 298°  0.339 358°  0.338
59°  0.339 119°  0.339 179° 0.338 98 239° 0.339 299°  0.339 359°  0.339

60° 0.339 120°  0.339 180° 0.344 240°  0.339 300°  0.338 360°  0.345



Imagen 2. Rotacion aplicada: p = 1°

En este ejemplo se muestra el mismo procedimiento utilizando la misma imagen de
referencia, pero aplicando una rotacién de p = 1° (Figura 14). El objetivo es demostrar
que, aunque este pequeno giro es practicamente imperceptible al ojo humano, el IDFE es

capaz de detectarlo con precision (Figura 15).

FIGURA 14. Imagen de referencia (izquierda) y su version rotada (derecha)
con mascara circular aplicada.

FiGUrA 15. Curva del valor del IDFE normalizado en funcién del angulo
de rotacién p.
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Imagen 3. Rotacion aplicada: p = 60° - Variacion de intensidad oo = 0,5

En este caso, aplicamos una rotacion de p = 60° y, ademés, introducimos una variacién
de intensidad del 50 % sobre la imagen de referencia (Figura 16). El método demuestra
ser robusto frente a cambios de intensidad, detectando con precision la rotacién (Figura

17).

F1GURA 16. Imagen original (izquierda) y su versién rotada (derecha) con
mascara circular aplicada.

FIGURA 17. Curva del valor del indice de diferencia de fase (DPI) en fun-
cién del angulo de rotacién p.
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Imagen 4. Rotacion aplicada: p = 12° - Variacion de intensidad o = 0,1

En este ejemplo aplicamos una rotacién de p = 12° y, ademas, ajustamos la intensidad
de la imagen de referencia mediante un factor = 0,1 (Figura 18). Esta reduccién de
intensidad varia ampliamente la imagen resultante pero el método sigue siendo capaz de

detectar la rotacion con precisién (Figura 19).

F1curaA 18. Imagen original (izquierda) y su versién rotada (derecha) con
mascara circular aplicada.

F1aurA 19. Curva del valor del indice de diferencia de fase (DPI) en fun-
cién del dangulo de rotacion p.
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Imagen 4. Rotacion aplicada: p = 289° - Variacion de intensidad o = 0,05

En este ejemplo, se aplicé un ajuste de intensidad con un factor a = 0,05, lo que
altera notablemente el contraste de la imagen y la hace précticamente indescifrable al
ojo humano (ver Figura 20). El método se mantiene robusto frente a este cambio de

intensidad (Figura 21).

F1curaA 20. Imagen original (izquierda) y su versién rotada (derecha) con
mascara circular aplicada.

F1GURA 21. Curva del valor del indice de diferencia de fase (DPI) en fun-
cién del dngulo de rotacion p.
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Capitulo 9

Revision de conceptos de Analisis de senales, Medidas de

Informaciéon y Métodos Estadisticos

9.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es establecer, repasar y unificar la notaciéon y los con-
ceptos fundamentales que son bien conocidos del area y seran utilizados en los capitulos
siguientes de esta tesis. A diferencia de los capitulos anteriores, aqui nos centraremos
en describir estas métricas de manera concisa, destacando sus fundamentos conceptuales
y su aplicaciéon a los datos experimentales, sin profundizar en derivaciones matemati-
cas extensas que pueden encontrarse en la bibliografia. Para lectores con experiencia en
analisis de senales y neurociencia, su lectura puede considerarse prescindible; aun asi,
los invitamos a recorrer este capitulo, preparado con especial cuidado para ofrecer una
vision ordenada y accesible de las herramientas empleadas. De este modo, se establece
un puente natural entre los conceptos teodricos y los analisis presentados en los préximos

capitulos de aplicacién.

9.2. Densidad Espectral de Potencia (PSD)

El estudio de un proceso estocastico puede abordarse desde distintas perspectivas. En
el dominio temporal, el comportamiento del proceso se describe mediante sus valores ins-
tantaneos y las correlaciones entre ellos. Sin embargo, al igual que en el andlisis de senales
deterministicas, resulta natural considerar su representacién en el dominio de las frecuen-
cias, donde la energia o la varianza del proceso se distribuyen segun los componentes
espectrales que lo constituyen.

En el caso de senales deterministicas, la transformada de Fourier permite descomponer
la senal en sus armonicos elementales, y la densidad espectral describe cémo se reparte la
energia a lo largo de las frecuencias. Cuando la senal es aleatoria, esta nocion se generaliza
a través del concepto de Densidad Espectral de Potencia, que caracteriza como se

distribuye la varianza del proceso en el dominio frecuencial.
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Un notable Teorema del Analisis de Fourier es el de Herglotz—Bochner, cuyo resultado
central es la reciproca de la siguiente observacién. Sea p una medida positiva y finita en
R, podemos suponer que es una probabilidad. Su transformada de Fourier ji estd bien
definida y es una funcién acotada en R con valores en general complejos. Este resultado
constituye el fundamento matematico que garantiza la existencia de una medida espectral
asociada a todo proceso estacionario, cuya derivada (en el caso absolutamente continuo)
se denomina Densidad Espectral de Potencia (PSD).

Precisamente

(9.1) (6) = / 10

La funcién fi(€) es generalmente con valores complejos y serda valuada en R si u
es simétrica en R. Consideremos &, --- , &y una lista, sucesién finita de frecuencias, y

formemos la matriz de N x N dada por
(9.2) M = (M;;);

PROPOSICION 9.2.1. La matriz compleja M es semidefinida positiva, para todo N y

toda eleccion de &y, - - ,En. Precisamente vT Mv = 0 para todo v e CV, o bien
N N
(93) pIPITL
i=1j=1
Demostracién. Sea v = (vq, -+ ,vy) con cada v; € C, entonces
DIDILTRINS 30 e
i=1j5=1 i=1j5=1
N N
-3 / (1)
i=1j=1 teR

L) (o

L) oo
“J.a

[y

2

37 et
—27rzt &)

Jj=1

du(t) =0
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El Teorema de Herglotz—Banach (H-B) garantiza la reciproca.

TEOREMA 9.2.1. (H-B) Si ¢ : R — C es continua en cero y semidefinida positiva,
entonces existe una medida positiva p tal que fi = . Es decir, ¢ es la Transformada de

Fourier de una medida.

Este resultado es la base para probar la existencia de la “densidad espectral” de poten-
cia de un proceso estocastico débilmente estacionario, o estacionario, en sentido amplio.
Repasamos a continuacién la nociéon de Proceso Estocastico Débilmente Estacionario y
veremos cémo el Teorema H-B (9.2.1) viene a proveernos la densidad espectral de dicho
proceso.

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad. Un Proceso Estocéstico (PE) (de tiempo
continuo) es una funcién X = R x Q@ — C tal que para cada cada t fijo X(¢,w) como
funcion de w € €) es una variable aleatoria. En las aplicaciones puede pensarse como una
familia de senales indexada por w € Q, X, = X(¢,w). Dejando de lado ciertas cuestiones
delicadas de medibilidad, esta interpretacion es clara y se extiende como una familia de
senales aleatorias.

Se dice que un PE es débilmente estacionario (PEDE) si cumple las siguientes pro-

piedades

a. Paracadate R, we Q, X, = X(t,w) estd en L*(Q, P) i.e. / 1 X, (W) dP(w) <
Q

o0:

Y

b. todas las variables aleatorias X; tienen la misma media (esperanza) m € C;

(9.4) £(X,) = / X,(w) dP(w) = m,

para todo t € R;

c. para todos s, t, h € R se tiene que
(95) E(Xt-i-h?Xs-‘rh) = E(Xt,Z),
d. continuidad en t; = 0 en L*(€2, dP);

(9.6) (X, — Xo[?) > 0, t — 0.
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Notemos que c. implica que
(97) g(XtJrsa Yt) = S(XtJrsfta tht) = g(Xsa Y0)

DEFINICION 9.2.1. La funcién R(t) = £(X,, Xo) = €(Xirs, Xs) es la autocorrelacién
(estocéstica) de PEDE X.

LEMA 9.2.1. La autocorrelacion R de un PEDE X es continua e cero y definida

positiva.

Demostracién. Para probar la continuidad, notemos que
|R(0 + h) — R(0)] =|€(Xh Xo — X0 Xo)|
<E(|1Xn — Xo| | Xo|)
<€3 (1% - Xo’) €5 (%)

donde hemos usado la desigualdad de Schwartz. El ultimo término tiende a cero

cuando h tiende a cero por la propiedad d. de PEDE. Veamos ahora que R es definida

positiva. En efecto, sea N un numero natural dado, tq, ta, ---, tx; N ntmeros reales
(instantes en el proceso) y v = (v, -+ ,vy) un vector cualquiera de entradas complejas,
entonces

Z Z Uit R(t: — tj) - 2 Z 8(Xti*tj’X_to)

i=1j=1 i=1j=1
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TEOREMA 9.2.2. Fxiste una unica medida positiva y finita en R que denotamos con S
tal que S es la funcidn de autocorrelacion R(t) asociada al Proceso Estocdstico Débilmente

Estacionario X,
(9.8) S(t) = R(t)

Demostracion. Se deduce directamente del Lema 9.2.1 y del Teorema 9.2.1 O

Si bien el Teorema precedente no provee un método explicito para el calculo de la
medida S, que puede ser absolutamente continua o no, resulta relevante porque prueba
que todo PEDE X tiene un “espectro de potencias” S = S(X).

Introducimos brevemente un esquema de cédlculo explicito de S en términos de los
denominados periodogramas. Para ello haremos una hipétesis adicional sobre el PEDE
X que no representa una restricciéon para nuestras aplicaciones posteriores. Supondremos
que, ademas de las propiedades 9.2, tenemos que cada senal X, (t) = X (t,w) € L*(R)
como funcién de t para cada w € 2. Sea W (t) una funcién de L'(R) que intepretamos
como una ventana temporal. Definimos el ”periodograma del PEDE X con ventana W

2

(9.9) Sw (& w) = /tERW(t)X(t,w)e2”t5dt ,

que est4 bien definido ya que el integrando estd en L'(R) por las propiedades de X y W.
El siguiente resultado muestra como obtener la densidad espectral de un PEDE real

y acotado tomando ventanas cada vez mas amplias.

TEOREMA 9.2.3. Sea X un PEDE real tal que X, (t) € L™ para cada w € Q). Sea W

una ventana real y par en LY(R) tal que (W)? tiene integral uno. Entonces

(1)
(9.10) E(Swie, ) = (5= (W) (©),

(2)

(9.11) & (S 1 > — S(f), A — 0



en el sentido de las distribuciones de Schwartz.

Demostracion. Notemos que, como W es par y real, su transformada de Fourier es

2
real, y por consiguiente, (W) es positiva. Notemos también que para A > 0, tenemos

que

A (W ) [fwxs]

(V3 [we o a)
s
w@)e]

>*I1:

Probemos (1),

)
:5[( / W) X(tw)e < at) /R W (r) X (7, w) e 27 czT)]

/ / Wit e M) E(X (t w) X (1, w)) dr dt
= /R /R W) W(r)e 2 R(t — 1) dr dt

- /R { /]R W () W (r) e =) S(t — 1) dT}dt
_ / W(t){ / W (t — ) e 2 §(5) dé}dt
/W {/W (t —6) e ™0 (Q) S(Q) dQ}dt.

Calculemos (W (t —-)e >™)" (0),

—27rit§ dt

(W(t o _)67271'1'5.) A (0) _ / W(t . 0_)672m'&76727ri90 do
oc€eR

= / Wi(o — t)efzm'”(&e) do
ogeR
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:/ W(,U)efQWi(ert)(&JrG) dv
veER

:6—2m't(§+9)6—2m’(v+t)(§+9)W(S + 6’),

introducimos esto en el célculo procedente y tenemos que
eswie) = [ wwl [ e o)) i
teR feR

:/ 1(e+0)] 50) 0

_ / (e 0)] S(-0) a0

:/ Wi —0)| s0)d0

—(s+01?) (©

lo que prueba (1). Para demostrar (2) notemos que, para A > 0, la funcién WM(t) =

W( ) estd en L'(R), es real y por la observacién al inicio de la prueba del teorema,

Sl

o=

(W () = A (W)2 (As)

/R (Wm(s))st: /R (W)Q()\s))\dSZ /R (W)Z(S)ds_

Es decir que W™ cumple todas las propiedades de W que nos permitieron proar el

entonces
punto (1) del teorema. Por consiguiente, para todo A > 0 tenemos

E(S 3 w(2)&)) = > <\%W(X))

= [s« (x| ©
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2 (H) “(29)

F1Gura 1. Hustracién de la familia de funciones A (W)Q()\f ) para distintos
valores de A > 0.

Notemos que A\(W)2(A¢) tiende a la delta de Dirac en cero cuando A — oo. Por

consiguiente, en el sentido de las distribuciones:

(9.12) S(S(ﬁ")w(n) — 5 S(6).

Relevancia neurocientifica en el marco de esta tesis. El andlisis de la densidad
espectral de potencia (PSD) es fundamental en neurociencia porque permite caracterizar
cémo se distribuye la energia neuronal a lo largo de las distintas bandas de frecuencia.
En esta tesis, la PSD aporta una vision detallada de cémo la influencia farmacolégica de
la trazodona en el Capitulo 11 y las demandas cognitivas de las tareas en el Capitulo 12
modulan la actividad oscilatoria. Estas diferencias espectrales entre grupos y condicio-
nes permiten identificar patrones funcionales robustos, ofreciendo un marco cuantitativo
para comprender los mecanismos neurofisiolégicos que emergen en distintas etapas del

desarrollo y bajo diferentes estados cerebrales. Veremos esto en los Capitulos 10, 10 y 12.
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9.3. Coherencia (Cxy)

En la subseccion precedente hemos introducido la densidad espectral de potencia S
asociada a un proceso estocastico (senales aleatorias) débilmente estacionario X. Dado
que S esta asociada a la autocorrelacién del proceso X, la denotamos por Sxx. Dado
otro proceso estocastico Y en el mismo intervalo temporal que también sea débilmente
estacionario, también tenemos definida la densidad espectral de potencia Syy. Por otra

parte, dados ambos procesos estocasticos X e Y, esta bien definida la correlacién cruzada

(9.13) Rxy(t) = € (X.Vir)

y también la densidad espectral de potencia cruzada, como en la seccién precedente,

CcOo1mo

(9.14) Sxy(t) = Rxy(t)

Con estos conceptos estamos en condiciones de definir la coherencia de dos procesos

estocasticos débilmente estacionarios como:

(9.15) Cxy = M
Sxx Syy

Relevancia neurocientifica en el marco de esta tesis. La coherencia es una
herramienta clave para estudiar la comunicacién funcional entre regiones cerebrales, ya
que cuantifica la sincronizacién en frecuencia entre pares de electrodos. En el contexto
de esta tesis, la coherencia permitira evaluar como cémo la influencia farmacolégica de
la trazodona en el Capitulo 11 y las demandas cognitivas de las tareas en el Capitulo 12
influyen en la conectividad funcional. Este enfoque ofrece informacién complementaria
a la PSD, revelando cambios en la coordinacién interregional que no pueden detectarse

unicamente mediante analisis de potencia.
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9.4. Entropia de Permutacién (PE)

La entropia de permutacién, propuesta por Bandt y Pompe [4], es una medida basada
en teorfa de la informacién que cuantifica la complejidad ordinal de una serie temporal.
A diferencia de las aproximaciones clasicas, como la entropia de Shannon —que ignora
el orden temporal al cuantificar inicamente la frecuencia de aparicién de los valores—,
la PE incorpora explicitamente la estructura temporal de la senal al utilizar el orden
relativo de los valores vecinos para construir una distribucién de probabilidad.

Empezamos, como lo hacen Band y Pompe [4], describiendo el método bésico. Sea x =
X1, Ta, T3, -+ , X una serie temporal de tiempo discreto 1,2,3,--- , k. Tomemos primero
n = 2 (el 6rden del andlisis). Los pares (n = 2) consecutivos que se pueden formar con x
son {x1, Ta}, {xe, x3}, {xr_1, 71}, es decir k — 1 pares. Ahora contamos en cudntos de esos

pares {z;, x;11} se tiene que z;41 > x; y en cuantos se tiene que z;; < z;. Llamamos C' a

D
los primeros y D a los segundos. Entonces C'+D = k—1y, por lo tanto, 1 +ﬁ =1.
Es decir, TR ] son probabilidades y podemos calcular su entropia de Shannon
C C D D
1 H(2)=— 1 — 1 .
(9.16) T s A

Esta idea simple puede extenderse a érdenes mayores que n = 2. Notemos que en
el caso n = 2, cada configuracion creciente, C', se puede identificar con la permutacion
01 del conjunto {0,1} y cada configuracién decreciente, D, se puede identificar con la
permutacién 10. Si n = 3, podemos distinguir el comportamiento en los tres instantes
consecutivos x;, ;. 1, T;42 por las seis (b = 3!) permutaciones de {0, 1,2}. Precisamente
012, 021, 102, 120, 210, 201. Si 7 es una cualquiera de estas permutaciones de {0, 1,2},
definimos

[{i:0<i<k—3/Tip1,Tiye, Tivg es tipo 7}

(9.17) p(m) = e

decimos que T, 1, T;12, T;y3 €8 tipo 7 si su orden es el mismo que el de 7. Asi

(9.18) H(3) = — ). p(m)logp(r),

wellg
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donde II3 = {7 : 7 es permutacién de {0, 1,2}}. En general, dado n < k+1, consideramos

I1,, = {7 : 7 es permutacién de {0,1,--- ,k — 1}}, definimos

Hi:0<i<k—n/ri, - ,Tin estipo 7w}
1 =
(9.19) p(m) e
y
(9.20) H(n) = = ) p(m)log p()
mell,

que es la Entropia de Permutaciéon de orden n de la senal X.
Desde el punto de vista algoritmico, la Entropia de Permutacion se determina a partir

de dos parametros fundamentales:

» Dimensién de incrustacién (d): determina la cantidad de puntos consecutivos
utilizados para formar cada vector embebido *. Controla la longitud de los patrones
ordinales y la complejidad del alfabeto resultante (d! permutaciones posibles).

» Retardo temporal (7): especifica la separacién entre los puntos del vector em-
bebido. Permite ajustar la escala temporal a la que se analizan las estructuras

ordinales de la senal.

Estos parametros tienen un concepto importante asociado, el de patrén ordinal,
que corresponde al orden relativo de los valores dentro de cada vector embebido. Cada
fragmento de la serie se transforma en una permutacién que indica qué posiciéon ocupa
cada valor al ordenar el vector de menor a mayor. Los distintos patrones ordinales actiian
como los “simbolos” del método y permiten construir vectores retardados a partir de
la senal original y, a partir de ellos, la secuencia de permutaciones que caracteriza la
estructura temporal de la serie.

A partir de estos pardmetros se construyen vectores retardados de la forma

(9.21) y4) = (Te—(@=1yrs -+ s Tir, q:t)T, t>(d—1)T.

(d,7)

Cada vector Y,/ se transforma luego en un patron ordinal mediante el ordenamiento

ascendente de sus componentes. Este procedimiento asigna a cada vector una permutacion

*Conjunto de valores de la serie temporal que representa el estado local del sistema en un instante
dado y permite reconstruir su dindmica en un espacio de mayor dimensién.
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m; entre las d! posibles. El procedimiento completo se ejemplifica en la Figura 2 a partir

de una senal ilustrativa.

Ficura 2. Ejemplo ilustrativo del procedimiento de construccién de pa-
trones ordinales para la entropia de permutacion en una senal z; =
1,5,2,3,1,9,1,6,2,1 con dimensién de incrustacion d = 3 y retardo temporal
7 = 1. Se generan los vectores embebidos y se asignan las permutaciones
correspondientes 7!, 72, 7 segtin el orden relativo de sus componentes. En
la parte inferior se muestran las d! = 3! = 6 permutaciones posibles para
d = 3 y las observadas en la senal se indican mediante un circulo con color
coincidente con el vector embebido.

A partir de una serie suficientemente larga es posible estimar la frecuencia de aparicién
de cada permutacion. Si P; denota la probabilidad del patrén ordinal ¢-ésimo, la entropia

de permutacion normalizada se define como

1 d!
.22 hgp(X) = ———= ) P, log P,.
(9 ) EP( ) log(d') ; i 10g 15
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Valores cercanos a hgp = 1 indican una dindmica altamente irregular (mas compleja o
cercana al ruido), mientras que valores bajos reflejan patrones temporales més regulares
y, por lo tanto, menor complejidad.

Un aspecto adicional del método es la posible aparicién de patrones prohibidos, es
decir, permutaciones que no aparecen en la serie temporal, lo cual puede asociarse a

restricciones dindmicas del sistemal.

Relevancia neurocientifica en el marco de esta tesis. La PE ha demostrado ser
una herramienta valiosa en el estudio de sistemas dindmicos complejos, tanto naturales *
como artificiales®. Su construccién se basa en relaciones ordinales y no requiere supuestos
previos sobre la distribucién de probabilidad del sistema, lo que la vuelve robusta frente
al ruido, artefactos y cambios lentos en la amplitud de la senal [5]. En neurociencia,
la PE se ha utilizado de manera extensa para caracterizar la dindmica del EEG, ya
que el método capta variaciones sutiles en la estructura temporal asociadas a distintos
estados fisiologicos como los diferentes estadios de sueno en los Capitulos 10 y 11 asi como
también para estudiar cambios en la actividad cerebral durante tareas creativas como en

el Capitulo 12.

9.5. Complejidad de Lempel-Ziv (LZC)

La complejidad algoritmica de Kolmogorov K (S) caracteriza la complejidad de una
cadena S como la longitud del programa binario mas corto (prog) mas corto que la genera,
realizada por una maquina universal U, formalmente,

(9.23) K(S) = min{largo(prog)}.

prog
Pero K(S) no es computable en general, ya que no existe un algoritmo capaz de garantizar
que el programa hallado sea el méas corto posible entre todos los programas que generan
S. Esta imposibilidad practica hace necesario recurrir a aproximaciones que capturen el

espiritu de la complejidad algoritmica pero que puedan calcularse de manera efectiva. Una

fLa presencia de patrones prohibidos ha sido estudiada como indicador de determinismo en sistemas
dindmicos no lineales.

+ . . .z . P

*Aquel que ocurre en la naturaleza sin intervencién humana directa, como la actividad cerebral
registrada mediante EEG.

§Aquel creado o controlado por el ser humano, como modelos computacionales de actividad neuronal
o senales sintéticas utilizadas para validar algoritmos de anilisis de EEG.
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estrategia natural consiste en relacionar la complejidad con el grado de compresibilidad
de la secuencia. En términos generales, si una cadena puede comprimirse de manera sus-
tancial, entonces existe una descripcion mas corta que la propia cadena, y su complejidad
efectiva debe ser baja. Por el contrario, si la cadena es dificil de comprimir, se interpreta
que contiene poca estructura redundante y por lo tanto su complejidad es alta.

La complejidad de Lempel-Ziv (LZC) surge precisamente de este enfoque: se basa en
medir cuanta “informacion nueva” debe introducirse para generar la secuencia utilizando
Unicamente operaciones de copia y expansion de subcadenas ya observadas.

Sea X : N — {0, 1} una funcién cualquiera con dominio en los nimeros naturales N =
{1,2,---} y con imagen en el conjunto de los digitos 0 y 1. De otro modo los valores X (i) =
X; definen una sucesién de ceros y unos. Hay sucesiones (funciones X) epiricamente

1+ (—1)2
“poco complejas” como X (i) =1, Vi o X (i) = #

. Pero la mayor proporcion de
funciones X tendran un comportamiento fuera de toda simplificacién funcional y seran
“muy complejas” heuristicamente. Dada X, fijamos n € N (grande) y denotamos con X"

la sucesion finita definida por los primeros n términos de la sucesion X,
n
X" = T1,To, + , Tn.

Ahora procedemos a “factorizar” X" en C(X") factores distintos de acuerdo al si-
guiente algoritmo de Lempel-Ziv. Para describir el intuitivamente algoritmo supongamos

que X es la expansion de 7 en base dos, denotamos a X por T,
72 = 11,001001000011111101101010100010000101000110005

Tomemos n = 20,

7% = 11,001001000011111101,

Exploramos X", de izquierda a derecha, agrupando en “patrones” nuevos en la suce-

sion

720 =1]10] 010010 | 000 | 111 | 1110 | 1.

Asi, tenemos que C(720) = 8.
Al menos tedricamente, este algoritmo de factorizacion puede hacerse para todon € N.

Se espera que el comportamiento de C'(X™) cuando n crece a infinito contenga informacién
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relevante sobre la complejidad global de la secuencia X. Pero resulta claro que muchas
veces ese limite sera infinito y, para tener un indicador fehaciente que permita compa-
rar complejidades, tendremos que normalizar adecuadamente C'(X™). Esa normalizacién

resulta natural a partir del siguiente teorema de Lempel-Ziv.

TEOREMA 9.5.1.

n
24 X< ——
(9.24) CX") < T 70an

con 6, — 1, n — oo. En particular

C(X™) logn 1
.2 B A= R QN |
(9.25) - 5

Esto permite definir una entropia de Lempel-Ziv como

(9.26) Hyz(X) = limsup w,
donde lim sup denota el limite superior que serd un ntimero entre 0 y 1.
Recordamos que, dada una sucesiéon X,, de nimeros reales
lir;:sogp An = ;}1_,% (sup{\, : n < k}),
donde el limite en k existe dado que sup{\, : n < k} es no decreciente como sucesién con
indice k.
Observamos que el limite puede no existir, pero el limsup existe siempre y por el

Teorema 9.5.1 resultarda un ntimero entre 0 y 1.

Se sabe también que con fuente ergddica y estacionaria se tiene que
(9.27) Hp; = H de Shannon

Una presentacion rigurosa de estos resultados puede encontrarse en Cover y Thomas
[6].

Es fundamental considerar que, para que la métrica sea robusta, la secuencia debe
ser suficientemente larga en relacién con el tamano del alfabeto; para secuencias cortas
(frente a |A|) la complejidad tiende a aproximarse a la longitud de la secuencia y pierde

sensibilidad estadistica.
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A continuacién se presenta el procedimiento paso a paso (algoritmo clasico, estilo

LZ76 [7]) para obtener la descomposicién y calcular Cpz de una secuencia Sp.p 1:

1. Inicializacién. Sea i = 0. Inicie una lista vacia de factores (producciones) F = &
y una ventana de prefijo P inicialmente vacia.
2. Primer simbolo. Tome el primer simbolo Sy; agréguelo como primer factor:
F — Fu{Sy}. Actualicei < 1y P «— PS.
3. Bucle principal. Mientras i < T"
a) Busque la cadena més larga ) que comience en S; y que aparezca en P (prefijo
previo). Es decir, encuentre el mayor n > 1 tal que S;; ., 1 € factor(P).
b) Si existe tal @) y ademds i + n < T (hay un simbolo siguiente), entonces la
nueva produccion serd ) seguida del simbolo siguiente a = S;,,, (produccién
tipo reproduccién+simbolo nuevo). Anada Qa a F y avance i < i +n + 1.
¢) Sino existe @ (o @ consume hasta el final sin simbolo nuevo), entonces tome
el simbolo simple .S; como nueva produccién y avance 7 «— 7 + 1.
d) Actualice el prefijo P como P « P (tltima produccion).
4. Fin. Cuando 7 = T, el conjunto F contiene la descomposiciéon en producciones;
la complejidad LZ es
Crz(Sor-1) = | F|.

Relevancia neurocientifica en el marco de esta tesis. La complejidad de Lem-
pel-Ziv resulta especialmente valiosa en neurociencia porque permite capturar cambios
en la organizacién temporal de la actividad cerebral que no se reflejan en métricas espec-
trales tradicionales. En el contexto de este trabajo, LZC ofrece una medida sensible para
comparar estados fisiologicos (vigilia, somnolencia, sueno) y para evaluar cémo distintos
factores —como la maduracion cortical, la demanda cognitiva de las tareas o el efecto de
farmacos como la trazodona— modifican la dindmica de la senal EEG. Su capacidad para
detectar variaciones sutiles en la irregularidad temporal la convierte en una herramien-
ta robusta para analizar diferencias entre grupos y comprender mejor los mecanismos

neurofisioldgicos que subyacen a los procesos estudiados.
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9.6. Complejidad Conjunta de Lempel-Ziv (JLZC)

La complejidad conjunta de Lempel-Ziv (JLZC) extiende el enfoque cldsico de Lem-
pel-Ziv [7] para cuantificar la complejidad algoritmica de un conjunto de secuencias
simultdneamente. Mientras que la LZC tradicional mide el grado de “novedad” necesario
para reconstruir una tunica cadena S, la JLZC evaliia cuanta informacién nueva debe
introducirse para describir de manera conjunta multiples senales que evolucionan en pa-
ralelo. Esta generalizacién permite estimar la complejidad de un sistema multivariado vy,
en particular, capturar dependencias y redundancias entre senales.

Sea un conjunto de K secuencias sincronizadas y de igual longitud,
S = {S(g:li)“—lﬂ S(():zi)“—lv s 755:[7(“)—1 )

definidas sobre un alfabeto finito A. La idea central consiste en construir una secuencia

conjunta codificada a partir del vector de simbolos observados en cada tiempo:
X, = (&M, 85,
de modo que la cadena multivariada
Xor1 = (Xo, X1,..., X7 1)

queda definida sobre el alfabeto producto AX. Aplicar LZC sobre esta secuencia conjunta,

permite evaluar la complejidad del sistema completo. Formalmente, definimos:
(9.28) Cr1z(S) = Crz(Xor-1).

De forma analoga al caso univariado, la complejidad conjunta mide el ntimero de
producciones necesarias para reconstruir la secuencia multivariada usando tinicamente
operaciones de copia y extension de patrones previamente observados. Cuando las senales
comparten estructura o muestran redundancia temporal, la secuencia conjunta puede
comprimirse mas: la complejidad conjunta disminuye. Por el contrario, cuando las senales
evolucionan de manera independiente o presentan interacciones altamente no lineales, la

compresibilidad disminuye y la complejidad aumenta.
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Un resultado tedrico importante es que, bajo normalizacién apropiada, la JLZC cons-

tituye un estimador consistente de la entropia conjunta del sistema [8, 9], es decir:

CJLZ(S) logT .

- hjoint7

(9.29) %EI(}O T

donde hjuint representa la tasa de entropia conjunta del proceso multivariado. Esta pro-
piedad justifica el uso de JLZC para estudiar sistemas complejos con multiples variables

de interaccion, como la actividad cerebral registrada mediante EEG multicanal.

Relevancia neurocientifica en el marco de esta tesis. La JLZC se ha utilizado
ampliamente para analizar la coordinacion entre canales EEG, dado que permite captu-
rar regularidades temporales compartidas y patrones de integracién funcional que no se
reflejan en métricas univariadas. En particular, resulta sensible a cambios en la conecti-
vidad efectiva, la sincronizacion y la complejidad global de la dindmica cortical. Estudios
previos han demostrado que la complejidad conjunta disminuye en estados cerebrales
més estables o sincronizados (como el suefio profundo) y aumenta en condiciones donde
la actividad multicanal es més rica o menos redundante, como en vigilia activa [9]. Esta
medida, por lo tanto, complementa los analisis espectrales y univariados proporcionando

una perspectiva multivariada de la organizacién temporal del cerebro.

9.7. Métodos Estadisticos

En esta seccion se describen los métodos estadisticos empleados para evaluar dife-
rencias significativas entre los grupos y condiciones estudiados. Se utilizaron pruebas no
paramétricas debido a que los datos no seguian una distribucién normal y, en varios casos,
los tamafios muestrales eran reducidos?.

Los analisis se organizaron segin el tipo de comparacion necesaria:

= Comparacién entre dos grupos independientes: prueba de Mann—Whitney.

= Comparacion entre dos condiciones medidas sobre los mismos sujetos: prueba de
Wilcoxon para muestras pareadas.

= Comparacién entre méas de dos grupos independientes: prueba de Kruskal—

Wallis.

Las pruebas no paramétricas no requieren asumir normalidad y son adecuadas cuando los datos
presentan asimetrias, valores atipicos o escalas ordinales.
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En los capitulos de aplicaciones se especifica el nivel de significancia empleado en
cada andlisis. En términos generales, el nivel de significancia o establece el criterio para
decidir el rechazo de la hipotesis nula*™.

Por su parte, el valor de p cuantifica la probabilidad de obtener un resultado tan
extremo como el observado —o mas— bajo el supuesto de que Hy es verdadera. Por lo
tanto, valores de p pequenos indican mayor evidencia en contra de la hipotesis nula.

Para facilitar la lectura y uniformar la presentacion de resultados, se utilizo la siguiente

notacion estandar:
p < 0,05 (»), p < 0,01 (#x), p < 0,001 (x = ).

Esta convencién permite interpretar rapidamente la magnitud del valor de p y, con
ello, la fuerza de la evidencia estadistica que respalda las diferencias observadas entre
grupos o condiciones, denotada mediante asteriscos, donde un mayor nimero de estos

indica un nivel de significancia mas estricto.

9.7.1. Prueba de Mann-Whitney para dos grupos independientes. La prue-
ba de Mann—Whitney (o Wilcozon rank-sum test) permite comparar dos grupos cuyas
observaciones son independientes entre si[10]. Esta prueba es apropiada cuando las dis-
tribuciones no son normales o cuando el tamano muestral es reducido, como ocurre en
el Capitulo 10 al comparar registros de EEG entre perros jovenes y adultos, donde cada
individuo pertenece inicamente a un grupo.

Fundamento tedrico. Sean X = {Xy,...,X,} y Y = {Y1,...,Y,,} dos muestras inde-
pendientes. La hipdtesis nula es:

H()ZF:G,

donde F' y GG son las distribuciones subyacentes. La alternativa puede ser bilateral o
unilateral (por ejemplo, que un grupo presente valores estocdsticamente mayores que el

otro). T

IEI nivel de significancia («) es un umbral prefijado que determina cudnta evidencia se exige para
rechazar la hipétesis nula. Cominmente se utiliza o = 0,05, lo que implica aceptar una probabilidad del
5% de cometer un error tipo I (rechazar Hy cuando en realidad es verdadera).

**La hipdtesis nula (Hp) suele representar la ausencia de efecto o de diferencias entre grupos. Por
ejemplo, que dos distribuciones tengan la misma mediana o que un tratamiento no produzca cambios en
una medida determinada.

tun ejemplo clésico citado en la literatura describe un estudio donde se evalda si un farmaco prolonga
el tiempo de supervivencia de animales infectados, comparando un grupo tratado con un grupo control.
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9.7.2. Prueba de Wilcoxon para muestras pareadas. La prueba de Wilcoxon
de rangos con signo fue propuesta por Frank Wilcoxon en 1945 [11] para comparar dos
condiciones medidas sobre los mismos sujetos. Evalia si las diferencias dentro de cada
par difieren significativamente de cero. Este enfoque es particularmente ttil en estudios
de EEG donde un mismo sujeto es evaluado en dos condiciones, por ejemplo, suefio con
y sin administracién de trazodona en el Capitulo 11.

Fundamento tedrico. Sea (X;,Y;) un conjunto de pares de observaciones dependientes.
Definase D; = Y; — X; y eliminense los casos con D; = 0. Los valores |D;| se ordenan y
rankean; se asigna a cada uno el signo correspondiente. El estadistico se define como:

Wh= > R
i:D;>0
donde R; es el rango asignado a |D;|. Bajo Hy, la distribucién de W es conocida y puede

aproximarse por una normal cuando n es grande.

9.7.3. Prueba de Kruskal-Wallis para mas de dos grupos. Cuando se com-
pararon mas de dos grupos independientes se utilizé la prueba de Kruskal-Wallis [12].
Esta técnica es una extension del test de Wilcoxon para multiples grupos y permite eva-
luar diferencias globales entre sus distribuciones. Su uso es adecuado, por ejemplo, al
comparar los distintos estados de sueno o al evaluar diferencias entre grupos etarios, co-
mo en el analisis del desarrollo cerebral en bebés prematuros en el Capitulo 13. Aunque
un mismo sujeto puede aportar datos a varios estados, para este analisis cada estado se
considera como un grupo independiente*t.

Fundamento tedrico. Sea C' el nimero de grupos y n; el tamano del grupo . Todas
las observaciones se rankean en conjunto y se calcula la suma de rangos R; para cada
grupo. El estadistico es:

12 ¢ R?
H=—— N2 _3(N+1
N(N+1); n; (N +1),

La alternativa relevante es que la supervivencia del grupo tratado sea estocdsticamente mayor. Este
tipo de contexto motiva el uso de pruebas no paramétricas cuando no se puede asumir normalidad ni
homogeneidad de varianzas.

HEsto es una simplificacién habitual cuando la estructura longitudinal es compleja o cuando se prioriza
la comparacién global entre estados méas que la inferencia a nivel sujeto.

122



donde N = an Bajo Hy, el estadistico H se aproxima por una distribucién x? con

C' — 1 grados Zde libertad.

Correccién por comparaciones multiples. En anélisis que involucraron multiples
comparaciones por pares, como en el se utilizé la correccién de Bonferroni[13]. Esta
correccién reduce la probabilidad de cometer errores tipo I¥. En este trabajo permitié
asegurar que las diferencias detectadas entre estados o grupos fueran estadisticamente

confiables a pesar del gran nimero de contrastes realizados.

Relevancia en el contexto de esta tesis. Los métodos estadisticos presentados en
esta seccion constituyen una parte central del anélisis desarrollado en esta tesis. La natu-
raleza fisiolégica de los datos de EEG, junto con la variabilidad intersujeto y los tamanos
muestrales reducidos, hace imprescindible el uso de pruebas no paramétricas que no re-
quieren asumir normalidad y son robustas frente a valores atipicos. La eleccién de estas
herramientas permitié evaluar de manera confiable las diferencias entre grupos etarios,
estados de sueno y condiciones experimentales analizadas en los capitulos de aplicacio-
nes. Asimismo, la combinacion de pruebas univariadas y correcciones por comparaciones
multiples garantizé una interpretacién rigurosa de los resultados, preservando la validez

estadistica de las conclusiones obtenidas a lo largo del trabajo.

$8E1 error tipo I consiste en rechazar Hy cuando en realidad es verdadera, es decir, detectar una
diferencia que no existe.
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Capitulo 10

Aplicaciones I: Sueno en perros - efectos del envejecimiento

El presente capitulo se basa en los resultados publicados en el articulo titulado “Sleep
and cognition in aging dogs. A polysomnographic study” [14], un trabajo en conjunto con
las doctoras Alejandra Mondino y Natasha J. Olby, del Department of Clinical Sciences,
College of Veterinary Medicine, North Carolina State University, Raleigh, NC, United
States.

10.1. Introduccién

El sueno desempena un papel esencial en el mantenimiento de un funcionamiento
cerebral estable y equilibrado, lo que permite que los procesos cognitivos —como atencion,
memoria, aprendizaje, planificacion, toma de decisiones y regulaciéon emocional— operen
de manera 6ptima a lo largo del tiempo [15, 16]. En otras palabras, es la capacidad
del cerebro para preservar un “equilibrio interno” en sus funciones cognitivas frente a
cambios internos (como envejecimiento o neurodegeneracién) o externos (estrés, falta de
sueno, estimulos ambientales), y se lo conoce como “homeostasis cognitiva” [17]. En el
contexto del sueno, mantener este equilibrio implica que dormir contribuye a restaurar
y organizar la informacion, consolidar la memoria y mantener la eficiencia de las redes
neuronales, asegurando un funcionamiento cerebral adecuado durante la vigilia [18].

En este contexto, los perros constituyen un modelo valioso para el estudio del sueno
debido a sus similitudes fisiolégicas y neurolégicas con los humanos, asi como a la presen-
cia de trastornos del sueno comparables, incluyendo alteraciones del ciclo sueno-vigilia y
disminucién en la calidad del sueno [19, 20, 21].

El presente capitulo se centra en los cambios relacionados con la edad en el ciclo
sueno-vigilia y en las caracteristicas electroencefalograficas en perros senior. Al igual que
los humanos, los perros experimentan alteraciones en su ciclo sueno-vigilia con la edad
[22, 23], y los propietarios de perros mayores reportan cambios conductuales relacio-

nados con el sueno, tales como insomnio o aumento del tiempo de descanso durante el
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dia [24]. Estas variaciones pueden reflejar tanto un envejecimiento normal como proce-
sos neurodegenerativos subyacentes, similares al sindrome de disfuncion cognitiva canina
(CCDS), andlogo canino de la enfermedad de Alzheimer [25, 26, 27, 28], caracterizado
por desorientacion, alteraciones de memoria, dificultades de aprendizaje, cambios en la
interaccién social, ansiedad y alteraciones en el ciclo sueno-vigilia [29, 30, 31].

Para evaluar objetivamente estos cambios, se realizaron registros polisomnograficos
que incluyen electroencefalografia (EEG), electromiografia (EMG) y movimientos ocu-
lares (EOG), lo que permite un anélisis detallado de la macroestructura del sueno y de
las caracteristicas de los estados cerebrales [32, 33]. Sobre estos registros se aplicaron
diversas herramientas de andlisis de senales desarrolladas a lo largo de la tesis: densidad
espectral de potencia (PSD), complejidad de Lempel-Ziv (LZC) y Phase Lag Index (PLI)
(7, 34, 35].

El objetivo central de este estudio fue cuantificar los cambios relacionados con la edad
en la estructura del sueno y en las caracteristicas electroencefalograficas en perros senior.
Se planteo la hipdtesis de que los perros senior presentarian, en comparaciéon con perros
jovenes, menor tiempo en sueno NREM y REM, asi como diferencias en las métricas de
complejidad y conectividad. Estos andlisis permiten obtener una vision detallada de la

dinamica cerebral durante el envejecimiento canino.

10.2. Sujetos y metodologia

Poblacion de estudio. Todos los procedimientos fueron aprobados por el Comité
Institucional de Cuidado y Uso de Animales de la Universidad Estatal de Carolina del
Norte (NCSU, por sus siglas en inglés), protocolo nimero 21-303. Se utilizaron perros
propiedad de clientes que participaban en el estudio longitudinal de neuroenvejecimiento
en la Facultad de Medicina Veterinaria de la NCSU. Todos los propietarios revisaron y
firmaron un formulario de consentimiento informado antes de la participacién. Para ser
incluidos, los perros debian tener una edad superior al 75 % de su esperanza de vida es-
perada, que considera la altura y el peso del animal y puede aplicarse incluso en perros
mestizos. Ademas, debian estar libres de comorbilidades que pudieran impedir su capa-
cidad para realizar pruebas cognitivas (como la imposibilidad de caminar o ceguera). Se
recopilaron datos demograficos y se realizaron examenes fisicos, ortopédicos y neuroldgi-

cos en todos los perros. Se midié la altura hasta la parte dorsal de la escédpula (cruz)
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y el peso corporal para calcular la esperanza de vida esperada. También se realizaron
analisis de orina, panel bioquimico y hemograma completo para descartar comorbilidades
potenciales. Veintiocho perros [13,251, 57 anos (rango: 10,4-16, 2) fueron incluidos en es-
te estudio. Su esperanza de vida fraccionaria media fue de 1,060, 12 (rango: 0, 81-1, 22).
Diecisiete eran hembras castradas y 11 machos castrados. Diecisiete eran perros de raza
pura y once mestizos. La raza mas representada fue el pit bull terrier con cuatro perros,
seguido del Labrador retriever con dos perros. También hubo un perro de cada una de las
siguientes razas: pastor australiano, basset hound, beagle, border collie, braco de Bretana,
dachshund, pointer aleman de pelo corto, golden retriever, pastor aleman, setter irlandés

y pomerania.

Estudios polisomnograficos. Los perros fueron sometidos a registros polisomnografi-
cos (PSG) con adquisicién simultanea de EEG, EOG, EMG y ECG. Se emplearon cuatro
electrodos activos de EEG: F3, F'4, Fz (frontal izquierdo, derecho y linea media, respec-
tivamente) y Cz (vértice) (Figura 1A). La ubicacién de los electrodos permitié evaluar
corteza frontal y parietal, siendo la frontal especialmente relevante en el deterioro cog-
nitivo. Estos electrodos se referenciaron a Oz, ubicado sobre la protuberancia occipital
externa. La senal bipolar de EOG se registro colocando electrodos sobre el arco cigométi-
co izquierdo y derecho, junto al canto lateral de cada ojo (F'7 y F'8, respectivamente).
Se colocd un electrodo de tierra sobre los misculos temporales izquierdos. Para EMG,
se obtuvo senal bipolar mediante dos electrodos sobre los musculos dorsales del cuello,
izquierdo y derecho. Finalmente, un electrodo sobre el quinto espacio intercostal, refe-
renciado a C'z, permiti6 registrar el ECG. Se emplearon electrodos recubiertos en oro
(Genuine Grass 10 mm Gold Cup, Natus Medical Inc), fijados a la piel con crema para
electrodos SAC2 (Cadwell Laboratories) tras aplicar preparacién cutanea y solucién para
electrodos (Signa Spray, Parker Laboratories). Los registros se realizaron con el software
Cadwell Easy II (Cadwell Laboratories). La impedancia de los electrodos se verificé que
estuviera por debajo de 20 k) antes de comenzar la grabacion. La frecuencia de muestreo
fue de 400 Hz y todas las senales se filtraron en banda pasante entre 0,53 y 70 Hz; se
aplicé ademads un filtro notch durante la adquisicion para eliminar el ruido de linea a
60 Hz. Los registros se llevaron a cabo en un ambiente silencioso, con luz tenue y ruido

blanco reproducido mediante computadora (Figura 1B). La temperatura de la sala se
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mantuvo en 20 C'. Los propietarios trajeron a los perros en dos dias distintos: un dia de
adaptacion, para minimizar el “efecto de la primera noche” [36], y el dia de registro. Este
efecto se refiere a que la primera vez que un sujeto duerme en un entorno nuevo o bajo
monitoreo (como el laboratorio o con electrodos), su sueno suele ser mas fragmentado,
superficial o menos representativo de su patrén habitual. Durante el dia de adaptacién,
los perros se familiarizaron con el entorno y los electrodos, de modo que el registro del dia
siguiente reflejara un sueno mas natural y representativo. Se indicé que llevaran la cama
o mantas habituales de los perros para mayor comodidad. Durante el dia de adaptacion
se realizé un registro de 30 minutos para que el perro se familiarizara con el entorno y
el equipo. El dia de prueba, la sesiéon de PSG tuvo una duracién de 2 horas, iniciando
entre las 12:30 y 13:30, horario en el cual los perros suelen realizar siestas. En casos de
ansiedad o intento de abandonar la sala, se interrumpio la grabacién antes de las 2 horas.
El intervalo entre el dia de adaptacién y el registro nunca superé las 2 semanas; entre
ambos dias se realizaron las pruebas cognitivas. Los estados de vigilia, somnolencia, sueno
NREM y REM fueron puntuados manualmente en épocas de 3 s utilizando el software
Spike 2 (Cambridge Electronic Design) (Figura 1C). La vigilia se caracterizé por acti-
vidad rédpida en el EEG, alta actividad EMG y movimientos oculares frecuentes de alta
amplitud. La somnolencia mostré actividad EEG similar a la vigilia, menor pero obser-
vable actividad muscular y movimientos oculares reducidos en frecuencia y amplitud. El
sueno NREM se identificé por oscilaciones neuronales de baja frecuencia y alta amplitud,
principalmente en la banda delta, con actividad muscular significativamente reducida y
movimientos oculares ausentes o esporadicos. El sueno REM presento actividad EEG de
alta frecuencia, ausencia de actividad muscular y movimientos oculares rapidos frecuen-
tes, observables también como artefactos en el EEG. Se calcularon la latencia para entrar
en somnolencia, NREM y REM, asi como el porcentaje del tiempo total de grabacion
dedicado a cada estado conductual. Ademas, se estimo la eficiencia del sueno sumando el
tiempo en NREM y REM y dividiéndolo por el tiempo total registrado.
Preprocesamiento de las senales EEG. Las senales crudas de EEG provenientes de
los cuatro electrodos fueron exportadas desde Spike 2 a MATLAB (version 2022b; The
MathWorks Inc). Se seleccionaron todas las épocas libres de artefactos y sin transiciones

para los andlisis cuantitativos. El primer paso consistio en el preprocesamiento de las
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Vigilia Somnolencia Sueino NREM Sueio REM

F1cura 1. (A) Ubicacién de los electrodos. Se colocaron cuatro electrodos
activos de EEG sobre la linea media y las areas frontal izquierda y derecha
(Fz, F3 y F4, respectivamente), ademés del vértex (Cz). Estos electrodos se
representan con un punto negro. El electrodo de referencia se colocé sobre la
protuberancia occipital externa (Oz; punto rojo). La senal de EOG bipolar
se registré mediante dos electrodos ubicados en el arco cigomatico izquierdo
y derecho, junto al canto lateral de cada ojo (puntos azules). El electrodo de
tierra (G) se colocd sobre los musculos temporales izquierdos (punto verde).
EMG y ECG también fueron registrados, aunque no se muestran en la
figura. (B) Perro durante un registro polisomnogréfico utilizando su propia
cama. (C) Senales representativas de ECG, EOG, EMG y EEG durante
vigilia, somnolencia, sueno NREM y suefio REM. Se observa contaminacion
del ECG en la senal de EMG.

senales, aplicando un filtro pasa banda entre 1 y 70 Hz, junto con un filtro notch a
60 Hz para eliminar el ruido de la red eléctrica. Los estados de sueno—somnolencia,
sueno NREM y sueio REM—fueron puntuados manualmente en épocas de 3 segundos,

siguiendo la practica establecida en polisomnografia canina. Se eligieron épocas cortas por
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dos razones: (i) los perros no estaban sedados (en el 100 % de los casos) y con frecuencia
generaban artefactos por movimiento o actividad muscular, los cuales son mas faciles de
detectar y excluir en segmentos mas breves; y (ii) las transiciones entre estados de vigilia
ocurren mas rapidamente en perros que en humanos, por lo que una resolucién temporal

mas fina mejora la identificacion de los estados NREM y REM.

10.3. Andlisis de datos

10.3.1. Densidad Espectral de Potencia (PSD).

Preparacion de los datos. La densidad espectral de potencia (PSD) se utilizé para
cuantificar la contribucién relativa de las diferentes frecuencias presentes en la senal EEG.
Para cada sujeto y cada estado de sueno, se seleccionaron aleatoriamente un ntmero
minimo de épocas libres de artefactos a partir de los registros preprocesados. Cada senal
fue previamente filtrada mediante un filtro pasabanda Butterworth de quinto orden, con
frecuencias de corte entre 0,5 y 45 Hz y una frecuencia de muestreo de 400 Hz, lo que
permitié eliminar componentes de baja y alta frecuencia no deseadas y preservar el rango
de interés para el analisis del sueno.

Posteriormente, se calculd la densidad espectral de potencia (PSD) utilizando el méto-
do de Welch [37], implementado en la funcién scipy.signal.welch de la biblioteca SciPy
[38], con ventanas de 1 segundo y un 50 % de solapamiento, asegurando una resolucién
de frecuencia de 0,25 Hz en el rango de 0,5 a 50 Hz. La potencia total de cada época se
obtuvo sumando los valores de todas las divisiones discretas del espectro, denominadas
bins de frecuencia, y a partir de ella se calculé la PSD relativa (rPSD) dividiendo la
potencia de cada bin por la potencia total de la senal. Los resultados se organizaron en
matrices donde cada columna correspondia a una época y cada fila a un bin de frecuen-
cia. Esta estructura permitio calcular la PSD promedio por canal y por estado de sueno,
garantizando comparaciones consistentes entre diferentes estados, sujetos o condiciones
experimentales. La normalizacion mediante PSD relativa asegura que las diferencias ob-
servadas reflejen cambios en la distribucion espectral de la senal y no simples variaciones
globales de amplitud.

Andlisis estadistico. Los valores de PSD relativa obtenidos para cada estado fueron
utilizados para los analisis comparativos entre grupos independientes. Dado que los sujetos

pertenecen a grupos distintos y no existen observaciones pareadas, se aplicd la prueba
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de Mann-Whitney para dos muestras independientes (detallada en el Capitulo 9). Los
resultados de estos analisis se presentan en la Figura 2, donde se muestra el PSD promedio
por canales y se indican mediante sombreado las bandas de frecuencia en las que se

encontraron diferencias significativas.

Vigilia Somnolencia
107
107°
a -9
%)
2 10
10*12
10—15
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
NREM REM
107
10°
aQ -9
%)
2 10
10*12
10—15

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

FicuraA 2. PSD promedio a través de los canales en cada estado. Las
regiones sombreadas indican los rangos de frecuencia donde se observaron
diferencias significativas entre los grupos.

Conclusiones preliminares. En vigilia, los valores de PSD relativo fueron ligeramente
mayores en el grupo de perros senior en comparacién con los jovenes, especialmente en las
frecuencias bajas. El analisis estadistico mostré diferencias significativas en este rango, lo
que sugiere una mayor potencia espectral en los animales de mas edad durante el estado
de alerta. Durante la somnolencia, las diferencias entre grupos se atenuaron, aunque se
observaron cambios significativos en algunas frecuencias bajas y medias, indicando que
las variaciones asociadas a la edad siguen presentes, pero de manera mas limitada. En el
sueno NREM, los perros jévenes mostraron una leve reduccién general del PSD relativo en
comparacion con los senior, con diferencias estadisticamente significativas en un amplio
rango de frecuencias bajas y medias. Esto podria reflejar diferencias en la profundidad o
estabilidad del sueno entre grupos etarios. En cambio, en el suenio REM no se registraron

diferencias significativas en la mayoria de las frecuencias. Solo se observaron cambios
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puntuales en un rango limitado, lo que sugiere que la edad no ejerce un efecto claro sobre

la actividad oscilatoria en esta etapa.

10.3.2. Complejidad de Lempel-Ziv (LZC).

Preparacion de los datos. La complejidad de Lempel-Ziv (LZC) se utilizé para cuan-
tificar la irregularidad y diversidad temporal de las senales EEG. Este enfoque permite
capturar informacion sobre la estructura de la senal que no es detectable mediante me-
didas de potencia espectral, complementando asi los analisis de PSD. Para cada sujeto y
cada estado de sueno, se seleccionaron épocas libres de artefactos a partir de los registros
preprocesados. Cada senal fue previamente filtrada mediante un filtro pasabanda Butter-
worth de tercer orden, separando dos rangos de frecuencia de interés: bajas frecuencias
de 1 a 16 Hz y altas frecuencias de 16 a 60 Hz. Esta segmentacion permitié analizar la
complejidad en diferentes bandas espectrales relevantes para el sueno. Para cada época y
canal, la senal filtrada fue transformada en una secuencia binaria mediante un algoritmo
de discretizacion, y posteriormente se calcul6 el LZC utilizando el método de Lempel-Ziv
binario. Esta métrica asigna valores mayores a senales mas irregulares y diversas, y va-
lores menores a senales mas predecibles o repetitivas. Los valores de LZC obtenidos por
canal y estado fueron promediados para cada sujeto, generando matrices organizadas por
épocas y canales, de manera analoga a la estructura utilizada en los analisis de PSD. Los
resultados finales se agruparon por estado de sueno y banda de frecuencia, permitiendo
comparaciones entre los estados de "Vigilia’, ’Somnolencia’, 'NREM’ y 'REM’.

Andlisis estadistico. Aligual que en el analisis anterior, se aplicé la prueba de Mann—Whitney
para dos muestras independientes. Los resultados se presentan en la Figura 3, donde se
muestran los valores promedio de LZC por canal y estado de sueno, distinguiendo en-
tre frecuencias bajas [1 — 16Hz] y altas [16 — 60H z], y destacando con asteriscos la
significancia estadistica las diferencias entre condiciones experimentales.

Andalisis estadistico. Para evaluar diferencias entre condiciones experimentales se aplico
la prueba de Mann—-Whitney para dos muestras independientes. Los resultados se presen-
tan en la Figura 3, mostrando los valores promedio de LZC por canal y estado de sueno,

con asteriscos que indican las diferencias estadisticamente significativas.
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F1GUrA 3. Valores de LZC promedio a través de los canales en cada estado
de sueno. Los asteriscos sobre las cajas indican en qué estado se encontraron
diferencias significativas entre los grupos (x p < 0,05; == p < 0,01)

Conclusiones preliminares. El anélisis de la complejidad (LZC) mostré diferencias
entre los grupos Senior y Joven a lo largo de los distintos estados de sueno y frecuen-
cias. Durante la vigilia, los valores de LZC en bajas frecuencias no mostraron diferencias
significativas entre grupos, mientras que en altas frecuencias el grupo Senior presentd
valores significativamente mayores, indicando una mayor complejidad en el grupo Senior.
En la somnolencia, las bajas frecuencias continuaron sin diferencias significativas, pero
en altas frecuencias la complejidad fue también significativamente superior en el grupo Se-
nior. Durante el NREM, no se observaron diferencias significativas en bajas frecuencias,
mientras que en altas frecuencias el grupo Senior mostré valores levemente mayores con
significancia menor. Finalmente, en el REM no se detectaron diferencias significativas en
ninguna de las bandas de frecuencia, reflejando un patrén mas homogéneo entre ambos
grupos. En términos generales, los resultados evidencian una disminucién progresiva de la
complejidad desde vigilia hacia NREM, especialmente en las altas frecuencias, y sugieren
que la edad (grupo Senior) se asocia con valores de LZC maés elevados, particularmente

en frecuencias altas.

10.3.3. Entropia de Permutacién (PE).

Preparacion de los datos. La entropia de permutaciéon (PE) se utilizé como medida
de complejidad de la senal EEG, cuantificando la irregularidad de la serie temporal en
cada canal y estado de sueno. Para cada sujeto y cada estado, se seleccionaron épocas

preprocesadas, previamente filtradas mediante un filtro pasabanda Butterworth de tercer
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orden. Se calcularon dos bandas de interés: frecuencias bajas (|1 — 16Hz]) y frecuencias
altas ([16 —60]|H z), utilizando una frecuencia de muestreo de 400 Hz. La senal filtrada se
dividié en vectores de longitud definida, y a partir de ellos se estim6 la entropia de per-
mutacion para cada época mediante la funcién complexity_entropy del paquete ordpy
[39]. con pardmetros de embedding dimension dz = 4 y time lag taux = 1, obteniéndose
la PE promedio por canal y estado. Los valores de PE resultantes se organizaron en un
DataFrame donde cada fila corresponde a un canal en un estado especifico de un sujeto,
y se registran ademads la banda de frecuencia analizada, la clasificacién del sujeto y el
grupo etareo.

Andalisis estadistico. Al igual que en los andlisis anteriores, para evaluar diferencias
entre condiciones experimentales se aplicé la prueba de Mann-Whitney para dos mues-
tras independientes. Los resultados se presentan en la Figura 4, mostrando los valores
promedio de LZC por canal y estado de sueno, con asteriscos que indican las diferencias

estadisticamente significativas.
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F1curA 4. Valores de PE promedio a través de los canales en cada estado
de sueno. Los asteriscos sobre las cajas indican en qué estado se encontraron
diferencias significativas entre los grupos.

Conclusiones preliminares. El andlisis de la entropfa por permutaciéon (PE) mostré
diferencias entre los grupos Senior y Joven a lo largo de los distintos estados de sueno
y bandas de frecuencia. Durante la vigilia, no se observaron diferencias significativas
en bajas frecuencias, mientras que en altas frecuencias el grupo Senior presentd valores
significativamente mayores, indicando una mayor complejidad temporal de la senal EEG
en el grupo Senior. En la somnolencia, las bajas frecuencias continuaron sin diferencias

significativas, pero en altas frecuencias el grupo Senior mantuvo valores superiores con
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significancia menor. Durante el NREM, se detecté una diferencia significativa en bajas
frecuencias y en altas frecuencias la complejidad fue mayor en el grupo Senior con sig-
nificancia més fuerte (p < 0,01). Finalmente, en el REM no se encontraron diferencias
significativas en ninguna banda de frecuencia, reflejando un patrén mas homogéneo entre
ambos grupos.

En términos generales, los resultados evidencian una disminucion progresiva de la com-
plejidad medida por PE desde wigilia hacia NRFEM, especialmente en altas frecuencias.

Los efectos se mantuvieron relativamente homogéneos a lo largo de los canales analizados.

10.3.4. Coherencia (Cxy).

Preparacion de Datos. Para el andlisis de coherencia (Cxy) entre pares de electrodos,
se utilizaron las senales preprocesadas de cada sujeto. Para cada época dentro de un
estado, se calculd la coherencia espectral utilizando la funcién scipy.signal.coherence
con los siguientes pardmetros: ventana de 256 muestras (nperseg=256), solapamiento
de 128 muestras (noverlap=128) y transformada rdpida de Fourier de tamano igual
a la frecuencia de muestreo (nfft=fs). Posteriormente, se promediaron los valores de
coherencia a través de todas las épocas para obtener una medida representativa por
estado de sueno y por sujeto. Para este estudio, se analizaron especificamente dos pares
de electrodos que se consideraron relevantes: el par frontal F'3—F4 y el par medio-frontal
F2—C'z. Finalmente, se construyé un DataFrame consolidado que contiene, para cada
perro y estado de sueno, los valores de coherencia para frecuencias entre 0 y 45 Hz, junto
con la informacién etaria de grupo.

Analisis estadistico. Al igual que en los andlisis anteriores, para evaluar diferencias
entre condiciones experimentales se aplico la prueba de Mann—Whitney para dos muestras
independientes. Los resultados se presentan en la Figura 5, mostrando los valores prome-
dio por canal y estado de suetio, con asteriscos que indican las diferencias estadisticamente
significativas.

10.3.4.1. Conclusiones preliminares. Durante Vigilia, se observaron diferencias sig-
nificativas en la coherencia entre grupos etarios en frecuencias bajas a medias (8,5, 11,5
y 19,5 Hz), lo que sugiere variaciones en la sincronizacién cortical aun en estado de aler-
ta. En Somnolencia, las diferencias fueron mas amplias y se extendieron a un rango

de frecuencias mas bajo y alto (3,56 Hz y 21,5-26,5 Hz), indicando que el proceso de
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FI1GUurA 5. Graficos de coherencia (Cxy) de todos los pares de canales
en cada estado de sueno. Las areas sombreadas verticalmente indican los
intervalos de frecuencia en los que se encontraron diferencias significativas
entre los grupos etarios.

transicién hacia el sueno se acompana de una reorganizacién mas marcada del acopla-
miento funcional entre las regiones frontales en los dos grupos etarios. Durante el estado
NREM, se evidenciaron las diferencias mas consistentes, especialmente en frecuencias

bajas (1-6.5 Hz) y en bandas medias (12-20H z). Esto refleja que las caracteristicas de
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la conectividad cortical durante el sueno profundo difieren de manera sistematica entre
jovenes y adultos mayores, posiblemente vinculadas a cambios fisiolégicos asociados al en-
vejecimiento en los mecanismos de sincronizacion neuronal. Finalmente, durante el REM,
no se observaron diferencias significativas entre grupos, lo cual sugiere que la dindmica de
acoplamiento cortical en el sueno paraddjico se mantiene relativamente conservada con
la edad. En conjunto, estos resultados indican que las diferencias etarias en la coheren-
cia neuronal son méas notorias en los estados de transiciéon y suenio profundo, mientras
que en vigilia y sueno REM las redes cerebrales presentan patrones de sincronizacion

comparables.

10.4. Discusién general

En este estudio se exploraron las diferencias asociadas al envejecimiento en la dinami-
ca cerebral, evaluando y comparando la Densidad Espectral de Potencia (PSD), la com-
plejidad de Lempel-Ziv (LZC), la entropia de permutacién (PE) y la coherencia entre
pares de electrodos en individuos jovenes y mayores. Los resultados obtenidos revelan
que el envejecimiento conlleva modificaciones tanto en la organizacién espectral como en
la sincronizacién funcional del EEG, las cuales dependen del estado de sueno [23, 16].

Los anélisis de PSD mostraron una disminucién de la potencia en el grupo Senior,
especialmente en las bandas bajas y medias, durante los estados de Vigilia, Somnolencia
y NREM. Esta reducciéon de amplitud sugiere una menor sincronizacion de la actividad
cortical lenta, coherente con reportes previos que describen una atenuacién de las osci-
laciones delta y theta con la edad [40, 41, 18]. Durante el estado REM, las diferencias
fueron minimas, lo que podria reflejar una preservacion relativa de la actividad rapida en
esta fase o una menor representacién de dicho estado en el grupo mayor [22].

Las métricas de complejidad (LZC) evidenciaron valores méas altos en el grupo Se-
nior, particularmente durante las etapas de NREM y Somnolencia, indicando una mayor
irregularidad o desorganizacién de los patrones eléctricos cerebrales. Este aumento de la
complejidad es consistente con una reduccién de la sincronizacién global y con un pro-
cesamiento cortical menos eficiente propio del envejecimiento [42, 35]. En paralelo, la
entropia de permutacién mostré un patrén similar: mayores valores en el grupo Senior
en estados de Vigilia y Somnolencia, sugiriendo una pérdida de estructura temporal en

la senal y un incremento de la variabilidad neuronal [43].
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Los anélisis de coherencia revelaron diferencias especificas segin el estado de sueno.
Durante la Vigilia, se observaron diferencias significativas en frecuencias bajas y medias,
reflejando una menor coherencia interhemisférica en los individuos mayores [44, 34].
En Somnolencia, las diferencias se extendieron a un rango mas amplio, indicando una
reorganizacién de la sincronizacion funcional en la transicién hacia el sueno. Durante el
sueno NREM, se observaron las diferencias mas robustas, principalmente en frecuencias
bajas y medias, lo que sugiere una disminucién marcada en la conectividad neuronal
asociada a la actividad lenta, caracteristica del sueno profundo [18, 45]. En cambio,
durante el REM no se encontraron diferencias significativas entre grupos, lo que indica
que la conectividad réapida parece menos afectada por el envejecimiento.

En conjunto, estos resultados muestran que el envejecimiento modifica la dindmi-
ca cortical de manera dependiente del estado de sueno. Los adultos mayores presentan
menor potencia en bandas lentas, mayor complejidad y entropia, y una reducciéon de
la coherencia funcional en estados de transicién y sueno profundo. Este patrén sugiere
una pérdida de sincronizacién global y una reorganizacién de las redes neuronales con la
edad, compatible con procesos de desacoplamiento funcional y disminuciéon de la eficien-
cia en la comunicacién interregional [23, 19]. En suma, el envejecimiento no sélo altera
la amplitud de las oscilaciones corticales, sino también su estructura temporal y su grado
de sincronizacion, reflejando un cambio global en la dinamica cerebral durante el ciclo

vigilia-sueno.
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Capitulo 11

Aplicaciones II: Sueno en perros - efectos de la trazodona

El presente capitulo se basa en los resultados publicados en el articulo titulado “Sleep
and cognition in aging dogs. A polysomnographic study” [14], un trabajo en conjunto con
las doctoras Alejandra Mondino y Natasha J. Olby, del Department of Clinical Sciences,
College of Veterinary Medicine, North Carolina State University, Raleigh, NC, United
States y con la colaboracion del Dr. Pablo Torterolo, del Laboratorio de Sueno de la

Universidad de la Republica (UdelaR), Montevideo, Uruguay.

11.1. Introduccién

Como se abordo en el capitulo anterior, el suefio es un proceso bioldgico esencial que
aporta multiples beneficios para la salud y el correcto funcionamiento del cerebro [46, 47,
48]. Cabe recordar que los perros constituyen un modelo valioso para el estudio del sueno
debido a sus similitudes fisiolégicas y neurolégicas con los humanos [20, 45]. Cualquier
alteracién en la calidad o cantidad de sueno puede afectar el desempeno cognitivo y el
bienestar general, tanto en humanos como en animales [49, 50].

La trazodona es un farmaco ampliamente utilizado en medicina veterinaria con pro-
piedades ansioliticas, antidepresivas e hipnédticas [51, 52, 53], demostrado efectivo en la
mejora de la calidad del suenio y en la reduccién de ansiedad en perros [54, 55, 56]. Sin
embargo, los mecanismos neuronales subyacentes a sus efectos durante el suefio no han
sido completamente caracterizados. Este capitulo se centra en investigar cémo la trazo-
dona modula la dindmica cerebral en perros saludables durante los diferentes estados del
sueno.

Para ello, se realizaron registros polisomnograficos (EEG, EMG y EOG) durante
periodos de sueno diurno, permitiendo evaluar tanto la arquitectura del sueno como la
actividad eléctrica cerebral [32]. Se emplearon los mismos 12 perros jévenes analizados
en el capitulo anterior, y cada sujeto fue sometido tanto a condiciones control como

a administracion de trazodona en un orden aleatorio, de manera que algunos perros
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participaron primero con el farmaco y luego en condicién control, y otros en el orden
inverso.

Se analizaron cambios en la duracién de cada estado de sueno, la densidad espectral de
potencia relativa (PSD), la complejidad y aleatoriedad de la sefial mediante Lempel-Ziv
Complexity (LZC) [7, 57] y Permutation Entropy (PE) [4, 58], asi como la conectividad
cerebral usando Phase Lag Index (PLI) [3] y coherencia [59]. La hipétesis planteada
fue que la trazodona produciria modificaciones en la estructura del ciclo sueno-vigilia,
alteraciones en la potencia espectral y cambios en la complejidad y conectividad de la
actividad eléctrica cerebral.

Estos analisis permiten comprender mejor los efectos a corto plazo de la trazodona
sobre la actividad cerebral durante el sueno y aportan informacién relevante para su uso
clinico en el manejo de trastornos del sueno en perros, con posibles implicancias en la

investigacion translacional hacia otras especies, incluyendo humanos.

11.2. Sujetos y metodologia

Poblacion de estudio. Todos los procedimientos fueron aprobados por el Comité
Institucional de Cuidado y Uso de Animales de la Universidad Estatal de Carolina del
Norte (NCSU, por sus siglas en inglés), protocolo nimero 21-303. Se utilizaron perros
propiedad de clientes que participaban en el estudio longitudinal de neuroenvejecimiento
en la Facultad de Medicina Veterinaria de la NCSU. Todos los propietarios revisaron
y firmaron un formulario de consentimiento informado antes de la participacion. Doce
perros domésticos jovenes y saludables (edad media 64,4 + meses), de distintos sexos
y razas, participaron en este estudio (peso medio 20,08 £ 9,1 kg). Todos los animales
fueron evaluados en tres etapas realizadas en dias distintos: dia de adaptacién, registro

con trazodona y registro sin trazodona.

Estudios polisomnograficos. Como se detallé en el capitulo anterior, los perros
fueron sometidos a registros polisomnograficos (PSG) con adquisicién simulténea de EEG,
EOG, EMG y ECG. Se emplearon cuatro electrodos activos de EEG: F3, F4, Fzy Cz
(Figura 1A), los registros se llevaron a cabo en un ambiente silencioso, con luz tenue y
ruido blanco reproducido mediante computadora (Figura 1B). En este caso, se llevaron

a cabo dos sesiones , en dias distintos, para registrar datos bajo dos condiciones: sin
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medicacién y con trazodona. El orden de estas condiciones (con o sin trazodona) se
equilibr6 de manera contrabalanceada. La dosis utilizada del farmaco fue de 5 mg/kg
via oral, correspondiente a la dosis empleada como sedante en perros Tras la sesién de
adaptacion, la condicién inicial (con o sin farmaco) se asigné de manera aleatoria y,
durante la tercera visita, se implemento la condicién opuesta. El intervalo entre la sesion
de adaptacién y los dias de registro se mantuvo por debajo de dos semanas. Los estados
de vigilia, somnolencia, sueno NREM y REM fueron puntuados manualmente en épocas

de 3 s utilizando el software Spike 2 (Cambridge Electronic Design) ((Figura 1C)).

Preprocesamiento de las senales EEG. Las senales crudas de EEG provenientes
de los cuatro electrodos fueron exportadas desde Spike 2 a MATLAB (version 2022b; The
MathWorks Inc). Se seleccionaron todas las épocas libres de artefactos y sin transiciones
para los andlisis cuantitativos. El primer paso consistio en el preprocesamiento de las
senales, aplicando un filtro pasa banda entre 1 y 70 Hz, junto con un filtro notch a 60
Hz para eliminar el ruido de la red eléctrica. Los estados de sueno—somnolencia, sueno
NREM y sueno REM—fueron puntuados manualmente en épocas de 3 segundos, siguien-
do la practica establecida en polisomnografia canina. Se eligieron épocas cortas por dos
razones: (i) los perros no estaban sedados (en el 100 % de los casos) y con frecuencia
generaban artefactos por movimiento o actividad muscular, los cuales son mas faciles de
detectar y excluir en segmentos més breves; y (ii) las transiciones entre estados de vigilia
ocurren mas rapidamente en perros que en humanos, por lo que una resolucién temporal
mas fina mejora la identificacién de los estados NREM y REM. Para abordar la variabi-
lidad en el niimero de épocas entre los diferentes estados conductuales, se seleccionaron
cinco épocas por estado para asegurar consistencia en el analisis. Esta estrategia permitio
mantener uniformidad en el conjunto de datos y facilitar la comparacién entre estados en
los andlisis posteriores. Las épocas fueron elegidas de manera aleatoria para garantizar
imparcialidad, y cada época tuvo una longitud de Npuine = 1200 puntos. Posteriormen-
te, se aplicaron los analisis correspondientes y se calcul6 el valor promedio de todas las

épocas para obtener un tnico valor representativo por perro.

11.3. Analisis de datos

11.3.1. Densidad Espectral de Potencia (PSD).
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Preparacion de los datos. Como detallamos en el capitulo anterior, la densidad espec-
tral de potencia (PSD) se utilizé para cuantificar la contribucion relativa de las diferentes
frecuencias en la senal EEG. Para cada sujeto y cada estado de sueno, se seleccionaron
aleatoriamente un nimero minimo de épocas libres de artefactos a partir de los registros
crudos. Se calculé el PSD utilizando el método de Welch, con ventanas de 1 segundo y
50 % de solapamiento, asegurando una resolucién de frecuencia de 0,25 Hz en el rango
de 0,5 a 50 Hz. La potencia total de cada época se obtuvo sumando los valores de todas
las divisiones discretas en las que se separa el espectro de la senal, llamadas bins de fre-
cuencia, y a partir de ella se calculé la PSD relativa (rPSD) dividiendo la potencia de
cada bin por la potencia total de la senal. Los resultados fueron organizados en matrices
donde cada columna representaba una época y cada fila un bin de frecuencia. Esta estruc-
tura permitié calcular la PSD promedio por canal y por estado de sueno, garantizando
comparaciones consistentes entre diferentes estados, sujetos o condiciones experimentales.
La normalizacion mediante PSD relativa asegura que las diferencias observadas reflejen
cambios en la distribucion espectral de la senal y no variaciones globales de amplitud.

Andlisis estadistico. Los valores de PSD relativa obtenidos para cada estado fueron
utilizados para los analisis comparativos. Para los estados de "Vigilia’ y ’Somnolencia’ se
aplicé la prueba de Wilcoxon para muestras pareadas (WP), dado que todos los sujetos
presentaron estos estados en ambas condiciones. En cambio, para los estados de 'NREM’
y '/REM’, se utiliz6 la prueba de Mann-Whitney para dos grupos independientes (P)
(ambas pruebas estédn detalladas en el Capitulo 9), ya que algunos sujetos no presentaron
estos estados en ambas condiciones, impidiendo un andlisis pareado. Los resultados de
estos andlisis se presentan en la Figura 2, donde se muestra el PSD promedio por canales y
se destacan con sombreado las bandas de frecuencia en las que se encontraron diferencias

significativas.
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FicurA 2. PSD promedio a través de los canales en cada estado. Las
regiones sombreadas indican los rangos de frecuencia donde se observaron
diferencias significativas entre los grupos.

Conclusiones preliminares. En vigilia, los valores de PSD fueron consistentemente
mayores en el grupo control en comparacion con el grupo bajo el efecto de trazodona,
principalmente en frecuencias bajas y medias. El andlisis estadistico mostré diferencias
significativas en distintos rangos, lo que indica que la trazodona reduce la potencia espec-
tral en este estado. Durante la somnolencia, el grupo con trazodona presenté un marcado
descenso del PSD en relacién con el control. Las diferencias resultaron significativas en
casi todo el espectro, lo que evidencia un fuerte impacto de la medicaciéon sobre la ac-
tividad oscilatoria en esta etapa. En el sueno NREM, el PSD también fue menor bajo
trazodona, con diferencias estadisticamente significativas desde las frecuencias mas bajas
y extendidas a un rango amplio. Esto sugiere una reduccién global de la potencia es-
pectral en el sueno profundo. En cambio, en el sueno REM no se observaron diferencias
significativas en la mayoria de las frecuencias. Solo se registraron cambios puntuales en un
rango limitado, lo que indica que la trazodona no altera de manera marcada la actividad
espectral en este estado. Sin embargo, estos hallazgos deben interpretarse con cautela, ya

que varios sujetos bajo trazodona no alcanzaron esta etapa de sueno. Esto no solo reduce
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la confiabilidad de los resultados, sino que también sugiere que la trazodona podria estar

interfiriendo con la apariciéon o el mantenimiento del sueno REM.

11.3.2. Complejidad de Lempel-Ziv (LZC).

Preparacion de los datos. La complejidad de Lempel-Ziv (LZC) se utilizé para cuan-
tificar la irregularidad y diversidad temporal de las senales EEG. Este enfoque permite
capturar informacion sobre la estructura de la senal que no es detectable mediante me-
didas de potencia espectral, complementando asi los analisis de PSD. Para cada sujeto y
cada estado de sueno, se seleccionaron épocas libres de artefactos a partir de los registros
crudos. Cada senal cruda fue previamente filtrada mediante un filtro pasabanda Butter-
worth de tercer orden, separando dos rangos de frecuencia de interés: bajas frecuencias
de 1 a 16 Hz y altas frecuencias de 16 a 60 Hz. Esta segmentacion permitié analizar la
complejidad en diferentes bandas espectrales relevantes para el suenio. Para cada época y
canal, la senal filtrada fue transformada en una secuencia binaria mediante un algoritmo
de discretizacion, y posteriormente se calcul6 el LZC utilizando el método de Lempel-Ziv
binario. Esta métrica asigna valores mayores a senales mas irregulares y diversas, y va-
lores menores a senales mas predecibles o repetitivas. Los valores de LZC obtenidos por
canal y estado fueron promediados para cada sujeto, generando matrices organizadas por
épocas y canales, de manera analoga a la estructura utilizada en los andlisis de PSD. Los
resultados finales se agruparon por estado de sueno y banda de frecuencia, permitiendo
comparaciones entre los estados de "Vigilia’, ’Somnolencia’, ’'NREM’ y 'REM’.

Andalisis estadistico. Al igual que en el andlisis anterior, para los estados de "Vigilia’
y ’Somnolencia’ se seleccioné la prueba estadistica segin la relacién entre las muestras.
Las bandas de frecuencia bajas y altas fueron analizadas por separado, asegurando que
las comparaciones estadisticamente significativas reflejen diferencias especificas en cada
rango espectral. Los resultados se presentan en la Figura 3, donde se muestran los valores
promedio de LZC por canal y estado de sueno, distinguiendo entre frecuencias bajas
[1 —16Hz] y altas [16 — 60H z], y destacando con asteriscos la significancia estadistica
las diferencias entre condiciones experimentales.

Conclusiones preliminares. El andlisis de la complejidad evidencié una disminucién
progresiva de los valores tanto en bajas como en altas frecuencias al pasar de vigilia hacia

NREM, reflejando la reduccién de la complejidad en etapas mas profundas del sueno.

144



Esta tendencia se observd en ambos grupos, aunque con diferencias en la magnitud de
los valores: el grupo Trazodona mostré valores de LZC consistentemente mas elevados
que el grupo Control, especialmente en altas frecuencias. En cuanto a los canales, se
mantuvo un patréon relativamente homogéneo, sin un predominio marcado de regiones
especificas. No obstante, se identificaron variaciones interindividuales que sugieren la
necesidad de un anélisis mas fino en relacién con la topografia y los efectos del farmaco. En
conjunto, los resultados apoyan la hipdtesis de que la complejidad neuronal disminuye con
la profundidad del suefio y que la Trazodona podria modular este descenso, manteniendo

un nivel mayor de complejidad en comparacién con el grupo Control.

11.3.3. Entropia de Permutacién (PE).

Preparacion de los datos. La entropia de permutacién (PE) se utilizé como medida de
complejidad de la senal EEG, cuantificando la irregularidad de la serie temporal en cada
canal y estado de suenio. Para cada sujeto y cada estado, se seleccionaron épocas libres
de artefactos, previamente filtradas mediante un filtro pasabanda Butterworth de tercer
orden. Se calcularon dos bandas de interés: frecuencias bajas ([1 — 16Hz]) y frecuencias
altas ([16 —60] H z), utilizando una frecuencia de muestreo de 400 Hz. La senal filtrada se
dividio en vectores de longitud definida, y a partir de ellos se estimé la entropia de per-
mutacion para cada época mediante la funcién complexity_entropy del paquete ordpy
[39]. con pardmetros de embedding dimension dz = 4 y time lag taux = 1, obteniéndose
la PE promedio por canal y estado. Los valores de PE resultantes se organizaron en un
DataFrame donde cada fila corresponde a un canal en un estado especifico de un sujeto,
y se registran ademds la banda de frecuencia analizada, la clasificacién del sujeto y la
condicién experimental (con o sin Trazodona).

Andalisis estadistico. Al igual que en los analisis anteriores, para los estados de "Vigilia’
y ’Somnolencia’ se seleccioné la prueba estadistica segin la relacién entre las muestras.
Las bandas de frecuencia bajas y altas fueron analizadas por separado, asegurando que
las comparaciones estadisticamente significativas reflejen diferencias especificas en cada
rango espectral. Los resultados se presentan en la Figura 4, donde se muestran los valores
promedio de LZC por canal y estado de sueno, distinguiendo entre frecuencias bajas
[1 — 16]Hz y altas [16 — 60]Hz, y destacando con asteriscos la significancia estadistica

las diferencias entre condiciones experimentales.
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Conclusiones preliminares. El analisis de la entropia por permutacion evidencié una
disminucién progresiva de los valores al pasar de vigilia hacia NREM, reflejando la re-
duccién de la complejidad temporal de la senal EEG en etapas mas profundas del sueno.
Esta tendencia se observd en ambos grupos, aunque con diferencias en la magnitud de
los valores: el grupo Trazodona mostro valores de PE consistentemente mas elevados que
el grupo Control, especialmente en frecuencias altas. En cuanto a los canales, se mantuvo
un patron relativamente homogéneo, sin un predominio marcado de regiones especificas.
No obstante, se identificaron variaciones interindividuales que sugieren la necesidad de un
analisis mas detallado en relacién con la topografia y los efectos del farmaco. En conjunto,
los resultados apoyan la hipotesis de que la complejidad neuronal medida mediante PE
disminuye con la profundidad del sueno y que la Trazodona podria modular este descenso,

manteniendo un nivel mayor de complejidad en comparaciéon con el grupo Control.

11.3.4. Coherencia (Cxy).

Preparacion de Datos. Para el andlisis de coherencia (Cxy) entre pares de electrodos,
se utilizaron las senales preprocesadas de cada sujeto. Para cada época dentro de un
estado, se calculé la coherencia espectral utilizando la funcién scipy.signal.coherence
con los siguientes pardmetros: ventana de 256 muestras (nperseg=256), solapamiento
de 128 muestras (noverlap=128) y transformada rdpida de Fourier de tamano igual
a la frecuencia de muestreo (nfft=fs). Posteriormente, se promediaron los valores de
coherencia a través de todas las épocas para obtener una medida representativa por
estado de suefio y por sujeto. Finalmente, se construyé un DataFrame consolidado que
contiene, para cada perro y estado de sueno, los valores de coherencia para frecuencias
entre 0 y 50 Hz, junto con la informacién de grupo (Trazodona o Control).

Andalisis estadistico. Al igual que en los andlisis anteriores, se seleccioné la prueba
estadistica segun la relacién entre las muestras. Los resultados se presentan en la Figura
5, donde se muestran las curvas de coherencia promedio entre todos los pares de canales,
por grupo y estado de sueno. Se destacan con sombreado los tramos de frecuencia en los
que se observaron diferencias significativas entre los grupos, permitiendo identificar los

intervalos espectrales donde la conectividad funcional difiere segin el tratamiento.
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11.8.4.1. Conclusiones preliminares. Durante Vigilia, se observaron diferencias de
coherencia principalmente en rangos de frecuencia baja a media, con niveles de signifi-
cancia (tanto = como =), indicando que la administracién de Trazodona altera la sincro-
nizacion de actividad neuronal incluso en estado de alerta. En Somnolencia, los efectos
fueron mas amplios, afectando frecuencias bajas y altas, con predominio de una mayor
significancia =+ en la mayoria de los rangos, sugiriendo un aumento o reorganizacion del
acoplamiento funcional en este estado intermedio de transicién hacia el sueno. Durante
NREM, se identificaron diferencias robustas y extendidas en casi todo el rango de fre-
cuencias bajas y medias, mayormente con significancia ==, lo que refleja que la Trazodona
modula de manera consistente la conectividad en fases de sueno profundo. En REM, los
cambios fueron mas discretos, concentrandose en bandas de frecuencia medias, todos con
significancia #, indicando efectos menos pronunciados sobre la conectividad en sueno pa-
radéjico. En conjunto, estos resultados sugieren que la Trazodona induce modificaciones
especificas en la coherencia neuronal segin el estado de sueno, afectando principalmente
las fases de transicién y suenio profundo, mientras que su impacto en REM es mas limita-
do. Estos hallazgos respaldan la hipétesis de que la Trazodona no solo altera la actividad
local, sino también la sincronizacion funcional entre regiones cerebrales durante el ciclo de
sueno y se discutiran posteriormente en conjunto con los resultados de los demés anélisis
con el fin de integrar su interpretacion fisioldgica y farmacolégica en el contexto del efecto

de la Trazodona sobre la dindmica cerebral durante el sueno.

Indice de Bloqueo de Fase (PLI).

Preparacion de los datos. El PLI se utilizé para cuantificar la conectividad funcional
entre los canales de EEG, evaluando la consistencia de la diferencia de fase entre pares de
senales. Este indice permite estimar la sincronizacién neuronal minimizando los efectos
de conduccién de volumen. Las senales EEG fueron previamente filtradas con un filtro
pasabanda Butterworth de tercer orden, con una frecuencia de muestreo de 400 Hz. Se
definieron seis bandas de frecuencia de interés: delta ([2 — 4] Hz), theta ([5 — 7] Hz), alfa
([9 — 11] Hz), sigma ([13 — 15] Hz), beta ([19 — 21] Hz) y gamma ([34 — 36] Hz). Para
cada animal, canal y estado, se seleccioné un nimero fijo de épocas libres de artefactos,
asegurando comparabilidad entre individuos. A partir de las senales filtradas, se calcu-

laron matrices de conectividad PLI mediante la funcién __phase_connectivity_numba,
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obteniendo valores de conectividad para cada par de canales. Ademés, se generaron 100
realizaciones de datos surrogados para cada condicién, con el fin de estimar una dis-
tribucion nula del PLI y evaluar su significancia. Los resultados se almacenaron en un
DataFrame donde cada fila corresponde a un sujeto, estado y banda de frecuencia deter-
minados, incluyendo la condicién experimental (con o sin Trazodona), el valor promedio
de PLI y el valor medio obtenido a partir de los datos surrogados. A partir de estos
valores promedio, se generd un procedimiento de consolidacién y filtrado de los datos:
se generd una nueva matriz de significancia, en la que cada elemento representaba la
conectividad tinicamente cuando el valor real de PLI superaba al correspondiente valor
obtenido en la distribucién surrogada. De esta manera, las celdas que no presentaron
diferencias respecto a los datos surrogados fueron reemplazadas por cero, lo que permi-
ti6 conservar exclusivamente las conexiones con evidencia de acoplamiento de fase, listos
para el analisis estadistico posterior.

Andlisis estadistico. Para evaluar diferencias de conectividad entre los grupos, se
aplico la prueba Wilcoxon Rank-Sum Test para cada conexion y banda de frecuencia,
considerando los valores medios de PLI obtenidos en cada estado. Las comparaciones se
realizaron entre los grupos Control y Trazodona, evaluando la significancia estadistica
de las diferencias observadas en cada una de las 16 posibles conexiones entre electrodos.
Los resultados se clasificaron segin el nivel de significancia estadistica: p < 0,05 (*) y
p < 0,01 (**). A partir de este procedimiento se identificaron las conexiones que presen-
taron diferencias significativas en la fuerza de acoplamiento de fase entre los grupos, lo
que permitié determinar patrones especificos de conectividad funcional asociados al uso
de Trazodona durante los distintos estados de sueno. Los resultados se presentan en la
Figura 6, donde se muestran los grafos de conectividad PLI mostrando tinicamente las
aristas con diferencias significativas entre grupos en cada estado de sueno y banda de
frecuencia representante.

Conclusiones preliminares. Este andlisis revel6 diferencias significativas entre los gru-
pos en multiples conexiones y bandas de frecuencia, principalmente durante los estados
de somnolencia y sueno NREM. En estos estados, el grupo Trazodona mostré un incre-
mento en la sincronizacién entre regiones frontales y centrales —particularmente en las

conexiones F'3-F4, F3-Fz, FA-Fz y F4-Cz— en varias bandas de frecuencia baja e
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intermedia ([2-4| Hz, [5-7] Hz y [9-11] Hz). Este patrén sugiere una mayor coherencia
funcional en etapas de transicion y sueno ligero bajo el efecto del farmaco. Durante la
vigilia, también se observaron diferencias puntuales en las conexiones frontales, lo que
podria reflejar una modulacion residual del acoplamiento cortical incluso en estados de
alerta. En cambio, durante el sueno REM las diferencias fueron escasas y limitadas a
la conexién F4-C'z en altas frecuencias ([13-15] Hz), aunque la interpretacién de este
resultado debe tomarse con cautela debido a la baja cantidad de sujetos que alcanzaron

este estado bajo trazodona.

11.4. Discusion general

En este estudio, se investigaron los efectos agudos de una dosis tnica de Trazodona
sobre la dindmica cerebral, utilizando Densidad Espectral de Potencia (PSD), métricas de
complejidad de Lempel-Ziv (LZC), entropia de permutacién (PE), conectividad funcional
(PLI) y coherencia entre pares de electrodos. Los resultados muestran que la Trazodona
induce cambios especificos y dependientes del estado de sueno en estas métricas, reflejando
su influencia sobre la actividad neuronal y la organizacién del ciclo vigilia-suenio [45].

Los resultados de PSD mostraron una disminucién marcada de la potencia en el
grupo tratado con Trazodona, especialmente en las bandas de frecuencia bajas y medias,
durante los estados de vigilia, somnolencia y sueno NREM. Esta reduccién refleja un
efecto desincronizante sobre la actividad cortical, coherente con el perfil farmacolégico
del farmaco como modulador serotoninérgico [60, 61]. En contraste, durante el sueno
REM no se observaron diferencias significativas, lo que podria asociarse tanto a la menor
ocurrencia de este estado en los animales tratados como a una menor sensibilidad del
mismo a la accién aguda de la Trazodona. En conjunto, los hallazgos de PSD sugieren que
la Trazodona disminuye la amplitud de las oscilaciones lentas y modifica la organizacion
espectral del EEG de manera dependiente del estado de sueno.

Los analisis de LZC revelaron una disminucién significativa en la complejidad del ciclo
vigilia-sueno en los animales tratados con Trazodona, especialmente durante la etapa de
NREM, lo que sugiere una reduccién en la variabilidad de los patrones en la dindmica
cerebral [62]. En concordancia, la entropia de permutacién promedio por canal mostrd
diferencias significativas entre grupos durante los estados de Vigilia y Somnolencia, tanto

en bandas de frecuencia bajas ([1-16]Hz) como altas ([16-60]Hz). Estas diferencias
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reflejan que la Trazodona modifica la complejidad temporal de las senales EEG de manera
dependiente del estado y del rango espectral [63], aumentando la irregularidad de los
patrones eléctricos en ciertos estados mientras estabiliza otros.

En cuanto a la conectividad, el indice de desfasaje de fase (PLI) evidencié un aumento
generalizado en la conectividad funcional en algunos pares de electrodos bajo Trazodona,
siendo este efecto especifico para ciertos estados y bandas de frecuencia [3, 64]. Los
resultados de coherencia mostraron incrementos en la sincronizacién funcional en NREM
y Somnolencia, mientras que en REM los cambios fueron menos evidentes, probablemente
debido a la menor cantidad de sujetos que ingresaron a esta etapa. La integracion de
estos hallazgos sugiere que Trazodona modula la comunicacion entre regiones corticales
de manera selectiva, fortaleciendo ciertos enlaces mientras reduce la variabilidad de las
transiciones en el ciclo vigilia-sueno.

El patrén observado entre PSD, LZC y PE indica una relacion inversa: las reducciones
en potencia de bandas bajas se acompanan de un aumento en las métricas de complejidad
y entropia, mientras que en bandas altas, aunque la potencia puede incrementarse, no se
observan cambios significativos en la complejidad [65, 66]. Esto sugiere que Trazodona
produce desincronizacion de las actividades de baja frecuencia y sincronizacién en las de
alta frecuencia, modulando asi la dinamica cortical segun el estado y la banda espectral.

En resumen, los hallazgos de este estudio muestran que una dosis tnica de Trazodona
altera la dindamica cerebral, promoviendo un suenio més estructurado y menos fragmentado
(67, 68]. El farmaco reduce la potencia espectral en bandas bajas y medias, modulando
simultaneamente la complejidad y la entropia de las senales EEG, e incrementando la
conectividad funcional en pares de electrodos especificos. Estos resultados resaltan la
importancia de considerar tanto la frecuencia como el estado de sueno al evaluar los efectos
farmacolégicos de la Trazodona y proporcionan una base solida para futuros estudios que

analicen los efectos cronicos del farmaco sobre la actividad neuronal en animales.
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Vigilia Somnolencia Sueino NREM Sueio REM

FI1Gura 1. (A) Ilustracién de la colocacion de electrodos para los registros
polisomnograficos en perros. Se utilizaron cuatro electrodos activos de EEG
ubicados en la linea media y en las regiones frontal izquierda y derecha (Fz,
F3 y F4, respectivamente), y en el vértex (Cz). El electrodo de referencia se
colocé sobre la protuberancia occipital externa (Oz). Las senales bipolares
de EOG se registraron con electrodos ubicados en los arcos cigométicos
izquierdo y derecho, cerca del canto lateral de cada ojo (puntos azules).
Se colocd un electrodo de tierra (G) sobre el musculo temporal izquierdo.
También se realizaron registros de EMG y ECG, aunque no se muestran
en la figura.

(B) Fotografia de un perro durante el registro polisomnografico mientras
descansa en su cama.

(C) Senales representativas del estudio polisomnogréfico, incluyendo elec-
trocardiograma (ECG), electrooculograma (EOG) y electromiograma
(EMG), que ilustran patrones caracteristicos durante vigilia, somnolencia,
sueno NREM y sueno REM.

(D) Dos registros representativos de EEG (canales F3 y F4) correspondien-
tes a un perro en condicién control y tras la administracion de trazodona,
mostrados para los distintos estados conductuales.
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FiGUrA 3. Valores de LZC promedio a través de los canales en cada estado
de sueno. Los asteriscos sobre las cajas indican en qué estado se encontraron
diferencias significativas entre los grupos (x p < 0,05; == p < 0,01)
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F1GUrA 4. Valores de PE promedio a través de los canales en cada estado
de sueno. Los asteriscos sobre las cajas indican en qué estado se encontraron
diferencias significativas entre los grupos.
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F1Gura 5. Gréficos de coherencia (Cxy) de todos los pares de canales
en cada estado de sueno. Las areas sombreadas verticalmente indican los
intervalos de frecuencia en los que se encontraron diferencias significativas
entre los grupos (Trazodona vs. Control).
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FicurA 6. Grafo de conectividad PLI mostrando tnicamente las aristas
con diferencias significativas entre grupos (Control vs. Trazodona) en cada
estado de sueno y banda de frecuencia. Los resultados se clasificaron segin
el nivel de significancia estadistica: p < 0,05 (*) y p < 0,01 (**)
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Capitulo 12

Aplicaciones III: Creatividad en ninos

El presente capitulo se basa en los resultados publicados en el articulo titulado “Fz-
ploring the neural basis of creativity: EEG analysis of power spectrum and functional
connectivity during creative tasks in school-aged children” [69]. Un trabajo en conjunto
con las doctoras Gabriela Krumm y Vanessa Ardn Filippetti, del Consejo Nacional de
Investigaciones Cientificas y Técnicas (CONICET), Ciudad Auténoma de Buenos Aires,
Argentina, y del Centro Interdisciplinario de Investigaciones en Ciencias de la Salud y del
Comportamiento (CIICSAC), Universidad Adventista del Plata, Libertador San Martin,

Entre Rios, Argentina.

12.1. Introduccién

La creatividad constituye un aspecto fundamental de la cognicion humana, especial-
mente durante la infancia, etapa en la que el pensamiento divergente y la capacidad
de generar ideas novedosas experimentan un marcado desarrollo [70]. Se define por la
habilidad de producir soluciones originales, ver las cosas desde perspectivas diferentes y
combinar conceptos previamente no relacionados de manera innovadora [71]. A lo largo
de la historia, la creatividad ha sido estudiada desde perspectivas sociales, psicolégicas,
cognitivas e histéricas, lo que ha dado lugar a miltiples teorias. Sin embargo, los meca-
nismos cerebrales que subyacen al pensamiento creativo, en particular en ninos, aun no
han sido completamente dilucidados [72].

La neurociencia cognitiva ha mostrado que la creatividad no corresponde a una facul-
tad unitaria, sino que emerge de la interaccién dinamica entre diversas redes neuronales
distribuidas en el cerebro [73]. Este enfoque integrador resalta la necesidad de comprender
la creatividad como un fenémeno complejo y multidimensional [74]. El uso de la electro-

encefalografia (EEG) ha permitido caracterizar patrones de actividad neuronal durante
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tareas creativas [75]. Estudios previos han documentado cambios significativos en distin-
tas bandas de frecuencia durante tareas que evaliian asociaciones remotas, resolucién de
problemas, expresién artistica o narrativa [76, 77].

En este capitulo, estudiamos la creatividad en poblacion infantil a partir de registros
de EEG obtenidos durante la aplicacién del Torrance Test of Creative Thinking (TTCT)
[78], el cual incluye tanto tareas figurales como verbales. Mientras las primeras evaliian
habilidades visoespaciales, las segundas se centran en la expresion lingiiistica creativa
[79]. Esta aproximacién complementaria permite obtener una vision més amplia de la
creatividad en ninos en edad escolar. El objetivo fue explorar los patrones oscilatorios y
de sincronizacion cerebral que acompanan el desempeno creativo, contribuyendo a una
comprension mas profunda de los mecanismos cerebrales que sostienen la creatividad

durante el desarrollo infantil [80].

12.2. Sujetos y metodologia

Poblacién de estudio. La muestra estuvo compuesta por 15 nifios/as argentinos de
entre 9 y 12 anos (mediay = 10, 33; desvio standard o = 1,11) de nivel socioeconémico
medio. Los criterios de inclusién fueron: ausencia de antecedentes neurolégicos o psi-
quiatricos, capacidades sensoriales normales o corregidas, escolaridad regular y sin repi-
tencia de grado. Se evaluaron CI, niveles de inatencion e hiperactividad-impulsividad, y
nivel educativo parental (escala de cinco niveles, de primario a posgrado). La adquisicién
de datos se realiz6 en dos sesiones individuales, utilizando el dispositivo Emotiv Epoc+.
Los padres otorgaron consentimiento informado y el protocolo fue aprobado por el Comité

de Etica de FCS-UAP (Resolucién 5,7/2019).
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Control (ojos abiertos) TTCT Figuras

Control (ojos abiertos) TTCT Verbal

1seg

F1GURA 1. Descripcién general. (A) Representacion del sistema Emotiv.
(B) Ejemplo TTCT Figural. (C) Ejemplo TTCT Verbal. (D) Distribucién
topogréfica de electrodos. (E) Senal EEG durante control y tareas.

Registro de EEG. Los datos se obtuvieron con el dispositivo Emotiv Epoc+ (Figura
1A), con 14 electrodos distribuidos segin el sistema internacional 10-20 (AF3, F'3, F7,
FC5,T7, P7,01, 02, P8, T8, FC6, F8, F40 y AF4) més dos electrodos de referencia
(Figura 1D). La frecuencia de muestreo fue de 128 Hz. El registro consté de dos etapas:
una primera en condiciéon de reposo con ojos abiertos durante 5 minutos y una segun-
da correspondiente a la ejecucion de las tareas cognitivas durante aproximadamente 15

minutos (Figura 1E).

Tareas cognitivas.
TTCT Figuras. Esta tarea consiste en completar figuras incompletas y asignarles titu-

los en un tiempo limite (Figura 1B). Evalia elaboracion, resistencia al cierre prematuro
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y titulo abstracto. Estas dimensiones se agrupan en dos factores correlacionados: Innova-
tivo (fluidez y originalidad) y Adaptativo (elaboracién, resistencia al cierre prematuro
y abstraccién de titulos).

TTCT Verbal. Esta tarea requiere listar usos inusuales de un objeto durante 10 mi-
nutos (Figura ??). Evalia tres dimensiones: fluidez (nimero de respuestas relevantes),

flexibilidad (diversidad de categorias) y originalidad (novedad de ideas).

Preprocesamiento de las senales EEG. El primer paso consistié en el preproce-
samiento de las seniales de EEG. Se aplic un filtro pasabanda en el rango de [0,5—50] H z,
y los canales con mala calidad de senal fueron identificados manualmente y reemplazados
mediante un algoritmo de interpolacion. Posteriormente, la senal fue segmentada en épo-
cas de 5 segundos. Se realizé una inspeccién visual de los datos con el fin de identificar
y eliminar aquellas épocas afectadas por artefactos de movimiento u otros problemas de
adquisicion. Un participante fue excluido del analisis debido al excesivo nivel de ruido
presente en su registro de EEG. Todas las épocas fueron normalizadas utilizando el méto-
do de z-score. En promedio, cada participante presentd 20 + 3 épocas limpias en la linea
de base y 52 + 7 en cada tarea. Posteriormente, se aplicé un anadlisis de componentes
independientes (ICA) con el objetivo de identificar y remover componentes asociados a
artefactos miograficos, cardiacos y oculares. Finalmente, las épocas resultantes se cate-
gorizaron en dos condiciones principales: linea de base (BL) y desempeno en la tarea
(figura o verbal). Todos los andlisis se realizaron utilizando el paquete de c6digo abierto

MNE-Python [81, 82|, desarrollado en Python [83, 84].

12.3. Andlisis de datos

12.3.1. Espectro de Potencia (PSD).

Preparacion de los datos. El primer analisis se centré en la Densidad Espectral de
Potencia Relativa (rPSD), con el objetivo de caracterizar la actividad oscilatoria cerebral
durante las tareas creativas. La potencia relativa representa la proporcién de energia que
aporta cada banda de frecuencia respecto de la potencia total del espectro, permitiendo
comparar de manera normalizada la actividad oscilatoria entre sujetos, condiciones y ca-

nales. Se analizaron las siguientes bandas de frecuencia: Delta [1-4], Hz, Theta [4-8], H z,

Alpha [8-12], Hz, Beta [12-30], Hz y Gamma [30-50], Hz. El cdlculo del PSD se realizé
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mediante el método de Welch, implementado en SciPy [38], con resolucién de 0,25, Hz
en todo el rango de 0,5 a 50, Hz. La senal se segment6 en ventanas de 6000 puntos con
solapamiento del 50 %, y se aplicé un filtro Butterworth de tercer orden para minimizar
efectos de aliasing y artefactos de alta frecuencia. Este procedimiento permitié obtener
estimaciones robustas de la potencia relativa por canal y por condicion experimental
(linea de base, TTCT Figuras y TTCT Verbal).

Andalisis estadistico. Para evaluar diferencias en la actividad oscilatoria asociada a
la creatividad, los valores de rPSD fueron promediados por banda de frecuencia y por
participante. Dado que cada nino fue evaluado en las tres condiciones (linea de base,
TTCT Figuras y TTCT Verbal), se aplicé la prueba no paramétrica para medidas repe-
tidas, seguida de comparaciones post hoc mediante la prueba de Wilcoxon con correccion
de Bonferroni, cuando correspondié. Este enfoque permite detectar incrementos o decre-
mentos de potencia especificos en bandas de frecuencia asociadas a procesos creativos,
sin asumir distribucion normal de los datos. Los resultados se presentan en la Figura 2,
que incluye mapas topograficos y diagramas de violin de la rPSD por banda y condicién.
En la columna izquierda se muestran los topoplots promedio para cada banda en los tres
grupos (Control, TTCT Figuras y TTCT Verbal), mientras que en la columna derecha se
representan los diagramas de violin del PSD promedio a través de los canales. Los niveles

de significancia (p < 0,001) se indican con asteriscos (x # ).
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Banda Delta [1-4 Hz]

Control Test (Figuras) Test (Verbal)

Banda Theta [4-8 Hz]

Control Test (Figuras) Test (Verbal)

Banda Alpha [8-12 Hz]

Control Test (Figuras) Test (Verbal)

Banda Beta [12-30 Hz]

Control Test (Figuras) Test (Verbal)

Banda Gamma [30-50 Hz]

Control Test (Figuras) Test (Verbal)
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F1GURA 2. Mapas topograficos y diagramas de violin de la rPSD por banda
y condicién. A la izquierda se muestran los topoplots promedio para cada
banda y condicién: Grupo Control, TTCT Figuras y TTCT Verbal. A la
derecha, los diagramas de violin del PSD promedio a través de los canales.
Los niveles de significancia obtenidos (p < 0,001) se indican con asteriscos

(***)
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Conclusiones preliminares. El andlisis de la actividad espectral durante las tareas
cognitivas revel cambios consistentes respecto al estado de reposo (Control). En la ban-
da Delta, se observaron incrementos significativos de PSD durante la realizacién de las
tareas en todos los canales, tanto para la tarea verbal como para las figuras, mientras que
las comparaciones entre tareas no mostraron diferencias significativas. Esto indica que la
activacion cortical en frecuencias bajas aumenta con la ejecucion de la tarea, independien-
temente del tipo de estimulo. En la banda Theta, se detectaron aumentos significativos
de PSD respecto al grupo Control en la mayoria de los canales, lo que sugiere que la acti-
vidad frontal y central se ve potenciada durante el procesamiento cognitivo. Sin embargo,
al comparar las tareas entre si, los resultados no mostraron diferencias significativas, indi-
cando que la modulacién de Theta es similar para ambas tareas. La banda Alpha present6
reducciones significativas de PSD en varios canales durante las tareas, especialmente en
regiones frontales y occipitales, lo que refleja la tipica desinhibicién cortical asociada a
la atencién y la carga cognitiva. Al igual que en las bandas anteriores, no se registraron
diferencias significativas entre las tareas verbal y figurativa. En Beta y Gamma, se ob-
servaron incrementos locales de PSD durante la ejecucién de las tareas, con diferencias
significativas respecto al Control en algunos canales frontales y centrales.

12.3.1.1.  Coherencia. Los valores de coherencia se calcularon utilizando el método
de Welch. El analisis se realiz6 en Python empleando la funcién scipy.signal. coherence,
con una ventana de Hann de 800 ms y un solapamiento del 50 %. La coherencia se estimé
en el rango de frecuencias de [2 — 50] Hz para todos los pares de canales, y posterior-
mente se agruparon los valores en bandas de frecuencia estandar (Delta, Theta, Alpha,
Beta y Gamma). Para cada banda y condicién experimental —Grupo control, Test Ver-
bal y Test Figuras— se obtuvo la coherencia promedio considerando todos los epochs de
cada participante.Finalmente, se representaron los valores medios de coherencia por ban-
da mediante graficos de lineas, lo que permitié visualizar con claridad las diferencias en
los patrones de conectividad funcional entre condiciones. La Figura 3 muestra el andlisis
de coherencia intrahemisférica e interhemisférica entre canales seleccionados en el rango
[0-50] Hz, con zonas sombreadas donde se observaron diferencias significativas entre las

condiciones de prueba y la condicién de control (p j0.05; prueba de Kruskal-Wallis con
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comparaciones mailtiples de Dunn). Dado el elevado nimero de comparaciones posibles

(91 pares), se presenta un conjunto representativo de relaciones.
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). Cada gréfico muestra la co-

herencia entre los canales indicados en el rango [0-50] Hz. Las zonas som-
breadas indican diferencias significativas entre las condiciones (p < 0,05).



Conclusiones preliminares. El anélisis de coherencia entre pares de electrodos mostro
patrones diferenciales de conectividad funcional tanto a nivel intrahemisférico como in-
terhemisférico. En las conexiones intrahemisféricas, tanto en el hemisferio izquierdo como
en el derecho, se observé un incremento marcado de la coherencia durante las tareas
(figuras y verbal) en comparacién con el estado de control. En el hemisferio izquierdo,
los pares frontales (AF3-F3) mostraron aumentos significativos en las bandas Beta y
Gamma completa, mientras que el par AF3-F7 present6 incrementos en todas las ban-
das de frecuencia. Las conexiones temporo-occipitales (77-O1) evidenciaron aumentos
en Delta, Theta, Alpha y gran parte de Beta, y la relacién temporo-parietal (7'7-P7)
mostré incrementos generalizados en todas las bandas. Un patrén similar se observé en el
hemisferio derecho: los pares frontales (F4-F8 y F8-AF4) exhibieron aumentos robus-
tos en todas las bandas, al igual que la conexién parieto-temporal (P8-T8). La relacién
temporo-occipital (O2-T8) mostré incrementos en Delta, Theta, Alpha, Low-Beta y la
mayor parte de Gamma. En contraste, las conexiones interhemisféricas presentaron una
tendencia general hacia una disminucién de la coherencia durante las tareas. Sin embargo,
esta disminucion fue estadisticamente significativa tinicamente en algunos pares fronta-
les (por ejemplo, F3-F8, F7-F8, FT-FC6, FC5-F(C6), mientras que en el resto de los
pares no se observaron cambios consistentes o significativos.

Discusion general. El andlisis de la actividad cortical durante las tareas creativas
evidencié un patrén general de aumento en la potencia espectral relativa (rPSD) respecto
al estado de reposo, consistente con lo reportado previamente en tareas de pensamiento
divergente [85, 86, 87, 88, 89]. En las bandas Delta y Theta, el incremento de potencia
observado puede interpretarse como un reflejo de una mayor implicacion de procesos
atencionales internos, memoria de trabajo y recuperacion de informacién, funciones que
resultan esenciales para la generacion de ideas originales [86, 90].

En la banda Alpha, se observé una reduccién de la potencia durante la ejecucion de
las tareas, especialmente marcada en regiones frontales y occipitales. Esta desincroniza-
cion alpha ha sido interpretada como un indice de desinhibicion cortical, facilitando el
procesamiento de informacién relevante y la supresion de estimulos externos, mecanismos

que optimizan el rendimiento creativo [91, 92]. Dicho descenso en Alpha se asocia con
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una disminucion del control inhibitorio y con un incremento de la flexibilidad cognitiva,
favoreciendo la exploracion de asociaciones inusuales durante la produccion creativa.

Las bandas Beta y Gamma, en cambio, mostraron incrementos focales durante las
tareas, particularmente en regiones frontales y centrales, lo que sugiere un mayor invo-
lucramiento de procesos de atencién sostenida, integracién multisensorial y elaboracion
de la respuesta creativa [88, 89]. En el caso de la tarea verbal, el aumento de Beta
y Gamma podria estar vinculado al procesamiento lingiiistico y a la manipulacion de
representaciones semanticas [91, 92].

En relacién con la conectividad funcional, el analisis de coherencia revelé un aumento
de la sincronizacién dentro de cada hemisferio, especialmente entre regiones frontotempo-
rales y temporo-occipitales, durante ambas tareas creativas. Este patrén concuerda con
lo reportado por [85] y [93], quienes describieron una mayor coordinacién funcional entre
areas implicadas en la recuperacion de informacién y la integracién perceptual durante
la generacién de ideas. Segin [93], la coherencia incrementada en regiones temporales
podria vincularse con procesos asociativos y de memoria, mientras que la observada en
zonas occipitales reflejaria una atencién interna sostenida y la supresion de la informacion
externa irrelevante.

Ademas, estudios previos han mostrado que durante la preparacion de la tarea creativa
existe un flujo de conectividad desde las regiones frontales hacia las temporoparietales, el
cual se invierte durante la fase de generacién de ideas, indicando un intercambio dindmico
entre integracién sensorial y produccién creativa [94]. Este flujo bidireccional refuerza la
idea de que el pensamiento creativo depende no solo de la fuerza de las conexiones, sino
también de la direccion del flujo de informacion entre regiones cerebrales.

De manera complementaria, se observé una disminucion en la coherencia interhe-
misférica, particularmente en la regién frontal, lo que sugiere una reducciéon temporal
del control ejecutivo durante la generacién creativa [95]. Este patrén podria reflejar un
mecanismo neural que facilita la creatividad al disminuir la rigidez cognitiva y permitir
una mayor flexibilidad mental. Segin [95], un estado mental menos controlado y més
libre de restricciones ejecutivas puede potenciar la generacion de ideas originales.

Estos resultados se alinean con la concepcién contemporanea de la creatividad como

un proceso que emerge de la interaccion dindmica entre redes cerebrales distribuidas
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—incluyendo la red por defecto, la red ejecutiva central y la red de saliencia— que alternan
su predominancia segin la fase del proceso creativo [96, 97]. Tal reorganizacién funcional,
evidenciada tanto en los patrones de potencia como en las medidas de coherencia, respalda
la nocién de que la creatividad involucra la cooperacion de multiples sistemas neuronales
encargados de la atencién, la memoria, la imaginacion y el control cognitivo.

En conjunto, los hallazgos del presente estudio aportan evidencia sobre la compleja
dinamica cerebral subyacente al pensamiento creativo en ninos, destacando el papel coor-
dinado de distintas bandas de frecuencia y la reorganizacion de la conectividad intra e
interhemisférica durante la ejecucion de tareas divergentes. Estos resultados complemen-
tan observaciones previas [85, 93] y refuerzan la idea de que la creatividad infantil implica
la interaccién flexible entre regiones frontales, temporales y occipitales, favoreciendo la

integracion de informacién y la generacién de ideas novedosas.
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Capitulo 13

Aplicaciones VI: Esudio de los ciclos de sueno en recién nacidos

prematuros

El presente capitulo se basa en los resultados obtenidos hasta el momento en el marco
de un estudio observactonal prospectivo en curso, titulado “Maduracion del ciclo sueno-
vigilia y complejidad EEG en recién nacidos pretérmino”, llevado a cabo en la Unidad de
Cuidados Intensivos Neonatales (NICU) del Hospital de Clinicas, Montevideo, Uruguay,
entre noviembre de 2019 y marzo de 202/. Este estudio se realiza bajo la coordinacion de
la Universidad de la Republica, Facultad de Medicina, y cuenta con la aprobacion ética del
Comité de Etica en Investigacion Clinica del Hospital de Clinicas, Facultad de Medicina,
Unwersidad de la Republica, Uruguay. Los investigadores principales son los doctores
Andrea Devera Pereyra, Pablo Torterolo y Fernanda Blasina Viera, todos afiliados a la
Unwersidad de la Repiublica, Facultad de Medicina, y Hospital de Clinicas, Montevideo,
Uruguay.

13.1. Introduccidén

El sueno es un componente critico en el desarrollo cerebral temprano, contribuyen-
do a la maduracién de las redes neuronales, la consolidaciéon de memoria y el equilibrio
funcional del cerebro [98, 99, 100]. En recién nacidos prematuros —también denomina-
dos pretérmino—, el ciclo sueno-vigilia se encuentra en pleno proceso de maduracién y
presenta caracteristicas distintas segin la edad gestacional corregida y la edad postnatal
(101, 102].

Se ha observado que los recién nacidos prematuros presentan una mayor proporcién
de sueno activo, menor de sueno calmo y una mayor fragmentacién del ciclo sueno-vigilia
en comparacién con los recién nacidos a término [103, 104]. A medida que avanza la
edad gestacional corregida y los dias postnatales, se espera un aumento progresivo de la
vigilia y del sueno tranquilo, con menor ntimero de transiciones y mayor duracion de los

ciclos [105, 106].
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El objetivo principal fue cuantificar la complejidad de maduracién del ciclo sueno-
vigilia y la complejidad del EEG en recién nacidos pretérmino, considerando la edad
gestacional corregida y los dias postnatales, permitiendo asi una caracterizacion detallada
de la evolucion del sueno durante las primeras semanas de vida extrauterina.

Los registros polisomnogréficos (PSG) permiten caracterizar estos estados conductua-
les y su relacién con la actividad eléctrica cortical mediante EEG, EMG y EOG. Entre
las herramientas de andlisis de senales aplicadas en este proyecto, presentamos en este
capitulo la Complejidad de Lempel-Ziv (LZC) y la Complejidad de Lempel-Ziv conjunta
(en inglés, Joint Lempel-Ziv Complexity, con siglas JLZC') para evaluar la irregularidad

y variabilidad temporal de la senal EEG [7, 35].

13.2. Sujetos y metodologia

Poblaciéon de estudio. Se incluyeron recién nacidos pretérmino clinicamente esta-
bles, mayores a 30 semanas de edad gestacional, ingresados en la Unidad de Neonatologia
del Hospital de Clinicas, Montevideo, Uruguay. Se excluyeron aquellos con malformaciones
del sistema nervioso central, hemorragia intracraneana, uso de drogas anticonvulsivantes
o depresoras del SNC. Los recién nacidos se agruparon por edad gestacional corregida:
30-31, 32-33, 34-35 y 3637 semanas, y por dias postnatales: < 15 diasy > 15 dias. Cada
grupo conté con 10 pacientes, para un total estimado de 40 registros. Se recopilaron datos
maternos y neonatales relevantes (condicién de salud, medicacién previa al parto, Apgar
*, necesidad de ventilacién, administracién de cafeina), para controlar posibles variables

de confusién.

Registros polisomnograficos. Se realizaron registros PSG de 90 minutos, sin in-
duccion farmacolédgica del sueno, incluyendo EEG, EOG, EMG, ECG y saturacion de
oxigeno, con registro simultaneo de video. Las grabaciones se realizaron con el equipo
Nihon Koden EEG-9100, a una frecuencia de muestreo de 500 Hz, iniciando aproxima-
damente a la 13:00 horas, tras la alimentacion del recién nacido, para favorecer el inicio
del sueno espontaneo. Los electrodos EEG desechables de Ag/AgCl se colocaron segiin el
sistema 10-20 reducido, adaptado al perimetro cefalico del neonato, incluyendo posiciones

frontales (F'3, Fz, F4), centrales (C3, Cz, C4), temporales (13, T4) y occipitales (O1,

*Evaluacién clinica répida del recién nacido que valora frecuencia cardiaca, respiracién, tono muscu-
lar, respuesta refleja y color de piel durante el primer minuto y a los 5 minutos de vida.
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02). La senal EMG se registré a nivel del mentén, y se colocaron electrodos adiciona-
les para ECG y electrooculografia. Ademas, se registré el esfuerzo respiratorio mediante

pletismograffa inductiva .

Preprocesamiento de las senales EEG. Los registros se puntuaron manualmente
usando el programa PortaViewReview (Nihon Koden) por dos médicos neurofisioldgicos
experimentados, entrenados en la observacién de registros neonatales. Los estados de
sueflo y vigilia se clasificaron en Sueno Activo (SA), Suefio Calmo (SQ), Suenio Inde-
terminado (SI) y Vigilia (V), en épocas de 20 o 30 segundos segun la edad gestacional,
siguiendo criterios basados en la actividad EEG, observaciéon conductual sincronizada
mediante video, electrooculograma y pardmetros cardiorrespiratorios [107, 108, 109].
Se defini6é cada ciclo de sueno desde el inicio del sueno activo hasta el final del sueno
calmo, incluyendo posibles interrupciones del sueno [110]. Las senales crudas de EEG se
exportaron a MATLAB (version 2022b) y se seleccionaron épocas libres de artefactos.
A cada época se aplicé un filtro pasa banda 1-70 Hz y notch a 60 Hz. Se programoé el
analisis de los tiempos, porcentajes y nimero de eventos por cada estado de sueno, asi
como el tiempo total del ciclo sueno-vigilia y el nimero de transiciones entre estados
conductuales. Para los analisis, los recién nacidos pretérmino se agruparon por las edades

gestacionales y dias postnatales, como se detallé anteriormente.

13.3. Anadlisis de datos

13.3.1. Complejidad de Lempel-Ziv (LZC).

Preparacion de los datos. Se calcularon métricas de complejidad de Lempel-Ziv (LZC)
en todas las épocas seleccionadas, para cada estado de sueno y cada electrodo, con el ob-
jetivo de evaluar la maduracién cortical y la irregularidad temporal de la senal [7, 35].
Los resultados de LZC se analizaron longitudinalmente segiin la edad gestacional corre-
gida, agrupando a los sujetos en intervalos (30-31, 32-33 y 34-35 semanas) para evaluar
cambios en la complejidad cerebral durante las primeras semanas de vida extrauterina.
Cada senal fue previamente filtrada mediante un filtro pasabanda Butterworth de tercer
orden. Posteriormente, para cada época y canal, la senal filtrada fue discretizada en una

secuencia binaria y se calculé el LZC utilizando el método binario de Lempel-Ziv. Los

tTécnica no invasiva que mide los cambios en el volumen toracico y abdominal durante la respiracion
mediante bandas eldsticas con sensores inductivos colocadas alrededor del pecho y el abdomen.
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valores de LZC obtenidos por canal y estado fueron promediados sobre las épocas para
cada sujeto, generando matrices organizadas por épocas y canales. Los resultados se es-
tructuraron segun estado de sueno y grupo etario, habilitando un analisis comparativo
en doble entrada.

Andlisis estadistico. Se aplicé la prueba no paramétrica de Mann—Whitney para mues-
tras independientes para evaluar diferencias significativas entre estados y entre grupos de
edad. Los resultados se presentan en la Figura 1. A continuacién, una breve explicacion
de la distribucién de los topoplots en el gréfico.

Visualizacion de topoplots. Los topoplots se presentan siguiendo dos esquemas de

organizacién:

= Comparacion horizontal entre estados dentro de cada grupo de edad: En
cada fila, se muestran los tres estados de suenio (Activo, Indeterminado, Calmo)
para un mismo grupo etario (por ejemplo, 30-31 semanas). A la derecha de estos
tres topoplots, se presenta el topoplot del p-value resultante de la comparacién
estadistica entre los estados Activo y Calmo para ese grupo.

= Comparacion vertical entre grupos dentro de un mismo estado: En cada
columna, se muestra un mismo estado (por ejemplo, Activo) para distintos grupos
de edad (30-31, 32-33, 34-35 semanas). Debajo de estos topoplots, se presenta el
topoplot del p-value de la comparacién entre los grupos extremos de edad (por

ejemplo, Activo 30-31 vs Activo 34-35 semanas).

13.3.2. Complejidad de Lempel-Ziv — Frecuencias Altas y Bajas. Ademas
de la banda completa, se explor6 la complejidad de Lempel-Ziv en dos rangos especificos:
[1-16] Hz (bajas frecuencias) y [16-60] Hz (altas frecuencias). Si bien estos andlisis preli-
minares permitieron observar patrones interesantes, aun no se ha realizado la estadistica
correspondiente, con la intencién de profundizarla posteriormente mediante modelos mul-
tinivel u otros enfoques adecuados que permitan capturar la variabilidad entre sujetos,
estados y otros parametros de interés. Los resultados preliminares pueden visualizarse en
la Figura 2. Los graficos exhiben tnicamente las distribuciones espaciales de LZC, sin

incluir mapas de significancia estadistica.

13.3.3. Complejidad Conjunta de Lempel-Ziv (JLZC).
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Ficura 1. Topoplots de LZC organizados por estado de sueno (horizontal)
y por grupo etario (vertical). A la derecha de cada fila se muestran los
mapas de p-value entre los estados Activo y Calmo, y en la parte inferior
los p-values entre los grupos extremos de edad.

Preparacion de los datos. La complejidad conjunta de Lempel-Ziv (JLZC) se calcul6
a partir de las senales multicanales filtradas y segmentadas en épocas libres de artefactos.
Cada época fue organizada como una matriz M € RY*T -donde C' es el nimero de ca-
nales y T' la cantidad de muestras dentro de la época- y posteriormente binarizada canal
por canal mediante umbralizacién por la mediana. A partir de esta matriz binaria se

construyé un alfabeto conjunto, combinando los valores binarios de todos los canales en
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cada instante temporal y generando asi una tinica secuencia simbélica por época. Sobre
esta secuencia se aplico el algoritmo estandar de Lempel-Ziv para obtener la complejidad
conjunta. Finalmente, la medida fue normalizada segin el método de Lesne et al. [111],
que ajusta por la longitud de la secuencia y el tamano del alfabeto, obteniendo el valor
normalizado nJLZC. Para cada sujeto, estado de sueno y grupo etario, los valores por
época fueron promediados. En este andlisis se adoptaron dos criterios complementarios
para agrupar los canales de EEG: un enfoque zonal y un enfoque basado en la laterali-
dad. El primero organiza los electrodos segiin regiones corticales clasicas: los canales se
agruparon en cuatro zonas: frontal (F3, Fz, F4), central (C3, C4, Cz), temporal (T3, T4)
y occipital (O1, O2, Pz). El segundo criterio se basa en la lateralidad hemisférica y busca
capturar posibles asimetrias funcionales entre el hemisferio izquierdo y el derecho. Para
ello se excluyeron los electrodos ubicados en la linea media (Cz y Pz), y se definieron dos
conjuntos de andlisis: hemisferio izquierdo (C3, F3, T3, O1) y hemisferio derecho (C4,
F4, T4, O2). Los resultados del andlisis se presentan en la Figuras 3 (agrupamiento zo-
nal) y ?? (agrupamiento por lateralidad). Si bien estos andlisis preliminares permitieron
observar patrones interesantes, ain no se ha realizado la estadistica correspondiente, con

la intencion de profundizarla posteriormente.

13.3.4. Interpretacién preliminar de los resultados. Los andlisis realizados
sobre las distintas métricas de complejidad revelan patrones consistentes tanto a nivel
espacial como entre los grupos etarios evaluados. En primer lugar, los mapas de signifi-
cancia en doble entrada muestran que, incluso en etapas muy tempranas del desarrollo,
existen diferencias significativas entre estados de sueno, especialmente en regiones centra-
les y frontales. Estas diferencias se mantienen de manera relativamente estable a lo largo
de las semanas 30-35, lo que sugiere que ciertos contrastes entre estados ya se encuentran
organizados en la primera etapa extrauterina.

Al analizar la complejidad Lempel-Ziv clésica (LZC) dividida por bandas de fre-
cuencia, se observaron comportamientos diferenciados entre actividad de bajas y altas
frecuencias. En las bandas bajas, la complejidad tiende a ser menor y presenta patrones
topograficos méas definidos, mientras que en las bandas altas se evidencia un incremento
progresivo de LZC con la edad gestacional corregida, junto con una distribucion espacial

mas homogénea.
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El andlisis de la complejidad conjunta (JLZC) aporta una perspectiva mas global
de la coordinacién entre canales. En el agrupamiento por zonas corticales, se destacan
diferencias claras entre regiones, particularmente un aumento consistente de JLZC en
zonas temporales y, en algunos grupos, en areas frontales. Este comportamiento aparece
en los tres estados, aunque con mayor expresion durante el estado Calmo. A su vez,
se observa un incremento gradual de la mediana de JLZC con la edad gestacional en
practicamente todas las zonas.

En cuanto a la lateralidad, los resultados muestran diferencias mas sutiles que en el
analisis zonal, aunque se aprecia una tendencia recurrente a valores ligeramente mayores
en el hemisferio izquierdo, especialmente durante el estado Calmo y en los grupos de
mayor edad. Este patron, si bien preliminar, podria relacionarse con la asimetria funcional
temprana 3

En conjunto, estos hallazgos muestran que tanto LZC como JLZC capturan cambios
organizados y evolutivos durante las semanas 30-35, reflejando transformaciones pro-
gresivas en la complejidad temporal y en la coordinacion espacial del EEG neonatal.
Las interpretaciones fisiolégicas y biolégicas méas profundas seran abordadas en futuros

trabajos, donde estos patrones podran discutirse en mayor detalle.

- . .. . .2 . .

+Diferencias en la actividad y organizacion entre los hemisferios cerebrales que aparecen desde etapas
muy precoces del desarrollo, incluso en vida fetal, y que reflejan una especializacion inicial del procesa-
miento neuronal.
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Ficura 2. Topoplots de LZC organizados por banda de frecuencias y por
edad gestacional corregida. En la parte superior se presentan los mapas co-
rrespondientes a frecuencias bajas ([1-16] Hz) y, debajo, los de frecuencias
altas ([16-60] Hz). Dentro de cada banda, las filas representan los grupos
etarios (30-31, 32-33 Y 34 — 35 semanas), mientras que las columnas mues-
tran los estados de sueno Activo, Infiﬁferminado y Calmo.
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Ficura 3. Distribucién de los valores de JLZC por zona cortical y por
estado de sueno (Activo, Indeterminado y Calmo), organizada segin la
edad gestacional corregida de cada grupo (30-31, 32-33 y 34-35 semanas).
Cada color identifica una zona distinta.
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F1GURA 4. Distribucion de los valores de JLZC segin lateralidad hemisféri-
ca (izquierdo vs. derecho) y estado de sueno (Activo, Indeterminado y Cal-
mo), organizada por grupos de edad gestacional corregida (30-31, 32-33 y
34-35 semanas). Cada color corresponde a uno de los hemisferios analiza-
dos.
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Capitulo 14

Discusién general

La presente tesis integré herramientas matematicas y computacionales avanzadas con
aplicaciones en neurociencia y procesamiento de imagenes, con el fin de caracterizar pro-
piedades estructurales, dinamicas y funcionales de senales multivariadas. A lo largo del
trabajo se desarroll6 un marco analitico general basado en operadores de convolucion,
transformadas continuas y discretas, analisis de fase multidimensional y medidas de com-
plejidad simbdlica, aplicados posteriormente al estudio de senales EEG en distintos con-
textos fisiolégicos y poblacionales, asi como al analisis de imagenes mediante el Indice de
Diferencias de Fase Espacial (IDFE). En conjunto, estos aportes permiten una compren-
sion mas amplia y unificada de como la variabilidad temporal, la distribucién espectral y
la conectividad funcional reflejan cambios tanto fisioldgicos como patoldgicos en distintos
sistemas bioldgicos.

En los capitulos iniciales se desarroll6 un marco matemético centrado en operadores
convolutivos y analisis de fase. Particularmente, se demostré como la combinacién de
transformadas continuas y discretas, junto con representaciones en espacios de Hilbert,
habilita el andlisis conjunto de frecuencia, tiempo y estructura.A partir de estas bases
se introdujo una herramientas clave para la tesis: El indice IDFE para iméagenes, que
cuantifica diferencias locales y globales basadas en estructura de fase.

El indice IDFE permitié comparar imagenes desde una perspectiva estructural basada
en informacién de fase, lo que hizo posible detectar diferencias espaciales sutiles incluso en
situaciones donde los métodos tradicionales basados en intensidad no lograban distinguir
variaciones relevantes. Ademads, permitié extraer métricas robustas en contextos con rui-
do, variabilidad intersujeto o transformaciones geométricas leves, mostrando una notable
estabilidad frente a perturbaciones. En conjunto, estos resultados evidencian que la fase
contiene informacién critica para la percepciéon visual y que los indices derivados de ella
constituyen herramientas mas sélidas y consistentes para evaluar similitud estructural

que los abordajes puramente energéticos.
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A futuro, el uso del IDFE podria ampliarse hacia escenarios mas complejos en pro-
cesamiento de imagenes y andlisis de senales. Por un lado, su integracion con modelos
multiescala y representaciones orientadas permitiria capturar variaciones estructurales
dependientes de la escala o la direccién, enriqueciendo su sensibilidad a patrones locales.
Por otro, la combinacion con técnicas de aprendizaje automatico o métodos basados en
deep learning podria habilitar sistemas hibridos donde la fase proporcione un conjunto
de descriptores robustos para tareas de clasificacién, detecciéon de anomalias o registro de
imagenes. Asimismo, explorar su desempeno en dominios biomédicos —como imagenes
histologicas, resonancia magnética o video-EEG— ofreceria oportunidades para validar
su utilidad en contextos clinicos reales. En conjunto, estas lineas de trabajo abririan nue-
vas aplicaciones y permitirian consolidar al IDFE como una herramienta versatil para el
andlisis estructural en multiples disciplinas.

Por otra parte, se introdujeron herramientas clave para el desarrollo de la tesis. En
primer lugar, la Densidad Espectral de Potencia (PSD) permitié caracterizar la distri-
bucién energética de la senal en el dominio de la frecuencia. Complementariamente, la
Complejidad de Lempel-Ziv (LZC) y métricas afines se emplearon como cuantificadores
de la irregularidad temporal, aportando informacion independiente de la amplitud y sen-
sible a la estructura interna de la senal. Para el estudio de la conectividad funcional se
incorporaron dos enfoques principales: el Phase Lag Index (PLI), que estima la sincroni-
zacion entre regiones minimizando los efectos de conduccién de volumen, y la Coherencia,
que describe la estabilidad del acoplamiento oscilatorio en distintas bandas de frecuencia.
Adicionalmente, la Entropia de Permutacién (PE) se utilizé como medida complementa-
ria de complejidad ordinal, capaz de capturar patrones temporales locales no detectables
por métodos lineales. Este cuerpo de herramientas fue aplicado de manera consistente a
senales experimentales heterogéneas, mostrando su versatilidad para abordar preguntas
neurofisioldgicas y computacionales complejas. Un aporte relevante consiste en demostrar
que las medidas de complejidad y fase no sélo complementan al analisis espectral, sino
que revelan propiedades ocultas cuando las amplitudes no son suficientes para explicar
la dindmica subyacente.

La integracion de métricas de Potencia Espectral, Complejidad Temporal y Conec-

tividad Funcional ofrece una perspectiva amplia y complementaria para comprender la
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organizacion dinamica del cerebro. Cada una de estas aproximaciones captura dimensio-
nes distintas de la actividad neuronal —la distribucién de energia en el espectro, el grado
de irregularidad o previsibilidad de la senal, y la coordinacién entre regiones corticales—,
y su combinacion permite obtener descripciones mas completas y sensibles que las que
proporcionaria cualquier métrica por separado. Este enfoque multimodal resulta especial-
mente valioso en sistemas bioldgicos, donde la interaccion entre oscilaciones, variabilidad
temporal y acoplamiento interregional refleja principios fundamentales del funcionamien-
to neuronal. Considerar simultaneamente estos aspectos permite caracterizar con mayor
precision ¢cémo se reorganizan las redes corticales ante cambios en el estado fisiolégico,
el desarrollo, los desafios cognitivos o las intervenciones experimentales. En conjunto,
el uso articulado de potencia, complejidad y conectividad constituye un marco robusto
y generalizable para estudiar la dindmica cerebral y sus transformaciones a lo largo de
diferentes condiciones y poblaciones.

A futuro, este andlisis puede incorporar modelos estadisticos multinivel o basados
en estructuras jerarquicas, capaces de capturar de manera mas adecuada la dependen-
cia entre épocas, sujetos y estados fisiologicos. Este tipo de herramientas permitiria una
caracterizacion mas precisa de la variabilidad intra- e interindividual y fortaleceria la iden-
tificacion de efectos especificos de cada condicion experimental. Asimismo, la integracion
con otros métodos de registro —como video sincronizado, electromiografia o marcadores
conductuales— ofreceria una visién méas completa de la dinamica neuronal al vincularla
con informacion espacial, funcional y comportamental adicional. En conjunto, estas lineas
de trabajo podrian representar oportunidades sélidas para consolidar y expandir el marco
metodoldgico propuesto.

Los resultados de la tesis evidencian dos conclusiones centrales: por un lado, que
el indice IDFE confirma que el analisis de fase es una herramienta sélida para detec-
tar diferencias estructurales en imagenes; y por otro, que la combinacion de métodos
matematicos rigurosos con el analisis del EEG permite caracterizar con precision la orga-
nizacién funcional del cerebro en distintas etapas de la vida y bajo diversas condiciones

experimentales.
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